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为 适应 我 国 对 高 等 学 校 自 动 化 专业 人 才 培 养 的 需要 ,配合 各 高 校 教 
学 改 半 的 进程 ,创建 一 套 符 合 自动 化 专业 培养 目标 和 教学 改革 要 求 的 新 
型 目 动 化 专业 系列 教材 ， 教 育 部 高 等 学 校 自 动 化 专业 教学 指导 分 委员 
会 “简称 " 教 指 委 ”) 联 合 了 “中 国 自动 化 学 会 教育 工作 委员 会 >“ 中 国电 
工 技术 学 会 高 校 工 业 自动 化 教育 专业 委员 会 >"“ 中 国 系统 仿真 学 会 教育 
工作 委员 会 "和 ”中国 机 械 工业 教育 协会 电气 工程 及 自动 化 学 科 委员 会 ” 
四 个 委员 会 ,以 教学 创新 为 指导 思想 ,以 教材 带动 教学 改革 为 方针 ,设立 
专项 资助 基金 ,采用 全 国 公 开 招标 方式 ,组 织 编写 出 版 了 一 套 自动 化 专 
业 系 列 教材 一 一 《全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 系列 教材 》。 

本 系列 教材 主要 面向 本 科 生 ,同时 兼顾 研究 生 ; 覆盖 面包 括 专业 基 
础 读 ,专业 核心 课 ,专业 选修 课 .实践 环节 课 和 专业 综合 训练 课 ; 重点 突 
出 目 动 化 专业 基础 理论 和 前 沿 技术 ; 以 文字 教材 为 主 , 适 当 包 括 多 媒体 
教材 ;以 主教 材 为 主 ,适当 包括 习题 集 、 实 验 指 导 书 .教师 参考 书 、 多 如 
体 总 件 、 网 络 课程 脚本 等 辅助 教材 ;力求 做 到 符合 自动 化 专业 培养 目 
标 ` 反映 自 动 化 专业 教育 改革 方向 、 满 足 自动 化 专业 教学 需要 ; 努力 创 
造 使 之 成 为 具有 先进 性 、 创 新 性 .适用 性 和 系统 性 的 特色 品牌 教材 。 

本 系列 教材 在 “ 教 指 委 ” 的 领导 下 ,从 2004 年 起 ,通过 招标 机 制 , 计 
划 用 3 一 4 年 时 间 出 版 50 本 左右 教材 ,2006 年 开始 陆续 出 版 问世 。 为 
满足 多 层面 .多 类 型 的 教学 需求 ,同类 教材 可 能 出 版 多 种 版 本 。 

本 系列 教材 的 主要 读者 群 是 自动 化 专业 及 相关 专业 的 大 学 生 和 研 
究 生 , 以 及 相关 领域 和 部 门 的 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 。 我 们 希望 本 
系列 教材 既 能 为 在 校 大 学 生 和 研究 生 的 学 习 提 供 内 容 先 进 、 论 述 系统 和 
过 于 教学 的 教材 或 参考 书 , 也 能 为 广大 科学 工作 者 和 工程 技术 人 员 的 知 
次 蝎 新 与 继续 学 习 提 供 适 合 的 参考 资料 。 感 谢 使 用 本 系列 教材 的 广大 
教师 .学生 和 科技 工作 者 的 热情 支持 ,并 欢迎 提出 批评 和 意见 
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自动 化 学 科 有 着 光荣 的 历史 和 重要 的 地 位 ,20 世纪 50 年 代 我 国政 
府 就 十 分 重视 自动 化 学 科 的 发 展 和 自动 化 专业 人 才 的 培养 。 五 十 多 年 
来 ,自动 化 科学 技术 在 众多 领域 发 挥 了 重大 作用 ,如 航空 .航天 等 “两 弹 
一 星 ” 的 伟大 工程 就 包含 了 许多 自动 化 科学 技术 的 成 果 。 自 动 化 科学 技 
术 也 改变 了 我 国 工业 整体 的 面貌 ,不 论 是 石油 化 工 、. 电 力 、 钢 铁 , 还 是 轻 
工 \ 建 材 ` 医 药 等 领域 都 要 用 到 自动 化 手段 ,在 国防 工业 中 自动 化 的 作用 
更 是 巨大 的 。 现 在 ,世界 上 有 很 多 非常 活跃 的 领域 都 离 不 开 自 动 化 技 
术 , 比 如 机 器 人 ,月 球 车 等 。 另 外 ,自动 化 学 科 对 一 些 交叉 学 科 的 发 展 同 
样 起 到 了 积极 的 促进 作用 ,例如 网 络 控制 .量子 控制 、 流 媒体 控制 生物 
信息 学 .系统 生物 学 等 学 科 就 是 在 系统 论 ,控制 论 、 信 息 论 的 影响 下 得 到 
不 断 的 发 展 。 在 整个 世界 已 经 进入 信息 时 代 的 背景 下 ,中 国 要 完成 工业 
化 的 任务 还 很 重 , 或 者 说 我 们 正 处 在 后 工业 化 的 阶段 。 因 此 ,国家 提出 
走 新 型 工业 化 的 道路 和 ”信息 化 带动 工业 化 ,工业 化 促进 信息 化 ”的 科学 
发 展 观 , 这 对 自动 化 科学 技术 的 发 展 是 一 个 前 所 未 有 的 战略 机 遇 。 

机 遇难 得 ,人 才 更 难得 。 要 发 展 自动 化 学 科 , 人 才 是 基础 .是 关键 。 
高 等 学 校 是 人 才 培 养 的 基地 ,或 者 说 人 才 培 养 是 高 等 学 校 的 根本 。 作 为 
高 等 学 校 的 领导 和 教师 始终 要 把 人 才 培 养 放 在 第 一 位 ,具体 对 自动 化 系 
或 自动 化 学 院 的 领导 和 教师 来 说 ,要 时 刻 想 着 为 国家 关键 行业 和 战线 培 
养 和 输送 优秀 的 自动 化 技术 人 才 。 

影响 人 才 培 养 的 因素 很 多 ,涉及 教学 改革 的 方方面面 ,包括 如 何 拓 
宽 专 业 口 径 、 优 化 教学 计划 、 增 强 教学 柔性 .强化 通 识 教育 .提高 知识 起 
点 ` 降 低 专 业 重 心 \. 加 强 基 础 知识 .强调 专业 实践 等 ,其 中 构建 融会 贯通 、 
荣 密 配 合 , 有 机 联系 的 课程 体系 ,编写 有 利于 促进 学 生 个 性 发 展 、. 培 养 学 
生 创 新 能 力 的 教材 尤为 重要 。 清 华 大 学 吴 澄 院士 领导 的 (全国 高 等 学 校 
自动 化 专业 系列 教材 ?编审 委员 会 ,根据 自动 化 学 科 对 自动 化 技术 人 才 
素质 与 能 力 的 需求 ,充分 吸取 国外 自动 化 教材 的 优势 与 特点 ,在 全 国 范 
围 内 ,以 招标 方式 ,组 织 编 写 了 这 套 自 动 化 专业 系列 教材 ,这 对 推动 高 等 
学 校 自动 化 专业 发 展 与 人 才 培 养 具有 重要 的 意义 。 这 套 系列 教材 的 建 
设 有 新 思路 、 新 机 制 , 适 应 了 高 等 学 校 教学 改革 与 发 展 的 新 形势 ,立足 创 
建 精品 教材 ,重视 实践 性 环节 在 人 才 培 养 中 的 作用 ,采用 了 竞争 机 制 , 以 





相 和 和 


激励 和 推动 教材 建设 。 在 此 ,我 递 向 参与 本 系列 教材 规划 .组 织 、 编 号 的 老师 致 以 
城 挚 的 感谢 ,并 布 望 该 系列 教材 在 全 国 高 等 学 校 自 动 化 专业 人 才 培 养 中 发 挥 应 有 
的 作用 。 


天 作物 教 援 


2005 年 10 月 于 教育 音 
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FOREWORD >y>> 


《全 国 高 等 学 校 自动 化 专业 系列 教材 》 编 审 委员 会 在 对 国内 外 部 分 
大 学 有 关 自 动 化 专业 的 教材 做 深入 调研 的 基础 上 ,广泛 听取 了 各 方面 的 
意见 ,以 招标 方式 ,组 织 编写 了 一 套 面 向 全 国 本 科 生 (兼顾 研究 生 ) .体现 
自动 化 专业 教材 整体 规划 和 课程 体系 .强调 专业 基础 和 理论 联系 实际 的 
系列 教材 , 自 2006 年 起 将 陆续 面世 。 全 套 系列 教材 共 50 多 本 ,涵盖 了 
自动 化 学 科 的 主要 知识 领域 ,大 部 分 教材 都 配置 了 包括 电子 教案 、 多 媒 
体 课 件 .习题 辅导 .课程 实验 指导 书 等 立体 化 教材 配件 。 此 外 ,为 强调 落 
实 “ 加 强 实 践 教育 ,培养 创新 人 才 ” 的 教学 改革 思想 ,还 特别 规划 了 一 组 
专业 实验 教程 ,包括 《自动 控制 原理 实验 教程 》《 运 动 控 制 实验 教程 》、 
《过 程控 制 实 验 教程 》《 检 测 技术 实验 教程 》 和 《计算 机 控制 系统 实验 教 
程 》 等 。 
自动 化 科学 技术 是 一 门 应 用 性 很 强 的 学 科 , 面 对 的 是 各 种 各 样 错 综 
复杂 的 系统 ,控制 对 象 可 能 是 确定 性 的 ， 也 可 能 是 随机 性 的 ; 控制 方法 
可 能 是 第 规 控 制 , 也 可 能 需要 优化 控制 。 这 样 的 学 科 专业 人 才 应 该 具有 
什么 样 的 知识 结构 ,又 应 该 如 何 通过 专业 教材 来 体现 ,这 正 是 “系列 教材 
编审 委员 会 ?规划 系列 教材 时 所 面临 的 问题 。 为 此 ,设立 了 《自动 化 专业 
坏 程 体系 结构 研究 ?专项 研究 课题 ,成立 了 由 清华 大 学 莱 德 云 教授 负责 ， 
包括 清华 大 学 上 海 交 通 大 学 西安 交通 大 学 和 东北 大 学 等 多 所 院 校 参 
与 的 联合 研究 小 组 ,对 自动 化 专业 课程 体系 结构 进行 深入 的 研究 ,提出 
了 按 ” 控 制 理 论 与 工程 .控制 系统 与 技术 、 系 统 理论 与 工程 、 信 息 处 理 与 
分 析 .计算机 与 网 络 、 软 件 基 础 与 工程 .专业 课程 实验 ”等 知识 板块 构建 
的 读 程 体系 结构 。 以 此 为 基础 ,组 织 规划 了 一 套 涵 盖 几 十 门 自动 化 专业 
基础 瑟 程 和 专业 课程 的 系列 教材 。 从 基础 理论 到 控制 技术 ,从 系统 理论 
到 工程 实践 ,从 计算 机 技术 到 信号 处 理 , 从 设计 分 析 到 课程 实验 ,涉及 的 
知识 单元 多 达 数 百 个 .知识 点 几 生 个 ,介入 的 学 校 50 多 所 ,参与 的 教授 
120 多 人 ,是 一 项 庞大 的 系统 工程 。 从 编制 招标 要 求 、 公 布 招标 公告 ,到 
组 织 投标 和 评审 ,最 后 商定 教材 大 纲 ,凝聚 着 全 国 百 余 名 教授 的 心血 ,为 
的 是 编写 出 版 一 套 具 有 一 定 规模 .富有 特色 的 、 既 考虑 研究 型 大 学 又 考 
虑 应 用 型 大 学 的 自动 化 专业 创新 型 系列 教材 。 
然而 ,如 何 进一步 构建 完善 的 自动 化 专业 教材 体系 结构 ? 如 何 建设 
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基础 知识 与 最 新 知识 有 机 融合 的 教材 ? 如 人 和 何 充分 利用 现代 技术 ,适应 现代 大 学 生 
的 接受 习惯 ,改变 教材 单一 形态 ,建设 数字 化 .电子 化 .网 络 化 等 多 元 形态 .开放 性 
的 “广义 教材 ”?” 等 等 ,这 些 都 还 有 待 我们 进行 更 深入 的 研究 。 

本 套 系 列 教材 的 出 版 ,对 更 新 自动 化 专业 的 知识 体系 .改善 教学 条 件 、 创 造 个 
性 化 的 教学 环境 ,一 定 会 起 到 秋 极 的 作用 。 但 是 由 于 受 各 方面 条 件 所 限 , 本 套 教 
材 从 整体 结构 到 每 本 书 的 知识 组 成 都 可 能 存在 许多 不 当 甚 至 廖 误 之 处 ,还 望 使 用 
本 套 教 材 的 广大 教师 .学 生 及 各 界 人 士 不 将 批评 指正 。 


去 1 各 


2005 年 10 月 于 清华 大 学 





和。 信 - 
汪 靖 疙 人 全 车 

人 
《人 


控制 学 科 中 很 多 问题 实际 上 就 是 应 用 数学 问题 ， 而 控制 学 科 的 
发 展 又 催生 了 许多 新 的 数学 分 支 和 方法 ， 所 以 , 利用 一 种 强大 的 计算 
机 数学 语言 来 统一 处 理 控 制 中 的 数学 问题 ， 对 控制 科学 领域 的 学 生 
与 学 者 都 有 很 积极 的 意义 。 这 一 方面 可 以 从 一 个 不 同 于 以 往 的 角度 
全 面 地 认识 控制 理论 , 重新 思考 以 往 该 学 科 中 被 忽视 的 实现 问题 ， 也 
有 助 于 研究 者 借助 计算 机 提供 的 强大 功能 探索 新 的 知识 ， 拓 展 新 的 
研究 方向 。 另 一 个 方面 ,可 以 用 简单 的 语句 构造 文献 中 的 或 自己 提出 
的 新 方法 ， 避 免 繁杂 和 极 易 出 错 的 底层 编程 , 用 简洁 的 方式 研究 控 
制 学 科 中 的 问题 。 比 如 说 , 在 传统 的 控制 学 科 中 , 连续 系统 的 稳定 性 
通常 被 建议 采用 Routh 判 据 来 判定 ， 而 离散 系统 应 该 采用 更 复杂 的 
Jury 表 来 判定 ， 当 然 , 这 样 的 方法 在 控制 理论 的 发 展 过 程 中 起 了 里 
程 碑 式 的 作用 , 但 随 着 计算 机 的 发 展 和 软件 的 进步 , 直接 求 取 系统 极 
点 将 比 上 述 间 接 表 格 直 观 得 多 也 容易 得 多 ， 所 以 应 该 从 观念 上 做 出 
与 时 俱 进 的 全 面 更 新 。 另 一 个 例子 ， 纵 观 控制 学 科 的 文章 会 发 现 , 诸 
多 论著 均 声 称 提出 的 控制 器 效果 优 于 工业 上 最 常用 的 PID 控制 器 ， 
然而 比较 的 PID 控制 器 对 象 常 用 的 是 20 世纪 40 年 代 提 出 的 传统 
Ziegler-Nichols 控制 器 ,这 样 的 比较 当然 有 从 公允 。 所 以 从 性 能 比较 
方面 应 该 和 效果 最 好 的 PID 控制 器 相 比较 ， 才 能 得 出 有 说 服 力 的 结 
论 。 但 如 何 获 得 最 好 的 PID 控制 器 呢 ? 如 果 不 借助 于 强大 的 计算 机 
工具 是 难以 获得 最 好 的 PID 控制 器 的 ,所 以 应 该 考虑 与 应 用 数学 中 
的 最 优化 问题 求解 结合 起 来 ， 设 定 某 些 指 标 ， 然 后 用 求解 最 优化 的 方 
法 将 最 优 控制 器 设计 出 来 。 要 做 到 这 一 点 ， 如 果 不 掌 握 强 大 的 计算 机 
数学 语言 是 不 行 的 。 

十 年 前 ， 作 者 的 著作 《控制 系统 计算 机 辅助 设计 一 MATLAB 
语言 与 应 用 》 由 清华 大 学 出 版 社 出 版 。 该 书 受 到 很 多 专家 学 者 的 关注 ， 
并 被 公认 为 国内 关于 MATLAB 语言 方面 书籍 中 出 版 最 早 、 影 响 最 
广 的 著作 。 该 书 被 国内 期 刊 文章 和 著作 引用 数 千 次 ,被 数 万 篇 硕士 、 
博士 论文 引用 , 为 我 国 高 校 师 生 和 研究 人 员 认 识 和 掌握 MATLAB 语 
言 ， 并 用 其 解决 控制 领域 各 种 各 样 的 数学 问题 ， 受 到 各 个 层次 读者 的 
普遍 欢迎 。 
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本 书 继 承 了 作者 早期 几 部 著作 的 优点 ， 从 使 用 者 的 角度 出 发 ， 并 结合 作者 十 
数 年 的 实际 编程 经 验 和 丰富 的 教学 经 验 ,， 系统 地 介绍 各 个 数学 分 支 中 经 典 问题 的 
MATLAB 求解 ,并 将 系统 地 介绍 控制 中 问题 的 求解 。 其 中 一 些 内 容 取 材 于 作者 
在 清华 大 学 出 版 社 出 版 的 其 他 两 部 著作 《高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 》 
和 《控制 系统 计算 机 辅助 设计 一 - MATLAB 语言 与 应 用 》( 第 二 版 ), 侧重 数学 问 
题 在 控制 学 科 应 用 的 特殊 性 ， 从 结构 上 和 有 叙述 上 做 了 大 幅度 的 改进 和 整合 ,扩充 
了 大 量 新 的 内 容 , 将 尤其 适合 于 控制 学 科 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 使 用 。 

本 书 酝酿 和 写作 过 程 中 获得 了 控制 界 很 多 前 辈 、 同 行 、 朋 友和 学 生 的 建议 ， 
作者 特别 感谢 Sussex 大 学 的 Derek P Atherton 教授 、 杨 泰 澄 博士 ， 东 北大 学 任 
兴 权 教授 、 徐 心 和 教授 刘 建 昌 教授 .、 井 元 伟 教授 、 石 海滨 副教授 ， 中科院 系统 科 
学 研究 院 的 韩 束 清 研究 员 , 清华 大 学 郑 大 钟 教 授 、 胡 东 成 教授 、 孙 增 十 教授 、 蒂 德 
云 教 授 、 王 雄 教授 ,哈尔滨 工业 大 学 马 广 富 教授 , 北京 交通 大 学 朱 衡 君 教授 , 新 加 
坡 国 立 大 学 葛 树 志 教 授 ，The MathWorks 公司 的 Liang Jinsong 博士 。 东 北大 学 
潘 峰 、 融 道 祥 、 赵 春 娜 博士 , 博士 生 陈 大 力 、 鄂 大 志 、 张 雪 峰 、 愉 春 艳 、 曾 静 同学 ， 
硕士 生 熊 琨 等 为 本 书 部 分 内 容 的 编写 和 软件 设计 做 出 了 一 定 的 工作 。 

本 书 承 蒙 东 北大 学 张 庆 灵 教授 主 审 ， 并 得 到 许多 建设 性 建议 。 本 书 编 写 过 程 
中 一 直 得 到 本 系列 教材 编 委 会 副 主任 、 清 华 大 学 萧 德 云 教授 和 清华 大 学 出 版 社 前 
总 编 丛 鸿 程 老师 的 关注 与 帮助 ,本 书 的 出 版 还 得 到 了 美国 The MathWorks 公司 
图 书 计划 的 支持 , 在 此 表示 谢意 ， 并 特别 感谢 Noami Fernandez 女士 、 Courtney 
Esposito 女士 、Liz Salett 女士 为 作者 提供 的 帮助 。 

由 于 作者 水 平 所 限 , 书 中 的 缺点 和 错误 在 所 难免 , 欢迎 读者 批评 指教 。 


著 者 
2007 年 2 月 
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一 一 第 1 章 一 一 一 一 一 一 
数学 语言 及 其 在 控制 中 的 应 用 概述 


在 控制 科学 学 科 中 , 控制 理论 的 形成 与 发 展 是 和 数学 的 各 个 分 支 
的 进展 是 县 县 相关 的 。 控制 理 论 的 发 展 也 催生 了 若干 新 数学 分 文 的 出 
现 与 发 展 。 在 最 早 的 反馈 控制 系统 工程 应 用 -一 蒸汽 机 及 Watts 的 
飞 锤 控 制 只 出 现 以 后 ,科学 家 就 开始 研究 这 样 系统 的 稳定 性 ， 从 而 将 
微分 方程 引入 该 系统 的 建 模 , 并 研究 该 系统 的 稳定 性 。 在 稳定 性 研究 
中 出 现 了 若干 数学 方法 , 如 Routh 判 据 及 Lyapunov 稳定 性 理论 等 。 

由 于 微分 方程 来 解 比较 以 烦 , 所 以 可 以 引入 一 种 称 为 Laplace 变 
换 的 积分 变换 ,将 微分 方程 东 换 成 代数 方程 , 由 此 引入 了 今天 仍 广泛 
使 用 的 传递 函数 模型 来 描述 线性 微分 方程 模型 。 对 传递 函数 模型 还 可 
以 进行 频 域 啊 应 、 时 域 啊 应 与 复 域 啊 应 分 析 ,， 得 出 系统 的 性 质 。 

传递 函数 模型 分 析 的 是 系统 的 外 部 性 质 , 所 以 为 了 分 析 系 统 的 内 
部 性 质 还 可 以 引入 系统 的 状态 方程 表示 ， 而 该 表示 中 需要 大 量 的 线性 
代数 基础 知识 和 求解 方法 。 基 于 线性 代数 ,研究 者 们 提出 了 众多 系统 
的 设计 方法 ,如 基于 Riccati 方程 求解 的 线性 二 次 型 最 优 控制 方法 、 
基于 范 数 测度 的 九 。 和 鲁 棒 控 制 器 设计 方法 等 。 

如 果 想 得 到 性 能 最 好 的 控制 器 ,， 则 需要 引入 数学 中 的 最 优化 技 
术 , 出 现 了 最 优 控制 的 分 支 。 

由 前 面 的 简单 缘 述 可 以 看 出 ,控制 科学 中 几乎 所 有 的 问题 均 
可 以 归 绪 成 数学 问题 的 求解 ,来 解数 学 问题 时 手工 推导 当然 是 有 
用 的 ,但 并 不 是 所 有 的 问题 都 是 能 手工 推导 的 ， 故 需要 由 计算 机 来 
完成 相应 的 任务 。 用 计算 机 的 方式 也 有 两 种 ， 其 一 是 用 成 型 的 数值 
分 析 算 法 、 数 值 软件 包 与 手 民 编程 的 方法 相 结合 的 求解 方法 ， 其 二 
是 采用 国际 上 有 影响 的 专门 计算 机 语言 来 求解 问题 ,这 类 语言 包括 
MATLAB 、Mathematica、Niaple 等 , 本 书 统一 称 之 为 计算 机 数学 语 
言 。 顾 名 思 义 ,用 数值 方法 只 能 求解 数值 计算 的 问题 ,至 于 像 公 式 推 
导 等 数学 问题 ， 例 如 求解 z3 + az +ec = 方程 的 解 , 在 a, c, d 不 是 给 
定数 什 时 ， 数 值 分 析 的 方式 是 没有 用 的 ， 必须 使 用 解析 解 的 方法 来 求 
解 。 本 书 将 数值 解 和 解析 解 的 求解 统称 为 数学 运算 。 








2 第 1 章 数学 语言 及 其 在 控制 中 的 应 用 概述 


有 


1.1 数学 问题 计算 机 求解 概述 


1.1.1 为 什么 要 学 习 计算 机 数学 语言 


在 系统 介绍 本 书 的 内 容 之 前 ， 先 介绍 几 个 例子 , 读者 可 以 思考 其 中 提出 的 问 
题 ， 丛 中 体会 掌握 一 个 优秀 的 计算 机 数学 语言 的 必要 性 。 


例 1-1 控制 系统 的 根 轨迹 是 控制 系统 分 析 与 设计 的 实用 工具 ,假设 某 系统 的 开 环 伟 


、 ， 0.6s 十 9.2s + 11.9s 十 2.1 
递 函 数 模型 为 G(s) = 王 T7855 二 6241926875T976， 用 传统 控制 课程 中 介绍 的 


方法 无 法 绘制 根 轨迹 ， 因 为 根 要 迹 的 起 始点 和 终止 点 均 未 直接 给 出 。 利 用 一 个 实用 的 
计算 机 数学 语言 ， 可 以 求 出 不 同 增益 下 的 闭环 特征 根 位 置 ， 从 而 绘制 出 系统 的 根 轨 太 。 
更 直接 的 ， 用 MATLAB 控制 系统 工具 籍 提供 的 rlocus() 函数 可 以 直接 绘制 出 系统 
的 根 轨迹 ， 并 根据 根 轨迹 对 系统 进行 直接 分 析 。 当 然 ， 若 能 求 出 系统 的 零 极 点 ， 系 统 的 
稳定 性 分 析 就 不 在 话 下 了 。 ， 

例 1-2 试 考虑 含有 非 线性 环节 的 控制 系统 模型 ， 不 借助 计算 机 工具 很 难 对 系统 进行 
仿 焉 研究 ， 因 为 这 涉及 到 非 线性 微分 方程 的 求解 。 利 用 MATLAB 语言 和 其 仿真 环境 
Simulink， 这 样 的 系统 仿真 研究 轻而易举 。 


例 1-3 过 程控 制 中 经 常 遇 到 了 ID 控制 器 的 最 优 设 计 问题 ， 给 定 控制 系统 模型 ， 定 义 
出 需要 最 小 化 的 目标 函数 ， 则 可 以 通过 寻 优 的 方法 得 出 最 优 控制 器 的 参数 。 对 这 样 
的 问题 来 说 ， 掌 握 了 最 优化 问题 求解 方法 是 很 好 解决 的 。 此 外 ， 一 般 的 最 优化 方法 可 
能 导致 局 部 极 小 值 ， 所 以 可 以 采用 进化 类 方法 ， 如 遗传 算法 或 粒子 群 方法 ， 由 现成 的 
MAILAB 工具 可 以 直接 求解 ， 无 需 太 多 的 底层 算法 和 细节 。 
例 1-4 ?too 得 棒 控 制 计算 的 核心 是 Riccati 方程 的 求解 ， 这 需要 线性 代数 和 方程 求解 
方面 的 知识 有 了 MATLAB 语言 及 其 鲁 棒 控 制 工具 箱 ， 求 解 这 样 的 问题 就 是 几 个 命 
令 直 接 调用 的 问题 了 。 

从 上 面 的 例子 可 以 看 出 ,解决 数学 问题 用 手工 推导 的 方法 虽然 有 时 可 行 , 但 
对 很 多 复杂 问题 是 不 现实 或 不 可 靠 的 ,用 传统 数值 分 析 方法 甚至 成 型 的 软件 包 
(如 在 国际 上 享有 盛誉 的 Nurnzerical RecipesDj) 得 出 的 结果 有 时 也 是 错误 的 ,能 
够 求解 其 部 分 内 容 而 不 是 全 部 内 容 ,所 以 需要 学 习 计算 机 数学 语言 ， 以 更 好 地 解 
决 以 后 学 习 和 研究 中 遇 到 的 问题 。 


1.1.2 数学 问题 的 解析 解 与 数值 解 


现代 科学 与 工程 的 进展 离 不 开 数 学 。 数 学 家 们 感 兴 趣 的 问题 和 其 他 科学 家 、 
工程 技术 人 员 所 关注 的 问题 是 不 同 的。 数学 家 往往 对 数学 问题 的 解析 解 ， 或 称 闭 
式 解 (closed-form solution) 和 解 的 存在 性 严格 证 明 感 兴趣 ,而 工程 技术 人 员 一 般 
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对 如 人 和 何 求 出 数学 问题 的 解 更 关心 。 最 直观 的 例子 , 回顾 高 等 数学 类 课程 经 常 有 这 
样 的 定理 :“…… 两 点 之 间 必 年 存在 一 点 上 …… ”， 而 工程 技术 人 员 更 侧重 于 如 何 
找到 上 ,并 找 出 满足 某 条 件 的 全 部 上 ， 而 不 能 只 满足 于 其 存在 性 。 而 获得 这 样 解 的 
最 直接 方法 就 是 通过 计算 机 数学 语言 。 

解析 解 不 存在 的 情况 在 数学 上 并 不 罕见 ， 甚 至 可 以 说 , 这样 的 现象 是 常见 的 。 
例如 ， 定 积分 均 | c-dz 在 上 限 为 有 穷 时 就 没有 解析 解 。 数 学 家 可 以 用 新 的 函 

日 
数 erf(a) 去 定义 这 样 的 解 ， 但 解 的 值 到 底 多 大 却 不 是 一 目 了 然 的 。 所 以 , 在 这 样 
的 情况 下 ,， 要 想 获 得 积分 的 值 ， 就 必须 采用 数值 解 技术 。 

再 例如 ， 圆 周 率 x 的 值 本 身 就 没有 解析 解 , 中国 古 代 的 数学 家 、 天 文学 家 祖 
冲 之 早 在 公元 480 年 就 算 定 了 该 值 在 3.1415926 和 3.1415927 之 间 。 在 一 般 科 学 
与 工程 应 用 中 , 取 这 样 的 值 就 能 保证 较 高 的 精度 , 而 对 于 粗略 估算 来 说 , 使 用 公元 
前 250 年 (?) 阿 基 米 德 的 3.1418 也 未 党 不 可 , 而 没有 必要 非 去 追求 不 存在 的 解 
析 解 不 可 。 所 以 在 这 样 的 问题 上 ， 数 值 解法 的 优势 就 显示 出 来 了 。 

数学 问题 的 数值 解法 已 经 成 功 地 应 用 于 各 个 领域 。 例 如 , 在 力学 领域 ， 常 用 
有 限 元 法 求解 偏 微分 方程 ; 在 航空 、 航 天 与 自动 控制 领域 ， 经 常用 到 数值 线性 代 
数 与 常 微分 方程 的 数值 解法 等 解决 实际 问题 ; 在 工程 与 非 工程 系统 的 计算 机 仿真 
中 ,核心 问题 的 求解 也 需要 用 到 各 种 差分 方程 、 常 微分 方程 的 数值 解法 ; 在 高 科 
技 的 数字 信和 号 处 理 领 域 ， 离 散 的 快速 Fourier 变换 (FEFT) 已 经 成 为 其 不 可 或 缺 的 
工具 。 在 科学 工程 研究 中 能 掌握 一 个 或 多 个 实用 的 计算 工具 , 无 疑 会 为 研究 者 提 
供 解决 实际 问题 的 强 有 力 手 段 。 


1.1.3 数学 运算 问题 软件 包 发 展 概述 


数字 计算 机 的 出 现 给 数值 计算 技术 的 研究 注入 了 新 的 活力 。 在 数值 计算 技 
术 的 早期 发 展 中 ,出 现 了 一 些 著名 的 数学 软件 包 ,， 如 美国 的 基于 特征 值 的 软件 
包 EISPACKP2.3 和 线性 代数 软件 包 LINPACK 四 ， 英国 牛津 数值 算法 研究 组 
Numerical Algorithm Group，NAG) 开发 的 NAG 软件 包 回 及 享有 盛 准 的 著作 
Numerical Recipes 山 中 给 出 的 程序 集 等 ， 这 些 都 是 在 国际 上 广泛 流行 的 有 着 较 
高 声望 的 软件 包 。 

美国 的 EISPACK 和 LINPACK 都 是 基于 矩阵 特征 值 和 奇异 值 解决 线性 代 
数 问题 的 专用 软件 包 。 限于 当时 的 计算 机 发 展 状况 , 这 些 软件 包 大 都 是 由 Fortran 
语言 编号 的 源 程序 组 成 的 。 

例如 , 关 想 求 出 N 阶 实 矩 阵 4 的 全 部 特征 值 (用 Wan，V 数组 分 别 表 示 其 
实 虚 部 ) 和 对 应 的 特征 向 量 和 矩阵 Z, 则 EISPACK 软件 包 给 出 的 子 程序 建议 调用 
路 径 为 


CALL BALANCCNM,N,A,IS1,IS2 ,FV1L) 
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CALL ELMHESCNM ,N,ISt ,IS2,A,IV1) 

CALL ELTRANCNM,N,IS1,IS2,A,IVL,Z) 
CALL HAQR2CNM,N,IS1,IS2,A,WR,WI,Z,IERR) 
IF (IERR.EQR.0) G0T0O 99999 

CALL BALBAKCANM,N,ISt,IS2,FV1,N,Z) 


由 上 面 的 叙述 可 以 看 出 ， 要 求 取 息 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 首 先 要 给 一 些 数 
组 和 变量 依据 EISPACK 的 格式 作出 定义 和 赋值 ， 并 编写 出 主 程序 ， 再 经 过 编译 
和 连接 过 程 , 形成 可 执行 文件 ,最 后 才能 得 出 所 需 的 结果 。 

英国 的 NAG 软件 包 和 美国 学 者 的 Numerical Recipes 工具 包 则 包括 了 各 种 
各 样 数学 问题 的 数值 解法 ,二 者 中 NAG 的 功能 尤其 强大 。NAG 的 子 程序 都 是 以 
字母 加 数字 编号 的 形式 命名 的 ， 非 专业 人 员 很 难 找到 适合 自己 问题 的 子 程序 ,更 
不 用 说 能 保证 以 正确 的 格式 去 调用 这 些 子 程序 了 。 这 些 程序 包 使 用 起 来 极其 复杂 ， 
谁 也 不 能 保证 不 发 生 错 误 ，NAG 数 百 页 的 使 用 手册 就 有 十 几 本 之 多 ! 

Aumertcal 尺 ecipes 一 书 中 给 出 的 一 系列 算法 语言 源 程序 也 是 一 个 在 国际 上 
广泛 应 用 的 软件 包 。 该 书 中 的 子 程序 有 C, FORTRAN 和 Pascal 等 版 本 ,适合 于 
科学 研究 者 和 工程 技术 人 员 直 接应 用 。 该 书 的 程序 包 由 200 多 个 高 效 、 实 用 的 子 
程序 构成 ,， 这些 子 程序 一 般 有 较 好 的 数值 特性 ,比较 可 靠 ,为 科学 研究 者 所 信赖 。 

具有 Fortran 和 C 等 高 级 计算 机 语言 知识 的 读者 可 能 已 经 注意 到 ， 如 果 用 它 
们 去 进行 程序 设计 , 尤其 当 涉 及 矩阵 运算 或 画图 时 ， 则 编程 会 很 麻烦 。 例 如 ， 若 想 
求解 一 个 线性 代数 方程 , 用 户 得 首先 去 编写 一 个 主 程序 ， 然 后 编写 一 个 子 程序 去 
读 入 各 个 矩阵 的 元 素 , 之 后 再 编写 一 个 子 程序 , 求解 相应 的 方程 (如 使 用 Gauss 
消去 法 )， 最 后 输出 计算 结果 。 如 果 选 择 的 计算 子 程 序 不 是 很 可 靠 ， 则 所 得 的 计算 
结果 往往 可 能 会 出 现 问题 。 如 果 没 有 标准 的 子 程 序 可 以 调用 ,， 则 用 户 往往 要 将 自 
己 编 好 的 子 程序 逐条 地 输入 计算 机 ， 然 后 进行 调试 ， 最 后 进行 计算 。 这 样 一 个 简 
单 的 问题 往往 需要 用 户 编 写 100 条 左右 的 源 程 序 ， 输 入 与 调试 程序 也 是 很 费事 
的 ， 并 无 法 保证 所 输入 的 程序 完全 可 靠 。 求 解 线性 方程 组 这 样 一 个 简单 的 功能 需 
要 100 条 源 程序 ,其 他 复杂 的 功能 往往 要 求 有 更 多 条 语句 ， 如 采用 双 步 QR 法 求 
取 和 矩阵 特征 值 的 子 程序 则 需要 500 多 条 产程 序 , 其 中 任何 一 条 语句 有 毛病 ,甚至 
调用 不 当 (如 数组 维 数 不 匹 配 ) 都 可 能 导致 错误 结果 的 出 现 。 

尽管 如 此 ,数学 软件 包 仍 在 继续 发 展 ， 其 发 展 方向 是 采用 国际 上 最 先进 的 数 
值 算法 ， 提 供 更 高 效 、 更 稳定 、 更 快速 、 更 可 靠 的 数学 软件 包 。 例 如 , 在 线性 代数 
计算 领域 , 全 新 的 LaPACK 已 经 成 为 当前 最 有 影响 的 软件 包 , 但 它们 的 目的 似乎 
已 经 不 再 是 为 一 般 用 户 提供 解决 问题 的 方法 ， 而 是 为 数学 软件 提供 底层 的 支持 。 
新 版 的 MATLAB 语言 以 及 自由 软件 Scilab 等 著名 的 计算 机 数学 语言 都 已 经 放 
弃 了 一 直 使 用 的 LINPACK 和 EISPACK 软件 包 ， 而 采用 LaPACK 为 其 底层 支 
持 软件 包 。 
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一 些 数学 的 专门 分 支 也 出 现 了 相关 的 数学 程序 库 , 支持 Fortran， C++ 等 语 
言 直接 调用 与 编程 。 在 互联 网 上 同样 有 大 量 的 MATLAB 语言 和 其 他 计算 机 数学 
语言 的 数学 工具 箱 ， 所 以 遇 到 典型 问题 的 数学 求解 时 ， 可 以 直接 利用 相关 的 工具 
箱 来 求解 ， 因 为 其 中 大 部 分 工具 箱 毕 竟 还 是 在 相应 领域 有 影响 的 专家 编写 的 ,得 
出 的 结果 比 外 行 自己 查阅 书籍 、 论 文 编写 的 可 信 度 要 高 得 多 。 


1.1.4 代表 性 计算 机 数学 语言 


目前 在 国际 上 有 3 种 计算 机 数学 语言 最 有 影响 : The MathWorks 公司 
的 MATLAB 语言 、Wolfram Research 公司 的 Mathematica 语言 和 Waterloo 
Maple 公司 的 Maple 语言 。 这 3 种 语言 各 有 特色 , 其 中 MATLAB 长 于 数值 运算 ， 
其 程序 结构 类 似 于 其 他 计算 机 语言 ， 因 而 编程 很 方便 。Mathematica 和 Maple 
有 强大 的 解析 运算 和 数学 公式 推导 、 定 理 证 明 的 功能 ,相应 的 数值 计算 能 力 比 
MATLAB 要 弱 , 这 两 个 语言 更 适合 于 纯 数 学 领域 的 计算 机 求解 。 

和 Mathematica 及 Maple 相 比 ， MATLAB 语言 的 数值 运算 功能 是 很 出 色 
的 。 除 此 之 外 , 更 有 一 个 其 他 两 种 语言 不 可 替代 的 优势 , 就 是 MATLAB 语言 对 
各 种 各 样 领域 均 有 领域 专家 编写 的 工具 箱 ， 可 以 高 效 、 可 靠 地 解决 各 种 各 样 的 问 
题 。 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 利 用 Maple 作为 其 符号 运算 引擎 ， 能 直接 求解 
常用 的 符号 运算 问题 。 另 外 ，MATLAB 提供 了 对 Maple 全 部 函数 的 接口 ,无需 
安装 Maple 就 可 以 调用 Maple 所 有 的 数学 函数 ,这 大 大 地 增强 了 MATLAB 的 
符号 运算 功能 ,在 这 方面 的 功能 也 不 逊色 于 Mathematica 和 Maple。MATLAB 
站 Simulink 可 以 利用 框图 方法 对 各 种 工程 系统 进行 方便 的 仿真 研 

,MATLAB 语言 覆盖 的 学 科 之 广 、 功 能 之 全 是 其 他 两 种 语言 无 法 比拟 的 。 故 本 
书 采用 MATLAB 语言 为 主要 计算 机 数学 语言 ， 系 统 介绍 其 在 数学 问题 求解 中 的 
应 用 。 掌 握 了 该 语言 将 提高 读者 求解 数学 问题 的 能 力 ， 提 高 数学 水 平 , 拓 广 知识 
面 ， 使 得 原来 看 起 来 无 从 下 手 的 高 深 应 用 数学 问题 的 实际 求解 变 得 轻而易举 。 


1.2 ”控制 领域 对 数学 问题 的 依赖 


1.2.1 控制 领域 计算 机 软件 包 发 展 概述 


国际 上 控制 系统 计算 机 辅助 设计 (computer aided control systemas 
design，CACSD) 软件 的 发 展 大 致 分 为 儿 个 阶段 : 软件 包 阶 段 、 交 互 式 语 言 阶 
段 及 当前 的 面向 对 象 的 程序 环境 阶段 6 

在 于 期 的 工作 中 ，CACSD 主要 集中 在 软件 包 的 编写 上 ，1973 年 美国 学 者 
Melsa 教授 和 Jones 博士 出 版 了 一 本 专著 刀 ， 书 中 给 出 了 许多 当时 流行 的 控制 系 
统计 算 机 辅助 分 析 与 设计 的 源 程序 , 包括 求 取 系 统 的 根 轨 迹 、 频 域 响应 、 时 间 响 
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应 ， 以 及 各 种 控制 系统 设计 的 子 程序 如 Luenberger 观测 器 、Kalman 滤波 等 。 瑞 
典 Lund 工学 院 Karl Astrm 教授 主持 开发 的 一 套 交 互 式 控制 系统 计算 机 辅助 设 
计 软 件 INTRAC (IDPAC, MODPAC, SYNPAC, POLPAC 等 ， 以 及 仿真 语言 
SIMNON) 加 ,其 中 的 SIMNON 仿真 语言 要 求 用 户 依照 它 所 提供 的 语句 编写 一 个 
描述 系统 的 程序 ,然后 才 可 以 对 控制 系统 进行 仿真 。 日 本 的 古田 胜 久 (Katsuhisa 
Furuta) 教授 主持 开发 的 DPACS-F 软件 名 ,在 处 理 多 变量 系统 的 分 析 和 设计 上 
还 是 很 有 特色 的 。 在 国际 上 流行 的 仿真 语言 ACSL, CSMP, TSIM, ESL 等 也 同样 
要 求 用 户 编 写 模 型 程序 ， 并 提供 了 大 量 的 模型 模块 。 在 这 一 阶段 还 出 现 了 很 多 的 
专用 程序 , 如 英国 剑桥 大 学 推出 的 线性 系统 分 析 与 设计 软件 CLADP (Cambridge 
linear analysis and design programs)l0', 1 与 美国 国家 宇航 局 (NASA) Langley 
研究 中 心 的 Armstrong 开发 的 线性 二 次 型 最 优 控制 器 设计 的 ORACLS (optimal 
regulator algorithms for the control of linear systems)u4 等 。 

在 早期 的 工作 中 , CACSD 主要 集中 在 软件 包 的 编写 上 , 如 前 面 提 及 的 Melsa 
和 Jones 的 著作 。 从 数值 算法 的 角度 上 也 出 现 了 一 些 著名 的 软件 包 ,， 如 美国 的 基 
于 特征 值 的 软件 包 EISPACK 2 3 和 线性 代数 软件 包 LINPACK 向 ， 英 国 牛津 数 
值 算法 研究 组 (Numerical Algorithm Group) 开发 的 NAG 软件 包 加 及 文献 站 
中 给 出 的 声誉 颇 高 的 数值 算法 程序 集 等 , 在 CACSD 领域 的 经 典 软件 包 作品 有 
英国 Kingston Polytechnic 控制 系统 研究 组 开发 的 SLICE (subroutine library 
in control engineering) 软件 包 13， 前 面 提 及 的 DPACS-F, ORACLS 等 。 这 些 
软件 包 大 都 是 由 FORITRAN 语言 编写 的 源 程序 组 成 的 ,给 使 用 者 提供 了 较 好 的 
接口 , 但 和 MATLAB 相 比 ， 调 用 方法 和 使 用 明显 显得 麻烦 、 不 便 。 此 外 ， 以 前 
FORTRAN 语言 绘图 并 不 是 轻而易举 的 事情 , 这 就 需要 再 调用 相应 的 软件 包 来 做 
进一步 处 理 , 在 绘图 方面 比较 实用 和 流行 的 软件 包 是 GINO-F 4, 但 这 种 软件 包 
只 给 出 绘图 的 基本 子 程序 , 所 以 要 绘制 较 满 意 的 图 形 需要 用 户 自 己 去 用 这 些 低 级 
命令 去 编写 出 合适 的 绘图 子 程序 来 。 

20 世纪 70 年 代 末 期 和 80 年 代 初 期 出 现 了 很 多 实用 的 具有 良好 人 机 交互 功 
能 的 软件 MATLAB 就 是 其 中 的 一 个 成 功 的 范例 ， 此 外 前 面 提 及 的 INTRAC 和 
CTRL-C 等 也 是 优秀 的 人 机 交互 式 软件 。 

正 因为 存在 多 种 多 样 的 CACSD 软件 ， 而 它们 之 间 又 各 有 所 长 ， 所 以 在 
CACSD 技术 的 发 展 过 程 中 曾 有 过 几 次 将 若干 常用 软件 集成 在 一 起 的 尝试 ， 例 
如 1984 年 前 后 美国 学 者 Spang III 教授 曾 将 当时 流行 的 SIMNON，CLAPD， 
IDPAC 及 他 目 己 研制 的 SSDP (state space design programy) 集成 在 一 起 ,形成 
了 一 个 强大 的 软件 05 ,各 个 组 成 软件 之 间 是 靠 读 写 文件 的 方式 来 传递 数据 的 ， 
这 多 少 可 以 解决 前 面 提 及 的 程序 之 间 不 能 传递 数据 的 弊病 。1986 年 前 后 由 英国 
科学 与 工程 委员 会 (SERC) 资助 ， Harold Rosenbrock 教授 和 Neil Munro 教授 
主持 的 、 英 国 多 所 大 学 和 研究 机 构 参 与 的 ECSTASY (environment for control 
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system theory and synthesis) 软件 环境 的 开发 项 目 16, 在 该 软件 中 试图 将 流行 
的 新 一 代 软 件 如 MATLAB, ACSL, TSIM 甚至 当时 刚 出 现 的 Mathematical] 
等 集成 到 一 个 框架 之 下 ， 该 软件 还 可 以 同时 自动 采用 丸 IFXUS 和 玫 ameMaker 
等 来 输出 专业 的 排版 结果 ， 并 取得 了 一 些 成 效 。 各 个 软件 之 间 的 数据 传递 是 通 
过 数据 库 来 实现 的 ，ECSTASY 定义 了 方便 实用 的 CACSD 新 命令 ， 比 当时 的 
MATLAB 更 为 简洁 。ECSTASY 这 样 的 软件 是 一 个 有 益 的 党 试 , 但 该 软件 当时 
只 可 以 在 Sun 工作 站 上 运行 ,并 没有 考虑 PC 的 兼容 性 。 

依 作 者 之 见 ,这 些 集成 出 来 的 软件 并 不 是 很 成 功 的 ,因为 它们 并 没有 达到 预 
期 的 效果 。 事 实 上 ， 从 那 以 后 每 个 软件 的 功能 都 有 了 明显 的 改善 , MATLAB 语言 
有 了 上 自己 的 仿真 功能 ，Simujlink 从 某 种 意义 上 来 讲 其 功能 和 接口 更 优 于 ACSL， 
MATLAB 和 Mathematica 之 间 也 有 了 较 好 的 接口 ,它们 的 优势 可 以 得 到 充分 的 
互补 。 

我 国 较 有 影响 的 控制 系统 仿真 与 计算 机 辅助 设计 成 果 是 中 科 院 系统 科学 
研究 所 韩 束 清 研究 员 等 主持 的 国家 自然 科学 基金 重大 项 目 开 发 的 CADCSC 软 
件 49 和 清华 大 学 孙 增 折 、 圳 曾 任教 授 的 著作 和 程序 20， 以 及 北京 化 了 上 学 院 吴 重 
光 、 沈 成 林 教 授 的 著作 和 程序 2 等 。 


1.2.2 MATLAB 和 其 他 语言 在 控制 领域 应 用 的 比较 


在 控制 工程 领域 ， Mathematica 有 自己 的 Control Systems Professional 程 
序 集 ， 可 以 较 好 地 解决 一 些 控制 中 的 问题 222 。 另 外 ， 一 些 有 影响 的 学 者 也 开发 
了 一 个 上 自由 软件 控制 工具 Slicot， 可 以 较 好 地 解决 一 般 控 制 问题 与 重 棒 控 制 问 
题 i23] 。 

随 着 控制 理论 的 发 展 , 现在 控制 科学 与 工程 学 科 所 堵 盖 的 内 容 已 经 远 不 是 传 
统 意义 下 的 控制 系统 仿真 与 设计 等 内 容 了 ,新 的 控制 研究 分 支 也 不 断 出现 , 用 前 
面 提 及 的 Control Professional 和 Slicot 已 远 远 不 能 求解 这 些 控制 的 问题 了 。 另 一 
方面 ,The MathWorks 不 断 推出 新 的 控制 类 工具 箱 ， 而 隶属 于 The MathWorks 
的 用 户 文 件 交 互 网 站 ”也 不 断 发 布 新 的 用 户 自 行 开 发 的 工具 箱 ， 其 中 不 乏 优 秀 、 
实用 的 程序 。 MATLAB 在 控制 领域 发 挥 着 和 其 他 软件 相 比 越 来 越 重 要 的 作用 。 


1.2.3 ”控制 中 的 数学 问题 


本 书 将 从 三 个 层面 上 介绍 控制 系统 数学 问题 的 求解 方法 。 


由 系统 介绍 各 个 数学 分 支 现 有 问题 的 计算 机 求解 : 本 书 将 按照 不 同 的 学 科 系 
统 介绍 微 积分 与 积分 变换 、 线 性 代数 、 微 分 方程 、 最 优化 等 数学 问题 的 求 
解 方法 ,并 演示 这 些 分 支 中 数学 问题 求解 的 实例 。 另 外 ,将 对 不 同 的 控制 


和 地 址 : http:/V/www.mathworks,.com/mat1labcentral/i Il1eexchange/1loadCategory .do。 
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理论 研究 领域 ， 如 差分 方程 与 自 适应 控制 、 智 能 控制 与 智能 计算 、 和 鲁 棒 控 
制 和 分 数 阶 控制 等 专门 领域 ， 系 统 介 绍 数学 问题 的 求解 方法 和 基于 工具 箱 
的 直接 求解 方法 ,为 读者 更 好 理解 这 些 领域 问题 和 研究 黄 定 较 好 的 基础 。 

@) 用 较 底层 的 编程 实现 典型 算法 : 本 书 除了 介绍 很 多 数学 问题 的 求解 语句 
之 外 ,对 典型 的 问题 ， 如 直 yapunorv 方程 的 解析 求解 、 自 校正 控制 器 设 
计 、7t、 范 数 的 求解 等 ， 底 层 的 简洁 编程 语句 有 助 于 读者 更 好 地 理解 所 介 
绍 的 算法 。 

@) 利用 计算 机 开拓 新 的 领域 : 充分 利用 MATLAB 强大 的 数值 与 解析 运算 功 
能 ， 编 号 出 以 往 不 存在 的 新 的 函数 ， 如 矩阵 任意 函数 求 值 、 最 优 控制 器 设 
计 程 序 开 发 、 分 数 阶 控制 系统 分 析 框架 建立 等 。 掌 握 了 这 些 方法 ， 读 者 可 
以 更 好 地 在 自己 的 学 习 与 研究 中 使 用 MATLAB 语言 及 工具 , 解决 自己 的 
问题 ， 创 造 性 地 开拓 新 的 研究 。 


1.2.4 依赖 计算 机 数学 语言 的 控制 研究 新 观念 


传统 的 反馈 控制 理论 已 经 是 一 门 很 成 型 的 课程 了 , 但 从 目前 的 发 展 看 ， 已 经 
不 能 反映 现在 学 科 发 展 的 需要 。 例 如 , 在 控制 系统 分 析 领 域 ， 仍 然 有 传递 函数 与 
状态 方程 、 连续 与 离散 、 单 变量 与 多 变量 等 明显 的 分 界 ,缺乏 一 个 统一 的 系统 分 
析 框 并 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 统一 的 控制 系统 分 析 框 架 ， 用 统一 
的 求解 语句 对 系统 进行 有 效 分 析 。 

传统 反馈 控制 理论 中 很 多 内 容 和 方法 已 经 是 不 合 时 宜 的 了 ， 比 如 有 一 个 系统 
模型 ， 若 想 分 析 其 稳定 性 ,传统 教学 方法 会 让 研究 者 首先 想到 建立 系统 的 Routh 
表 。Routh 表 的 出 现 当 然 是 控制 理论 发 展 的 一 个 重要 的 里 程 碑 , 不 过 Routh 表 
的 出 现 是 受 当 时 技术 和 工具 发 展现 状 制 约 的 , 随 着 MATLAB 这 类 计算 机 工具 的 
出 现 ， 求 出 控制 系统 极点 远 比 构造 Routh 表 容 易 得 多 也 直观 得 多 另外 ,在 离 
散 系 统 和 多 变量 系统 的 稳定 性 分 析 中 ,极点 求解 方法 远 远 优 于 Routh 表 、 Jury 
表 5 这 类 间接 判定 方法 。 

线性 系统 的 频 域 分 析 在 反馈 控制 系统 的 分 析 与 设计 中 无 疑 起 着 巨大 的 作用 ， 
然而 传统 的 Nyquist 曲线 有 一 个 很 致命 的 缺陷 , 在 Nyquist 图 上 缺失 增益 与 频率 
的 对 应 关系 ,所 以 会 对 控制 系统 的 设计 有 -- 定 的 制约 .用 MATLAB 提供 的 频 域 
啊 应 曲线 可 以 弥补 这 方面 的 缺陷 , 更 好 地 设计 所 需 的 控制 系统 。 

传统 控制 理论 中 , 最 优 控制 器 设计 更 偏重 于 二 次 型 指标 的 控制 与 调节 ， 因 为 
这 样 的 设计 方法 可 能 导致 易于 求解 的 数学 问题 , 如 代数 Riccati 方程 的 求解 。 然 而 
这 样 的 最 优 模 型 建立 方法 显然 严重 偏离 了 控制 的 要 求 ,， 因为 妃 求 控制 问题 的 可 解 
性 ,牺牲 了 控制 问题 的 物理 意义 。 在 跟踪 控制 中 ， 跟 踪 的 偏差 是 最 重要 的 控制 指 
标 之 一 ， 而 二 次 型 控制 很 难 将 这 样 的 要 求 纳入 定型 的 目标 函数 框架 , 所 以 得 出 的 
解 不 一 定 有 实际 意义 。 





是 


非 线 性 系统 仿真 与 设计 是 传统 反馈 控制 理论 中 的 一 个 难点 ,对 日 益 需 要 广泛 
探讨 的 非 线性 系统 来 说 ,传统 的 方法 只 提供 了 相 空 间 方法 与 描述 函数 方法 这 类 近 
似 的 分 析 方法 号。MATLAB/Simulink 的 出 现 为 非 线性 系统 的 仿真 研究 提供 了 
可 靠 的 手段 ,理论 上 可 以 对 任意 复杂 度 的 系统 进行 分 析 。 


1.3 MATLAB 语言 预备 知识 


1.31 MATLAB 语言 简介 


1984 年 正式 推出 的 MATLAB 语言 为 数学 问题 的 计算 机 求解 ， 特 别 是 控 
制 系统 的 仿真 和 CAD 发 展 起 到 了 巨大 的 推动 作用 。1980 年 前 后 ， 时 任 美 国 
New Mexico 大 学 计算 机 科学 系 主 任 的 Cleve Mojler 教授 认为 用 当时 最 先进 的 
FEISPACK 和 LINPACK 软件 包 求 解 线 性 代数 问题 过 程 过 于 烦琐 ,所 以 构思 一 个 
名 为 MATLAB (MATrix LABoratory,， 即 第 阵 实 验 军 ) 的 交互 式 计 算 机 语言 26] 。 
该 语言 1980 年 出 现 了 免费 版 本 ，1984 年 The MathWorks 公司 成 立 ， 并 推出 了 
1.0 版 。 该 语言 的 出 现 正 赶 上 控制 界 基于 状态 空间 的 控制 理论 甘 勃 发 展 的 阶段 ， 所 
以 很 快 束 引起 了 控制 界 学 者 的 关注 , 出现 了 用 MATLAB 语言 编号 的 控制 系统 工 
具 箱 , 在 控制 界 产生 了 巨大 的 影响 ,成 为 控制 界 的 标准 计算 机 语言 。 后 来 由 于 控 
制 界 及 相关 领域 提出 的 各 种 各 样 要 求 ,， MATLAB 语言 得 到 了 持续 发 展 ， 使 得 其 
功能 越 来 越 强 大 。 可 以 说 , MATLAB 语 诗 是 由 计算 数学 专家 首创 的 ,但 却 是 由 控 
制 界 学 者 “ 摔 红 ”的 新 型 计算 机 语言 。 目 前 大 部 分 工具 箱 都 是 面向 控制 和 相关 学 
科 的 , 但 随 着 MATLAB 语言 的 不 断 发 展 ， 目 前 在 其 他 领域 已 经 开始 了 越 来 越 广 
泛 的 应 用 , 逐渐 成 为 好 多 领域 的 首选 计算 机 数学 语言 。 





1.3.2 ”基本 数据 类 型 与 基本 语句 结构 


1. 基本 数据 类 型 

强大 方便 的 数值 运算 功能 是 MATLAB 语言 的 最 显著 特色 。 为 保证 较 高 的 计 
算 精 度 , MATLASB 语言 中 最 常用 的 数值 量 为 双 精 度 浮 点 数 , 占 8 个 字 节 (64 位 )， 
遵从 IEEE 记 数 法 , 有 11 个 指数 位 、53 位 尾数 及 - -个 符号 位 , 值 域 的 近似 范围 为 
一 17x10 至 1.7Xx10305, 其 MATLAB 表示 为 double() 。 考 虑 到 一 些 特殊 的 
应 用 ,比如 图 像 处 理 ， MATLAB 语言 还 引入 了 无 符号 的 8 位 整 型 数据 类 型 ， 其 
MATLAB 表示 为 uint8()， 其 值 域 为 0 ~ 255， 这 样 可 以 大 大 地 节省 MATLAB 
的 存储 空间 ,提高 处 理 速度 。 此 外 , 在 MATLAB 中 还 可 以 使 用 其 他 的 数据 类 型 ， 
如 int8()，int16()，int32()，uint16().uint32() 等 ,每 一 个 类 型 后 面 的 数 
字 表 示 其 位 数 ， 其 信义 不 难 理解 。 

MATLAB 提供 的 符号 运算 工具 箱 还 支持 符号 变量 的 使 用 ,符号 型 数据 类 型 
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在 公式 推导 与 数学 问题 解析 解 中 有 非常 重要 的 意义 。 可 以 由 syms aw bc 来 申明 
符号 变量 ac, bc。 

除了 常用 的 数值 型 数据 外 ， MATLAB 还 支持 字符 串 、 多 维 数 组 、 结 构图 、 类 
与 对 象 等 各 种 数据 类 型 。 这 些 数据 类 型 在 后 面 的 叙述 中 将 详细 介绍 。 

2. 变量 与 常量 

MATLAB 语言 变量 名 应 该 由 一 个 字母 引导 ,后 面 可 以 跟 字 母 、 数 字 、 下 划 
线 等 。 例 如 ，MYvar12, MY_Varl12 和 MyVarl2._ 均 为 有 效 的 变量 名 ， 而 12MyVar 
和 MyVar1l2 为 无 效 的 变量 名 。 在 MATLAB 中 变量 名 是 区 分 大 小 写 的 ,也 就 是 
说 ,Abc 和 ABc 两 个 变量 名 表达 的 是 不 同 的 变量 , 在 使 用 MATLAB 语言 编程 时 
一 定 要 注意 。 

MATLAB 允许 各 种 常数 ， 如 eps 为 机 器 的 浮 点 运算 误差 限 。PC 上 eps 的 
默认 值 为 2.2204x10-16。Inf 为 无 穷 大 量 +oo 的 MATLAB 表示 。Na 为 不 定 
式 (not a number) 表示 。Ppi 为 圆周 率 x 的 双 精 度 浮 点 表示 。 在 实际 编程 时 , 这些 
党 量 可 以 直接 使 用 。 

3. 抢 阵 输入 语句 

矩阵 的 输入 在 MATLAB 下 是 非常 简单 、 直 观 的 。 下 面 通过 例子 演示 实数 、 
复数 拖 阵 的 输入 方法 。 


例 1-5 试 输入 下 面 两 个 和 矩阵 


1] 2 3 4+2j 2+4 2 二 2 
4=|456|1, 瑟 =|1+3j 4+3j 导 
7 8 0 


3+3j 3 4+4j 


求解 由 下 面 的 MATLAB 语句 可 以 容易 地 给 入 这 两 个 矩阵 
>> A=[1,2,3; 4,5,6; 7,8,0] ; 
B=[4+21 ,2+41,2+2ji; 1+31,4+3i ,41; 3+31,3,4+4i] ， 
其 中 的 >> 为 MATLAB 的 提示 符 ， 由 机 器 自动 给 出 ,在 提示 符 下 可 以 输入 各 种 各 样 的 
MATILAB 命令 。 上 矩阵 的 内 容 由 方 括号 括 起 来 的 部 分 表示 ， 在 方 括号 中 的 分 号 表示 拓 
阵 的 换行 ， 吉 号 或 空格 表示 同一 行 答 阵 元 素 间 的 分 也 。 给 出 了 上 面 的 命令 ， 就 可 以 在 
MATLAB 的 工作 空间 中 建立 4 和 瑟 两 个 变量 了 。 如 果 不 想 显示 中 间 结 果 ， 则 应 该 在 
语句 末尾 加 一 个 分 号 。 
注意 ， 有 虽然 MATLAB 定义 了 1 和 了 均 表 示 V-I, 但 在 程序 设计 中 这 两 个 变量 可 
能 被 改写 ， 所 以 最 好 不 采用 3*i 这 样 的 语句 ， 而 本 身 可 以 写成 1i。 
一 个 数值 矩阵 用 sym() 函数 进行 处 理 ， 则 可 以 将 其 变换 成 符号 型 矩阵 。 对 进 
一 步 的 矩阵 运算 来 说 , 符号 型 矩阵 将 采用 解析 方法 , 而 数值 型 矩阵 采用 数值 方法 。 
4. 函数 调用 语句 





和 


MATLAB 函数 形式 是 MATLAB 程序 设计 的 主流 形式 ， 其 基本 格式 为 
[返回 变量 列表 ] =func_name (输入 变量 列表 ) 
其 中 ， 语 句 左 侧 为 函数 返回 的 变量 , 若 同时 返回 多 个 变量 ， 则 应 该 用 方 括号 括 起 
来 。 输 入 变量 在 右 侧 给 出 。 人 例如， 函数 bode() 可 以 由 [rm ,p]=bode(G,c) 语 
句 格式 调用 , 该 语句 表示 由 系统 模型 C 和 给 定 频率 向 量 w 可 以 计算 出 系统 的 频率 
啊 应 幅 值 rz” 和 相位 p。MATLAB 还 允许 -- 个 函数 有 多 种 调用 格式 , 例如 bode() 
图 数 可 以 由 几 种 格式 调用 bode(G,w) ，bode(G) ，bode(G1 ,G， ,Ga) 。 

图 数 可 以 按照 不 同 的 数据 类 型 进行 调用 , 例如 diff() 函数 本 身 有 多 种 定义 ， 
可 以 在 很 多 目录 查找 到 diff.m 文 件 。 其 中 , 在 esym 目录 的 文件 将 对 符号 变量 进 
行 运算 ， 可 以 对 给 定 的 函数 进行 微分 运算 , 而 MATLAB 本 身 的 aiff() 函数 对 
已 知 数值 向 量 进行 差分 运算 。 

正 是 因为 支持 了 函数 的 不 同调 用 格式 . 也 支持 了 不 同 对 象 模 型 的 重 载 函数 定 
义 , 才 使 得 MATLAB 语言 以 适合 于 控制 系统 分 析 的 统一 框架 建立 。 例 如 ， 可 以 
用 一 个 变量 G 来 表示 不 同 的 对 象 类 型 , 例如 可 以 用 传递 函数 、 状 态 方程 等 , 可 以 
描述 连续 、 离 散 模 型 ， 可 以 是 单 变量 或 多 变量 的 ， 可 以 是 带 有 时 间 延 迟 或 不 带 有 
时 间 延 迟 的 ,总 之 可 以 由 某 种 方式 描述 出 G, 这 时 ， 系 统 的 Bode 图 可 以 由 统一 的 
命令 bode(G) 来 绘制 。 


1.3.3 流程 控制 结构 简介 

MATLAB 文 持 的 主要 流程 控制 语句 是 循环 结构 、 转 移 结构 、 开 关 结 构 和 试 
探 结构 等 。 这 些 流 程 的 基本 结构 简 述 如 下 : 

中 循环 结构 1 for ?=w， 循 环 体 语句 段 ，end 

@) 循环 结构 2 While (表达 式 ) ， 循 环 体 语句 段 ，end 


if (表达 式 1) ， 语 句 段 1， 


加 转移 结 攀 ?1sei (表达 式 2) ， 语 名 段 2， 


else， 语 句 段 ，end 


swWitch 开关 表达 式 
case 表达 式 1， 语句 段 1 
人 开关 结构 case { 表 达 式 2, 表 达 式 3,……… ， 表 达 式 m} , 语句 段 2 


otherwise， 语句 段 几 ，end 
@@) 试探 结构 try， 语句 段 1，catch， 语句 段 2，end 
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和 


1.3.4 MATLAB 语言 和 C 语言 的 对 比 实例 


下 面 将 给 出 两 个 实际 编程 例子 演示 , 对 C 这 类 编程 语言 来 说 , 解决 同样 的 数 
学 运算 问题 与 控制 问题 需要 大 量 的 底层 编程 ， 而 这 些 底层 编程 存在 各 种 隐患 。 如 
果 有 个 别 细节 考虑 不 周 ， 则 得 出 的 结果 可 能 是 错误 的 。 所 以 应 该 采用 更 可 靠 、 更 
简 浩 的 专门 计算 机 数学 语言 来 进行 科学 研究 ， 因 为 这 样 可 以 将 研究 者 从 烦琐 的 底 
层 编程 中 解放 出 来 ,更 好 地 把 握 要 求解 的 问题 ,避免 “只 见 树 木 、 不 见 森 林 ” 的 现 
象 , 这 无 疑 是 受到 更 多 研究 者 认可 的 方式 。 
例 1-6 已 知 Fibonacci 数列 的 前 两 个 元 素 为 al = az = 1， 随后 的 元 素 可 以 由 
0 二 CQkK -1 十 Qk-2 开 三 3,4… 递 推 地 计算 出 来 。 斌 用 计算 机 列 出 该 数列 的 前 100 项 。 
求解 C 语言 在 编写 程序 之 前 需要 首先 给 变量 选择 数据 类 型 ， 如 此 问题 需要 的 是 整数 ， 
所 以 很 自然 地 选择 int 或 1ong 来 表示 数列 的 元 素 ， 若 选择 数据 类 型 为 int， 则 可 以 编 
写 出 如 下 C 程序 


main() 
{ _ int al，a2，a3，i; 

adl=1;i a2=1; Printf("hd  %dQ ,al,a2) ; 

for 〈i=3; i<=100， i++) 

{ a3=al+a2; printf("Yyd ",a3); al=a2; a2=a3， 
直 


只 用 了 上 面 几 条 语句 ， 问 题 就 看 似 轻 易 地 被 解决 了 。 然 而 该 程序 是 错误 的 ! 运行 
该 程序 会 发 现 ,该 数列 打印 到 第 24 项 突然 会 出 现 负数 ， 而 再 显示 下 几 项 会 发 现时 正 
时 负 。 显 然 ， 上 面 的 程序 出 了 问题 。 问 题 出 在 int 整 型 变量 的 选择 上 ， 因 为 该 数据 类 
型 即使 采用 long 整 型 数据 定义 ， 也 只 能 保留 31 位 二 进 制 数值 ， 即 保留 9 位 十 进 制 有 
效 数 字 ， 超 过 这 个 数 仍 然 返 回 负 值 。 可 见 ， 采 用 C 语言 ， 如 果 某 些 细 节 考 虑 不 到 ， 则 
可 能 得 出 完全 错误 的 结论 。 故 可 以 说 C 这 类 语言 得 出 的 结果 有 时 不 大 令 人 信服 。 用 
MATLAB 语言 则 不 必 考 虑 这 些 烦 琐 的 问题 。 

>> a=[1 1]; for i=3:100，a(i)=a(i-1i)+a(i-2);， end，a 

另外 ， 由 于 long 整 型 数据 只 能 保持 9 位 有 效 数 字 ， 而 double 型 只 能 保留 15 位 
有 效 数字 , 如 果 得 出 的 结果 超出 此 范围 ， 则 精度 将 存在 局 限 性 。 采 用 MATLAB 的 符号 
运算 则 可 以 避免 这 类 问题 ， 只 需 将 第 一 个 语句 修改 成 a=sym([1,1) 就 可 以 得 出 alou 
的 值 为 354224848179261915075， 这 个 结果 是 采用 任何 数值 运算 无 法 得 出 的 。 
例 1-7 试 编写 出 两 个 矩阵 4 和 吾 相 末 的 C 语言 通用 程序 。 
求解 如 果 A4 为 x 了 撼 阵 , 吾 为 Dxmm 短 阵 , 则 由 线性 代数 理论 ， 可 以 得 出 C 徐 阵 ， 
其 元 素 为 cij 一 aakpxy， 1 一 17 7 一 1 分析 上 面 的 算法 ， 容 易 编 写 出 


严 一 工 


C 语言 程序 ， 其 核心 部 分 由 三 重 循环 结构 计算 出 





和 


for (i=0: ic<cni i++){f for (j=0; j<mi j++) 攻 
c[iJ [jj]=Oo; 
for (k=0; k<p; kt++) cfi] [j]+=a[i] [kx]*b[k] [j] ; 
小 
看 起 来 这 样 一 个 通用 程序 通过 这 几 条 语句 就 解决 了 。 事 实 不 然 ， 这 个 程序 有 个 致 
命 的 漏洞 ， 就 是 没 考虑 两 个 甜 阵 是 不 是 可 乘 。 通 常 我 们 知道 ,两 个 矩阵 可 乘 ， 则 4 甜 
阵 的 列 数 应 该 等 于 了 召 的 行 数 ， 所 以 应 该 加 一 个 判定 语句 
if 4 的 列 数 不 等 于 吾 的 行 数 ， 给 出 错误 信息 
其 实 这 样 的 判定 也 有 漏洞 ， 因 为 若 4 或 互 为 标量 , 则 4 和 吾 无 条 件 可 乘 ， 而 增 
加 上 面 的 证 语 卸 反而 会 给 出 错误 人 信息。 这样 在 原来 的 基础 上 还 应 该 增加 判定 4 或 召 
是 否 为 标量 的 语句 。 
其 实 即使 考虑 了 上 面 所 有 的 内 容 ， 程 序 还 不 是 通用 的 程序 ， 因 为 并 未 考虑 矩阵 为 
复数 给 阵 的 情况 。 这 也 需要 特殊 的 语句 处 理 。 
从 这 个 例子 可 见 ， 用 心 这 类 语言 处 理 某 类 标准 问题 时 需要 特别 细心 ， 否 则 难免 会 
有 漏洞 ， 致 使 程序 出 现 错误 ， 或 其 通用 性 受到 限制 。 在 MATLAB 语言 中 则 没有 必要 
考虑 这 样 的 琐碎 问题 , 因为 4 和 吾 和 矩阵 的 积 由 4* 妃 直接 求 取 , 若 可 乘 则 得 出 正确 结 
果 ， 如 不 可 乘 则 给 出 出 现 问题 的 原因 。 
当然 ,在 实时 性 与 实时 控制 等 领域 ，C' 语言 也 有 它 的 优势 。 当 然 MATLARB 
的 代码 也 可 以 目 动 翻译 成 C 语言 程序 , 这 不 是 本 书 叙 述 的 范围 。 


1.3.5 图 形 绘制 


假设 用 户 已 经 获得 了 一 些 实验 数据 。 例如 , 已 知 各 个 时 刻 上 = 二 ,万 ,友和 
在 这 些 时 刻 的 函数 值 y = mi 加，…… ,加 ， 则 可 以 将 这 些 数据 输入 到 MATLAB 环 
境 中 , 构成 向 量 七 = 生 ; 记 ,如 和 2 = [wo 如]， 如 果 用 户 想 用 图 形 的 
方式 表示 二 者 之 间 的 关系 , 则 给 出 plot (t,2) 命令 即 可 绘制 二 维 图 形 。plot () 
国 数 的 最 一 般 调 用 格式 为 
plot (ti,21 ,选项 1, 妇 ,ya; 选 项 2， … ， tn,2mw 选 项 和 m) 


二 维 图 形 还 可 以 有 其 他 表示 形式 ， 如 stairs() 函数 可 以 绘制 出 阶梯 折 
线 , semilogx() 可 以 绘制 出 横 坐 标 为 对 数 坐 标的 曲线 , 这 些 曲 线 在 控制 系统 分 析 
中 有 一 定 的 实际 意义 。 

MATLAB 语言 还 可 以 容易 地 绘制 三 维 图 形 ,例如 surf () 函数 可 以 绘制 出 
三 维 表面 图 , mesh() 可 以 绘制 三 维 网 格 图 。 


1.3.6 ”联机 帮助 信息 
联机 帮助 信息 可 以 由 MATLAB 命令 窗口 的 Help 菜单 获得 ,该 菜单 将 打开 
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如 图 1-1 (a) 所 示 的 菜单 项 。 选 择 其 中 的 Using the Desktop 菜单 项 将 打开 联机 帮 
助 信 息 窗 口 , 如 图 1-1 (b) 所 示 。 帮 助 信 息 可 以 由 该 窗口 得 出 。 


下 
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1-1 联机 帮助 信息 查询 
还 可 以 在 MATLAB 命令 窗口 下 键入 help 命令 或 doc 直接 显示 帮助 信 
奶 。 还 可 以 使 用 lookfor 命令 查询 某 关 键 词 ， 获 得 帮助 信息 。 


1.4 本 书 框架 设计 及 内 容 安排 


本 书 首先 给 出 数学 问题 计算 机 求解 及 控制 数学 问题 求解 的 概述 ， 着 重 介绍 
MATLAB 语言 的 发 展 简况 和 编程 必 备 基础 知识 , 关于 MATLAB 编程 的 进一步 
知识 可 以 在 后 续 章 节 中 介绍 ,也 可 以 参考 其 他 文献 , 如 [27, 28]。 学 好 MATLAB 
语言 ， 可 以 将 30 字 的 学 习 准 则 作为 座右铭 ， 即 “ 带 着 问题 学 ， 活 学 活用 , 学 用 结 
合 ， 急 用 先 学 , 立竿见影 ， 在 用 字 上 狠 下 功夫 ”。 

第 2 章 首先 给 出 微 积分 问题 的 计算 机 求解 方法 ， 并 介绍 给 定数 学 函数 的 
Taylor 级 数 和 Fourier 级 数 拟 合 及 拟 合 效 果 研 究 , 然后 介绍 Laplace 变换 、Fourier 
变换 及 其 反 变 换 ， 引 入 控制 系统 模型 的 表示 方法 ,还 将 介绍 控制 系统 模型 的 互联 
与 化 简 方法 。 

第 3 章 首先 介绍 特殊 矩阵 的 简洁 输入 方法 ， 然 后 介绍 矩阵 的 性 质 分 析 、 和 托 阵 
分 解 、 和 矩阵 方程 求解 和 和 抢 阵 函数 求解 方法 。 并 将 介绍 矩阵 分 析 与 变换 在 控制 系统 
中 的 应 用 , 各 种 矩阵 方程 如 Lyapunorv 方程 和 Riccati 方程 的 求解 方法 。 该 章 还 给 
出 了 矩 阵 函 数 求解 的 一 般 算 法 及 函数 , 可 以 求解 任意 复杂 的 矩阵 函数 。 

第 4 章 介 绍 微分 方程 的 计算 机 求解 方法 。 首先 给 出 线性 微分 方程 的 解析 解 算 
法 ,然后 介绍 微分 方程 的 数值 求解 算法 、MATLAB 实现 、 方 程 变换 方法 与 解 检验 
的 方法 ,还 介绍 了 各 种 特殊 微分 方程 的 求解 方法 ,如 刚性 方程 求解 、 隐 式 微分 方 
程 求解 、 微 分 代数 方程 求解 等 内 容 ,， 介绍 微分 方程 边 值 问题 的 求解 方法 ， 并 介绍 





1.5 习题 与 思考 题 


和 


基于 Simulink 的 各 种 控制 系统 微分 方程 求解 方法 。 

第 5 章 介绍 代数 方程 求解 与 最 优化 问题 求解 方法 , 在 代数 方程 求解 中 将 介绍 
多 项 式 方 程 的 准 解析 解 算法 和 一 般 代 数 方 程 的 数值 解 方法 。 在 最 优化 问题 求解 方 
面 首 先 介绍 无 约束 最 优化 问题 的 求解 方法 ,然后 介绍 线性 规划 问题 的 求解 方法 ， 
二 次 型 规划 的 求解 方法 和 一 般 非 线性 规划 问题 的 求解 方法 。 本 章 还 探讨 了 整数 规 
划 与 混合 整数 规划 问题 的 求解 方法 ,研究 各 种 与 最 优化 问题 相关 的 控制 问题 ， 如 
系统 线性 化 问题 、 模 型 最 优 降 阶 问题 等 ， 并 给 出 了 一 个 通用 的 最 优 控制 器 设计 程 
序 ,， 还 探讨 了 Minimax 方法 在 控制 器 设计 中 的 应 用 。 

第 6 章 侧重 介绍 离散 系统 的 分 析 与 设计 方法 ,首先 给 出 离散 系统 的 定义 与 分 
关 方 法 ,介绍 非 线性 系统 的 仿真 方法 以 及 离散 系统 的 辨识 方法 。 还 将 介绍 自 校正 
控制 器 的 设计 与 仿真 、 预 测控 制 、 广 义 预 测控 制 等 的 设计 与 仿真 方法 。 

第 7 章 介绍 智能 计算 和 智能 控制 系统 的 方面 与 仿真 问题 ， 首 先 介绍 模糊 集 
合 、 模 糊 决 策 的 基本 概念 ， 给 出 模糊 逻辑 控制 器 的 设计 方法 与 仿真 方法 ,然后 介 
绍 神经 网 络 原 理 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 , 并 给 出 基于 神经 网 络 的 预测 控制 和 模 
型 参考 控制 的 仿真 。 本 章 还 介绍 遗传 算法 和 粒子 群 算 法 在 最 优化 求解 问题 以 及 在 
最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 。 最 后 介绍 和 迭 代 学 习 控 制 的 仿真 方法 。 

第 8 章 介 绍 鲁 棒 控 制 问题 的 数学 基础 与 求解 方法 ,首先 介绍 不 确定 系统 的 描 
述 方法 ,然后 介绍 人 和 72 控制 的 设计 方法 以 及 线性 矩阵 不 等 式 的 设计 方法 。 
该 章 还 介绍 定量 反馈 理论 在 鲁 棒 控制 器 设计 中 的 应 用 ， 并 给 出 基于 状态 反馈 的 多 
变量 系统 解 耦 设计 方法 。 

第 9 章 介绍 分 数 阶 微 积 分 及 分 数 阶 系统 的 研究 方法 ， 首 先 给 出 各 种 分 数 阶 
微 积分 的 定义 与 计算 方法 ,然后 引入 分 数 阶 传递 函数 类 的 构造 ， 并 以 重 载 的 方式 
介绍 了 分 数 阶 系统 的 互联 、 时 域 与 频 域 分 析 方 法 。 本 章 还 将 介绍 Oustaloup 滤波 
器 及 其 改进 形式 的 分 数 阶 微分 算 子 的 拟 合 方法 以 及 基于 框图 的 分 数 阶 非 线性 微分 
方程 求解 方法 。 最 后 研究 分 数 阶 系统 的 次 最 优 降 阶 方法 与 控制 器 设计 领域 的 研究 
方法 。 


1.5 “习题 与 思考 题 


1 The MathYorks 网 站 (http;/V/www,mathworks.com) 上 提供 了 MATLAB 及 所 有 
工具 箱 手 册 的 电子 版 ， 如 果 需 要 ， 可 以 将 感 兴趣 的 工具 箱 手 册 下 载 阅 读 。 由 于 工具 
箱 规模 过 于 让 大 ， 不 可 能 在 一 本 书 中 全 表 介 绍 ， 所 以 本 书 的 作用 只 是 作为 读者 学 
习 和 使 用 MATLAB 语言 的 入 门 材 料 。 

2 MATLAB Central 网 站 
httpP:/VV/www.mathworks,com/matlabcentTal/fileexchange/lLoadCategory.do 


包含 大 量 由 MAITLAB/Simulink 用 户 编写 的 实用 程序 和 模型 ， 其 中 不 乏 高 水 平 的 


申 音量 电 





1 .第 工 章 .数学 语言 及 其 在 控制 中 的 应 用 概述 
作品 。 许 多 MATLAB 本 身 没有 直接 提供 的 功能 均 可 以 从 这 里 找到 解决 方法 ， 试 浏 
览 该 网 站 提供 的 各 类 程序 。 


MATLAB 语言 是 控制 系统 研究 的 首选 语言 ， 本 书 以 该 语言 为 主线 介绍 课程 的 内 
容 。 请 在 机 器 上 安装 MATLAB 程序 , 在 提示 符 下 输入 demo, 运行 演示 程序 ， 领 略 
MATLAB 语言 的 基本 功能 。 


学 会 利用 MATLAB 语言 提供 的 联机 帮助 功能 ， 更 好 地 学 习 和 运用 MATLAB 语 
言 ， 琢 练 掌握 查找 需要 了 解 内 容 的 方法 和 技巧 。 联 机 帮助 可 以 由 help 命令 或 Help 
菜单 来 实现 。 试 查找 和 Lyapunorv 关键 词 相 关 的 函数 名 及 调用 方法 ,并 求解 下 面 给 


出 的 方程 
8 1 6 I16 4 1 1 2 3 
3 5 7|X+X|9 3 1|=|456 
4 9 2 4 2 1 7 8 0 
如 采 下 载 某 MAITLAB 工具 箱 ， 则 可 以 将 其 复制 到 某 个 文件 夹 ， 然 后 需要 选择 File 


一 9et Path 将 该 文件 夹 添加 到 MATLAB 路 径 下 。 斌 下载 某 工 具 箱 ， 如 本 书 所 附 的 
OCD 程序 或 MATLAB Central 中 下 载 的 工具 箱 ， 将 其 添加 到 MATLAB 路 径 下 。 


MATITLAB 的 tic 和 toc 是 一 对 计时 的 命令 ， 前 者 启动 秒表 ， 后 者 可 以 读 秒表 。 试 
执行 命令 4=rand(500); tic， 吾 =inv(4); toc,， 并 从 函数 名 称 理解 该 代码 所 做 
的 工作 ， 由 此 体会 MATLAB 第 阵 运 算 的 速度 。 


用 MATLAB 语句 输入 目 阵 4 和 史 


人 


> 


SA 


避 ) 


| 


14+4 2+3j 3+23j 4 十 于 
4+1j 3+2j 2 二 +3j 1 十 考 
2+L3j 3 上 +g3j 4+1 1 二 性 
3+2j 2+3 4+31 1+ 才 


几 一 


2 
3 
3 号 = 
2 


] 
4 
2 
了 
前 面 给 出 的 是 4x4 托 阵 ,， 如 果 给 出 4(5, 6) = 5 命令 将 得 出 什么 结果 ? 


传统 线性 代数 和 数值 分 析 教 科 书 中 介绍 的 矩阵 特征 值 求 解 都 是 针对 实数 第 阵 的 ， 
假若 想 求 出 上 面 的 复数 算 阵 妃 的 特征 值 ， 而 不 采用 计算 机 数学 语言 ， 试 搜索 能 求 
解 这 类 问题 的 其 他 语言 ， 如 C, FORTRAN 的 子 程序 代码 。 


选择 合适 的 步 距 绘 制 出 图 形 sin(1/ 轨 ,其 中 teE (-1;,1)。 


Oo 


《 它 


63 
10 用 数值 方法 可 以 求 出 S = 》2=1+2+4+8 十 … 十 262 十 263， 试 不 采用 循环 


的 形式 求 出 和 式 的 数值 解 。 由 于 数值 方法 是 采用 double 形式 进行 计算 的 ， 难 以 保 
证 有 效 位 数字 ,所 以 结果 不 一 定 精确 。 试 采用 符号 运算 的 方法 求 该 和 起 的 精确 什 。 





证 
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-一 一 第 夕 音 四 - 
微 积 分 与 积分 变换 的 计算 机 求解 


积分 变换 技术 可 以 将 某 些 难以 分 析 的 问题 通过 映射 的 方式 映射 
到 其 他 域内 的 表达 式 后 再 进行 分 析 。 例 如 ，Laplace 变换 可 以 将 时 域 
函数 映射 成 复 域 函数 ， 从 而 可 以 将 某 时 域 函数 的 微分 方程 映射 成 复 域 
的 多 项 式 代 数 方程 ,使 得 原 微 分 方程 在 诸多 方面 , 如 稳定 性 、 解 析 解 
等 方面 更 便于 分 析 ,， 这 样 的 变换 方法 构成 了 经 典 自 动 控 制 理论 的 基 
础 ， 引入 了 广泛 采用 的 传递 函数 模型 。 

由 于 积分 变换 是 定义 在 函数 微 积分 的 基础 上 的 ， 所 以 本 章 2.1 节 
先 系 统 地 介绍 微 积 分 问题 的 MATLAB 求解 , 各 种 极限 问题 的 求解 方 
法 ,一 般 函 数 的 微分 计算 ,， 隐 函数 ,参数 方程 以 及 多 变量 函数 的 微 积 
分 计算 等 , 引入 积分 、 广 义 积分 、 多 重 积分 等 问题 的 求解 方法 以 及 抑 
阵 微 积分 问题 及 求解 方法 。 本 章 2.2 节 首 先 介 绍 Laplace 变换 及 其 反 
变换 的 定义 及 性 质 , 给 出 基于 MATLAB 的 直接 求解 方法 ， 并 以 一 个 
简单 例子 介绍 控制 系统 的 微分 方程 建 模 方法 ,介绍 基于 Laplace 变换 
的 控制 系统 传递 函数 模型 及 其 MATLAB 表示 ， 以 及 它 在 控制 系统 
中 的 应 用 。2.3 节 首 先 介绍 Fourier 级 数 的 展开 方法 ，Fourier 变换 及 
其 反 变 换 的 定义 及 性 质 , 给 出 MATLAB 语言 下 的 Fourier 变换 问题 
求解 方法 ,并 将 给 出 正 余 弦 Fourier 变换 和 离散 Fourier 正 余弦 变换 
问题 的 求解 方法 。2.4 节 介 绍 2 变换 及 其 反 变 换 的 定义 与 性 质 ， 基 于 
MATLAB 语言 的 求解 方法 , 还 将 介绍 基于 Z 变换 的 离散 系统 建 模 方 
法 和 连续 、 离 散 模 型 相互 转换 的 方法 。Laplace 变换 和 Z 变换 是 整个 
控制 理论 中 的 重要 基础 ， 由 这 些 变换 构造 出 的 连续 和 离散 系统 传递 函 
数 模型 , 所 以 可 以 围绕 传递 函数 模型 进行 系统 的 分 析 与 设计 任务 。2.5 
节 介 绍 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 方法 ， 引 入 留 数 计算 的 概念 与 求解 
方法 ,还 将 介绍 部 分 分 式 展 开 在 控制 理论 研究 中 的 应 用 。 综 合 这 些 知 
识 ,， 还 将 在 2.6 节 中 详细 介绍 控制 系统 模型 的 互联 运算 ， 控 制 系统 结 
构图 化 简 的 方法 及 MATLAB 实现 方法 。 
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2.1 ” 微 积 分 与 矩阵 微 积 分 运算 


在 高 等 数学 或 数学 分 析 课程 中 , 介绍 了 各 类 函数 的 求 导 和 积分 运算 ， 对 各 类 
不 同类 型 函数 的 微 积分 运算 读者 需要 记忆 与 识别 ,从 而 采用 不 同 的 策略 来 求解 问 
题 。 本 节 将 先 给 出 求 导 运算 的 MATLAB 求解 ,再 针对 多 元 函数 但 导数、 隐 函 数 偏 
导数 和 和 矩阵 求 导 几 个 特殊 问题 的 计算 机 求解 进行 探讨 。 最 后 给 出 基于 MATLAB 
符号 运算 的 积分 运算 的 统一 方法 。 


2.1.1 极限 问题 的 解析 解 


1. 单 变量 函数 的 极限 
假设 已 知 函数 /zz)， 则 极限 问题 的 一 般 描述 为 


研一 lim jz) (2-1-1) 
其 中 , zo 可 以 是 一 个 确定 的 值 , 也 可 以 是 无 穷 大 , 例如 z 一 co。 对 某 些 函 数 来 说 ， 
还 可 以 如 下 定义 单 边 极限 (或 称 左右 极限 ) 问题 。 


7 = lim 帮 z) 或 Za = lim 有 帮 2) (2-1-2) 
前 者 表示 z 从 左 侧 趋 近 于 zo 点 ， 所 以 又 称 为 左 极限 ， 后 者 相应 地 称 为 右 极 限 。 极 
限 问题 在 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 可 以 使 用 limit() 函数 直接 求 出 ， 该 函数 
的 调用 格式 为 


了 =limit(fun，7，Zz0) % 求 极限 
7=limit(fun，7，z0，)1eft: 或 right') 双 求 单 边 极 限 


在 求解 之 前 应 该 先 申 明 自 变量 zx， 再 定义 极限 表达 式 fun, 若 zu 为 co， 则 可 
以 用 inf 直接 表示 。 如 果 需 要 求解 左右 极限 问题 ,还 需要 给 出 左右 选项 。 调 用 此 
洱 数 直接 求解 问题 的 好 处 在 于 ,用户 无 需 再 像 学 习 高 等 数学 那样 去 记忆 和 掌握 各 
种 特殊 极限 问题 的 标准 型 ， 再 套用 公式 求解 问题 了 ， 有 这 个 函数 可 以 直接 得 出 所 
需 的 极限 值 。 下 面 将 通过 例子 演示 MATLAB 求解 极限 的 方法 。 

例 2-1 试 求解 极限 问题 lim 人 (v5T 丈 -v 殉 = 了 . 
求解 利用 MATLAB 语言 ,应 该 首先 申明 Z 为 符号 变量 ,然后 定义 极限 式 子 ， 最 后 调 
用 1imit() 函数 求 出 给 定 邓 数 的 极限 ， 结 果 为 e 5。 
>> SymS Xi =(x+2)”(x+2)*#(xX+3)”~(xX+3)/(xX+5)~(2*#X+5) ..， 
*(Sqrt(X+X 2)-Sqrt(x"2-x)); L=limit(t,x,inf) 
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好 ] 一 
例 2-3 斌 求解 单 边 极 限 问题 Jin 一 一声 一 ， 


求解 利用 MATLA 了 B 语言 的 limit() 函数 ， 可 以 容易 地 来 取 单 边 极 限 。 

>> Syms xi 

limit((exp(x "3)-1)V/(1-cos(sqrt(x-sin(x)))),x,0，Tright7) 

用 单 边 极 限 的 方法 可 求 出 该 函数 的 极限 值 为 12。 

回顾 原始 问题 ， 其 中 采用 Z 一 0” 是 因为 它 可 以 保证 根 号 内 的 值 为 非 负 数 。 事 实 
上 ， 即 使 是 负数 ，cos(jaj) = (es + e-?)/2 也 是 有 定义 的 ， 故 对 这 个 问题 没有 有 影响。 但 
对 分 段 孙 数 来 说 ， 单 边 极 限 是 有 意义 的 。 

2. 多 变量 函数 的 极限 

多 元 函数 的 极限 也 可 以 同样 用 MATLAB 中 的 limit() 函数 直接 求解 。 假设 
有 二 元 函数 ffz,y), 若 想 求 出 二 元 函数 的 极限 


了 = jlim zy (2-1-3) 
yo 


则 可 以 和 藤 套 使 用 Limit() 函数 。 例 如 ， 


71=J1imit(1Limnitt zz,zo) ,yy20) 或 
了 1=1imit(limnit( 让 ,yy ,7y0o) ,zzZo0) 


如 果 zo 或 加 不 是 确定 的 值 ， 而 是 男 一 个 变量 的 函数 , 例如 z 一 g( 办 ， 则 上 述 的 
极限 求 取 顺序 不 能 交换 。 
sin“ 并 1 AN 2 
例 2-3 试 求 出 二 元 函数 极限 值 lim eV +? 1) 一 -一 ( 十 广 ) 。 
7 一 1/ 了 ” V 
YY 一 Do 
求解 本 例 中 的 问题 可 以 用 下 面 的 语句 直接 解 出 ， 结果 为 en 。 
>> SYmS X yY a; 
f=exp(-1/(y ”2+X "2))#Sin(x) “2/x "2+r(1+1/y ”2) (x+a>2*xy>~2) ; 
L=limit(limit(f,x,1/sqrt(y)) ,yy,inf) 


2.1.2 微分 运算 的 MATLAB 求解 


MATLAB 语言 直接 提供 了 函数 的 高 阶 导 数 求 导 函 数 diff()， 但 对 于 一 些 特 
殊 的 求 导 问题 ， 如 参数 方程 的 求 导 问题 和 隐 范 数 求 导 问题 等 ， 则 需要 根据 其 数学 
定义 由 MATLAB 现 有 的 语句 组 合 或 编写 相应 的 函数 来 求 得 ,这 里 将 分 各 种 情况 
介绍 各 种 微分 运算 求解 的 问题 。 

1. 函数 的 导数 和 高 阶 导数 
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如 果 函 数 和 目 变 量 都 已 知 ， 且 均 为 符号 变量 ， 则 可 以 用 diff() 函数 解 出 给 
定 本 数 的 各 阶 导数 。diff() 函数 的 调用 格式 为 


y=diff(fun,z) % 求 导数 
y=diff(fun,z,m) % 求 寻 阶 导 数 


其 中 , fun 为 给 定 函数 , z 为 自 变量 ,这 两 个 变量 均 应 该 为 符号 型 的 , mn 为 导数 的 
阶 次 ， 者 省 略 风 则 将 自动 求 取 一 阶 导 数 。 
ezsin2r 、， ， dsaflz 
例 2-4 给 定 表 教 Flz) = 号- 2 ， 斌 来 出 开 二 
求解 函数 的 高 阶 导 数 问题 可 以 很 容易 地 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 语句 求解 。 可 
以 首先 申明 为 符号 变量 ， 然 后 调用 diff() 函数 就 能 直接 得 出 函数 的 三 阶 导数 。 
>> SymS X; =exp(-5*X)#kSin(2+*X)/(x "2+3#kX+5); fl=difft(f,x,3) 
这 时 可 以 得 出 函数 的 三 阶 导数 为 
e 一” 一 57 cos22 ez (27 十 3) sin 2z e-5z (2z 十 3)”cos 27 
+3z+5 “+3z+5 35 5 
e 5 (27 十 3) cos 27 e-5x (27 十 3) sin 27 e-57 sin 27 
(z2 十 37 十 5 (z2 十 3z 十 5 六 (z2 十 3z 十 5 
e cos27 ee 5 (2z 十 3)” sin 2z 12e -了 (2z 十 3) sin 27z 
(z2 十 3zZ 十 呈 )? (z2 十 3z 十 可 4 (z2 +3z 十 53 
由 原 函 数 和 得 出 的 三 阶 导 数 函 数 可 以 对 给 定 自 变 量 向 量 zz 求 出 各 点 处 的 函数 值 ， 
并 由 下 面 的 MATLAB 命令 绘制 出 来 ， 如 图 2-1 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 原 孙 数 和 其 三 





后 


ZSin 27 e 


142 


十 60 





0.04 


0.02 








2-1 画 数 及 其 三 阶 导 数 图 示 


阶 导 数 之 间 的 关系 。 注 意 由 于 采用 了 plotyy()， 故 得 出 的 是 双 纵 坐标 的 图 形 ， 因 为 两 
个 图 往 值 相差 较 悬 殊 。 
>> X1l=0:.01:2; y=sSubs(f,Xx,xl); ytl=subs(fl,x,xl); 
plotyy(x1,y,xl,yl) Ah 原 也 数 及 其 三 阶 导数 
MATLAB 现成 的 diff() 函数 还 适合 于 求解 给 定 函 教 更 高 阶 的 导数 。 例 如 ， 下面 





运算 


风 


2.1 微 积分 与 矩阵 微 积 


间 


给 出 的 命令 可 以 在 8.5 秒 内 获得 函数 的 100 阶 导 函数 。 

>> tic，diff(f,Xx,100); toc 

2. 多 元 函数 的 偏 导 数 

MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 提供 求 取 仿 导 数 的 专门 函数 ， 这 些 俩 
导数 仍然 可 以 通过 diff() 函数 直接 实现 。 假 设 已 知 二 元 国 数 FLz,y)， 耕 想 求 


9 “三 ， 则 可 以 用 下 面 的 函数 求 出 。 
DZ Do 


户 =diff(dqiff(Fz,mm) ,yym) 或 
亡 =diff(Cdqift(j UN) 7 7 了] 





例 2-5 试 求 出 二 元 函数 z= Flz, 人 =(z2 -2zje-” - -zy 的 偏 导 数 ， 并 用 图 形 表示 。 
求解 用 下 面 的 语 身 可 直接 求 出 92 与 号 。 
>> SymSs X y; Z=(x72-2*+X)#+exp(-X -2-y ”2-Xyy) ; 
ZX=Simple(aiftf(z,x))，ZzZy=diff(z,y) 


其 数学 形式 分 别 为 
和 = -ez -yz9(-27 十 2 十 2z3 +z2y -472 - 2zy/) 
人 y) 一 一 Z(z 2)(27 十 Te-7 一 2 


在 ZE(-3,3),yE( -2,2) 区 域内 生成 网 格 ， 则 可 以 分 别 得 出 原 函 数 及 其 偏 导数 
的 数值 解 。 这 样 ， 可 以 直接 用 下 面 语 提 绘制 出 原 函 数 的 三 维 曲面 ， 如 图 2-2 (a) 所 示 。 
>> [xl,y1i]j=meshgrid(-3:.2:3,-2:.2:2); zl=subs(z,{X, yy,{txl,yL+) ; 
surf (xlt,yl,zl)，axis([-3 3 -2 2 -0.7 1.5]) % 直接 绘制 三 维 曲面 
既然 计算 出 了 对 两 个 自 变 量 的 一 阶 偏 导数 ， 则 可 以 调用 quiver() 函数 绘制 出 引 
力 线 ， 该 引力 线 可 以 登 印 在 用 contour() 函数 绘制 出 的 等 值 线 上 ， 如 图 2-2 (b) 所 示 。 
其 中 ， 引 力 线 为 对 应 点 处 的 梯度 向 量 ， 其 绘制 孙 数 的 详细 信息 可 以 由 help quiver 命 
令 进 一 步 列 出 。 
>> Contour (xl,yli,z1,30)，hold on 《7 绘制 等 值 线 
Zxl=sSubs(Zzx,{x,yj,{xl,yly); zyl=subs(zy,{x,y}y,{fxl,yly) ; 
quiver(x1t,y1,zxti,zyt) 人 绘制 升力 线 
例 2-6 已 知 三 元 函数 zl z] = sin(z2yje- zt 二， 谈 求 出 偏 导数 2 加 ) 
,1 2 二 Sin(z2yje ， 导数 5 环 汉 3 
求解 由 下 面 的 语句 申明 自 变 量 及 函数 ， 则 可 以 用 MATLAB 语 折 立即 得 出 所 需 的 偏 


导 函 数 。 
>> Syms X 了 Z;j f=sin(X7-2*y)+exp(-X>“2xy-Z”2) ; 





(a) 原 函数 的 三 维 图 形 (b) 偏 导 数 的 等 值 线 
图 2-2 二 元 函数 及 其 偏 导数 的 图 形 表示 


dft=diff(diff(diff(t 2 df=Simple(df) ; Jatex(Cdf ) ; 
可 以 得 出 
一 4zerz -2 |eos (zy) 一 10 cos (zy) yz2+4z4sin (zy) V2+4cos (zy) z4y2 一 sin (z2g)| 
3. 隐 函 数 的 偏 导 数 
己 知 隐 函 数 的 数学 表达 式 为 jzZiz2 ,Zn) 一 0， 则 可 以 通过 隐 函 数 对 它 
们 的 偏 导数 求 出 自 变 量 之 间 的 偏 导数 。 具 体 可 以 用 下 面 的 公式 求 出 32i 


027; 


9 
97， 站 本 | 


OZ; 








(2-1-4) 
沁 1ca za ee 

由 于 了 对 zi zi 的 偏 导数 可 以 分 别 由 diff() 困 数 求 出 ， 故 整个 偏 导 数 可 以 
由 它们 的 除法 获得 , 所 以 这 样 的 问题 可 以 用 MATLAB 语句 容易 地 得 出 。 


玉 = 一 diff(jizj)/dift(P zi) 
1 
例 2-7 考虑 二 元 函数 Flz,y) =z 十 y SnZ 一 一 6 三 0， 试 求 3 


求解 根据 式 (2-.1-4) 可 以 立即 得 出 所 需 偏 导 数 2 为 
>> Syms X y; f=Xx“3+y”“2*ysin(x)-y-6; Simple(-diff(f,x)/diff(f,y)) 


2 
这 样 可 以 得 出 结果 为 -2 士 刀 oo8。 
4. 参数 方程 的 导数 
者 已 知 参数 方程 y = 太太 条 二 8 则 


递 推 求 出 。 


q7 
dz 





“可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 名 
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和 








的 
dr 9/ 伯 

dy drpONyv 1 drdN li 

dz2 dt (7 ) 9g'( 旧 国 dt 提 9 (2-1-5) 





q"y/ d ( 宇 汪 ) 1 
dzn ”dt Ndzr- /or 人 
应 用 递归 调用 方式 ,可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 求解 偏 导 数 


function result=Paradjiff(y,X, 二 ,了 ) 
if mod(n,1) -=0，error(:Error: Rn shouldq positive integer :) ; 
el1Se 
if nn==1，TreSultt=diff(y,t)/diff(x,t) 
el1se，Tresult=diff(paradiff(y,X,t,n-l),t)Vdiff(x,t) ; 
end，end 
、 3at 3at dy d3y d59/ 
2-8 冯 9 王 一 一 一 ;2 = 一 一 ， 斌 求 一 ,一 二 ,一 一 。 
例 已 知 参 数 方程 ] 十 妇 ， 世 1 十 世 ， dr" dzr3:” dzr5 
求解 由 前 面 给 出 的 函数 调用 格式 ， 可 以 立即 得 出 所 需 的 高 阶 导 数 。 
>> Syms 十 3) 
X=3*a#kt/(1+t ”3) ; y=3xyarkt-”2/(1+t 3); yl1=paradiff(y,Xx,t，,1) 
y3=simple(paraqiff(y,x,t,3))，y5=Simple(paradiff(y,X,t,5) ) 
可 以 自动 得 出 如 下 的 结果 。 
dy tt( 一 2 十 总 ) 








dr 一 1 十 243 

day 4(-5 十 妇 ) (人 十] (经 一 上 二 让 

dz3 3 a2 (一 1 十 2 要 叹 

d5yg 40 (14115 - 98b2 十 350t9 - 1138(6 - 1438 -Tt+D7(2 -ttTI7 
dz5 27 ad4(-1 十 243? 


2.1.3 积分 运算 
不 定 积分 、 定 积分 以 及 多 重 积 分 的 数学 表达 式 可 以 分 别 写成 


刁 
| raouz | oar | 7 aas aaaa (2-1.6) 
给 定 被 积 函 数 /(.)， 则 按照 传统 高 等 数学 求解 方法 ， 需 要 人 工 识别 其 函数 类 型 并 
选择 适当 的 积分 方法 ， 如 分 部 积分 法 、 换 元 积分 法 等 合适 方法 求解 原 问题 , 这 在 很 
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大 程度 上 取决 于 经 验 。 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 提供 了 一 个 int() 函数 ， 可 
以 直接 用 来 求 取 符号 函数 的 不 定 积分 。 该 函数 无 须 人 工 识别 所 需 积分 算法 ， 可 以 
理解 成 一 种 统一 的 积分 问题 求解 方法 。 该 函数 的 调用 格式 为 
FT-int(fun,z) % 不 定 积分 运算 
E=int(fun,z,a,p) % 定 积 分 运算 ， 其 中 ap 可 以 不 是 常数 


如 有 果 锌 积 函数 fun 中 只 有 一 个 变量 ， 则 调用 语句 中 的 z 可 以 省 略 。 另 外 ， 该 函数 
得 出 的 结果 忆 是 积分 原 函 数 ， 实 际 的 不 定 积分 应 该 是 严 十 C 构成 的 函数 族 。 其 
中 , C 是 任意 常数 。int () 函数 还 可 以 用 于 无 穷 积分 限 的 广义 积分 计算 ,如 用 infi 
和 -inf 分 别 表示 co 和 -co。 

对 于 可 积 的 图 数 ，MATLAB 符号 运算 工具 箱 提供 的 int() 函数 可 以 用 计算 
机 代 蔡 繁重 的 手工 推导 , 立即 得 出 原始 问题 的 解 。 而 对 于 不 可 积 的 函数 来 说 ， 当 
然 MATLAB 也 是 无 能 为 力 的 。 

多 重 积分 可 以 由 int() 函数 媒 套 求 出 。 

下 面 将 通过 例子 介绍 int() 使 用 方法 及 其 在 积分 问题 求解 中 的 应 用 。 


例 2-9 考虑 例 2-4 中 给 出 的 问题 ， 用 diff() 函数 可 以 直接 求 FUz) 函数 的 一 阶 导数 。 
现在 对 得 出 的 导数 再 进行 积分 ， 试 检验 是 否 可 以 得 出 一 致 的 结果 。 
求解 先 定义 原 函数 并 对 其 求 导 ， 然 后 再 对 导数 进行 积分 ， 则 
>> Syms Xi; y=sin(x)/(x “2+4+xt+3); yl=diff(y); 4% 对 函数 求 导 
y0=int(y1); Latex(y0) A 对 导数 积分 应 该 得 出 原 水 数 


得 出 的 结果 为 /2 二 - 1/252 CE 。 现 在 对 原 琢 数 求 三 阶 导数 ,再 对 结果 进行 3 次 
积分 ， 则 可 以 用 下 面 语句 判 定 正确 性 。 

>> y3=diftf(y,3); y0=int(int(int(y3))); latex(simple(y0)) 
得 出 的 结果 为 


让 有 其 结果 和 原 函 数 一 样 。 

例 2-10 试 研究 解析 不 可 积 函 数 F(z) = ez 12 的 积分 修 问 题 。 

求解 直接 采用 MATLAB 的 int() 孝 计 征 | / zjdz 
>> SyYmS X; F-int(exp(-x~2/2) x 3 5) 

V 2 

| 


则 可 以 得 出 瑟 一 5 5 


2vV 一 VY2r ef (3 其 中 MATLAB 语言 使 用 了 数 
学 上 定义 的 函数 erfz] 一 本 由 * dt， 故 可 以 得 出 原 问题 的 解析 解 。 然 而 这 样 的 解 毕 


竞 无 法 用 于 工程 实际 ， 所 以 应 该 采用 vpa() 函数 求 取 其 高 精度 的 数值 解 ， 由 vpa( 古 ) 
命令 可 以 得 出 0. 0033829740450176877779095235876 





2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


是 


例 2-11 考虑 下 面 的 三 元 函数 开 (Z,yz) = 一 4ze-z |eos (zZ2? 细 一 10cos (z2y) yz” 
十 47z2 sin (z2g 1 十 4cos (z2 9 Z472 -sin (zy)| ， 斌 求 出 | . . | ee zy, z)dzr2dydz。 


求解 事实 上 ， 此 函数 是 例 2-6 中 给 出 frz.y,z) 经 偏 导 运算 得 出 ， 故 需要 对 求 导 过 程 
进行 北向 运算 ， 还 原 回 原 函 数 的 结果 。 
对 该 也 数 进行 积分 。 先 对 z 积分 一 次 ， 对 7 积分 一 次 ， 再 连续 对 2 积分 两 次 ， 经 
过 化 简 ， 则 得 出 如 下 结果 。 
>> SYmS X y Z; 
f0=-4#+Z#eXxDp(-X ~2*#*y-Z 2)*(CoS (X >“2xy)-10y*Cos (X~2yy):#yykX>~2+... 
4*Sin(Xx~2*yy)*#X “4+y “2+4#COS(X>2#y)#X~4+y ”2-Sin(X>2+y) ) ; 
fl=int(f0,z); fl=int(ftl1,y); tt=intkftt,x); ft=simple(Cint(t1,x)) 
则 可 以 得 出 户 = sin(z2y)e-z y-z> 。 可 见 ， 经 化 简 按 照 上 述 给 出 的 积分 顺序 可 以 得 出 
原 函 数 ， 和 例 2-6 中 给 出 的 原 通 数 完全 一 致 。 现 在 考虑 改变 积分 求解 顺序 ， 例 如 ， 将 积 
分 顺序 变 成 z 一 2 一 2 一 9 则 可 以 得 出 如 下 结果 。 
>> f2=int(f0,z); f2=int(f2,x); f2=int(f2,x); f2=simple(int(f2,y)) 
2e-z7 2%-> tan (z2y/2) 


一 


这 时 得 出 的 积分 结果 为 户 一 一 Tia5C5772 

可 见 ， 得 出 的 化 简 结 果 显 然 不 同 于 原 也 数 。 由 simple(fi1-f2) 语句 将 其 和 原子 数 
理论 值 相 减 ， 则 可 以 得 出 误差 为 0， 表明 二 者 实际 上 是 完全 一 致 的 , 但 由 于 积分 顺序 选 
择 不 同 ， 得 不 出 实际 的 最 简 形 式 。 





2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


法 国 数学 家 Pierre-$imon Laplace (1749-1827) 引入 的 积分 变换 可 以 巧妙 地 
将 一 般 常 系数 微分 方程 映射 成 代数 方程 ， 葛 定 了 很 多 领域 , 如 电路 分 析 、 自 动 控 
制 原理 等 的 数学 模型 基础 。 本 节 将 首先 介绍 Laplace 变换 及 反 变 换 的 定义 与 性 质 ， 
然后 介绍 利用 MATLAB 求解 Laplace 变换 及 反 变 换 的 方法 与 应 用 。 


2.2.1 Laplace 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
一 个 时 域 函数 太太 的 Laplace 变换 可 以 定义 为 


ZUOI= | Te = (2-2-1) 


式 中 ， 和 [8f] 为 Laplace 变换 的 简单 记号 。 
下 面 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Laplace 变换 的 性 质 。 
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和 


Q@ 线性 性 质 若 a 与 8 均 为 标量 , 则 乡 [ej 昌 十 bg 的 ] = a22[Fb] 士 22[g 的 ]。 
@ 时 域 平移 性 质 .2[ At - a)] = es 严 (s)。 

时 s 域 平移 性 质 .2[e-“ jb = 下 (s 十 ao)。 

田 微分 性 质 .2id" pb)/dt] = sF(s) - AO+)， 一 般 地 ， 对 寻 2 阶 微分 有 








dn ， ,dfO+ dn-17(0+ 
2 E 1 一 snF(s)-s"-1F(O+) -8 | (2-2-2) 
若 假设 函数 /fi) 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0, 则 式 (2.2_2) 可 以 简化 成 
dj 。 
2| 本 一 3" 天 (s) (2-2-3) 
此 性 质 事实 上 是 微分 方程 映射 成 代数 方程 的 关键 式 子 。 
@@ 积分 性 质 若 假设 零 初 始 条 件 ， 乡 | fdr| _ 名 ， 一 般 地 ,函数 六 
站 
的 宛 重 积分 的 Laplace 变换 可 以 由 下 式 求 出 。 
本 下 二 已 (s) 
2 | yanr| -全 (2.2 


初 值 性 质 1im 太太 三 Tim SF(S)。 
@) 终 值 性 质 如 果 已 (s) 没有 s > 0 的 极点 ， 则 jim ji) = lim sF(s)。 
卷 积 性 质 和 [7 的 *9gO 芍 | 三 芭 [LAO] 双 [gb 式 中 , 卷 积 算 子 * 的 定义 为 


下 


10*9 的 = | foot- nar= | 7e-nomdr (2-2.5) 


0 


@) 其 他 性 质 


dd 天 罗 
[mb] = (Dr"S 乡 中 - | | F(s)ds" (2-2-6) 
如 果 已 知 函 数 的 Laplace 变换 式 严 (s), 则 可 以 通过 下 面 的 反 变换 公式 求 出 其 
Laplace 反 变 换 
十]ce 


0 = 2-1F(sj] = 二 | 严 (s)estds (2-2-7) 


站] CI 一 ]co 


其 中 o 大 于 天 (s) 奇 点 的 实 部 , 奇 点 的 概念 将 在 后 面 给 出 。 





2.2 Lapjlace 变换 及 反 变 摘 


和 


2.2.2 Laplace 变换 的 计算 机 求解 


求解 已 知 函 数 的 Laplace 变换 用 数值 编程 的 方式 是 无 法 实现 的 , 如 果 和 需要 
来 用 计算 机 来 求解 这 样 的 问题 ， 必 须 借 助 于 计算 机 数学 语言 ， 如 本 书 介 绍 的 
MATLAB 语言 。MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 可 以 轻松 地 求解 Laplace 变 
换 问 题 。 具 体 的 变换 及 反 变 换 问 题 的 求解 步骤 如 下 : 
中 定义 符号 变量 缚 这 样 就 能 描述 时 域 表 达 式 Fun 了 。 和 前 面 介 绍 的 内 容 一 
样 ， 申 明 符号 变量 可 以 用 syms 命令 实现 。 
@) 直接 调用 1aplace() 函数 , 就 可 以 求解 出 所 需 的 时 域 函 数 Laplace 变换 式 
子 。 该 数 的 调用 格式 为 
F=1aplace(Fun) % 采用 默认 的 上 为 时 域 变量 
F=laplace(Fun,v,u) % 用 户 指定 时 域 变量 v 和 复 域 变量 名 


还 可 以 考虑 采用 simple() 等 图 数 对 其 进行 化 简 。 
@) 对 复杂 的 问题 来 说 ,得 出 的 结果 形式 通常 难以 阅读 ,所 以 需要 调用 符号 运 
算 工 具 箱 的 pretty() 函数 或 1atex() 函数 对 结果 进行 进一步 处 理 。 可 以 
在 屏幕 上 或 利用 IFX 的 强大 功能 将 结果 用 可 读 性 更 强 的 形式 显示 出 来 。 
如 果 已 知 Laplace 变换 式 ， 则 应 该 首先 给 出 Laplace 变换 式 子 Fun， 然 后 采 
用 符号 运算 工具 箱 中 的 ilaplace() 函数 对 其 进行 反 变换 。 该 函数 的 调用 格式 为 
f=ilaplace(Fun) % 采用 默认 的 s 为 时 域 变 量 
f=ilapliace(Fun,z,v) “% 用 户 指定 时 域 变量 v 和 复 域 变量 名 屎 
获得 变换 式 子 之 后 也 可 以 对 之 进一步 化 简 和 改变 显示 格式 。 
例 2-12 已 知 函 数 1) = te-tsin2t， 试 求 取 该 了 数 的 Laplace 变换 。 
求解 分 析 原 题 ， 可 以 先 申明 上 为 符号 变量 ， 再 用 MATLAB 语 白 表示 给 定 的 16) 函 
数 ， 然 后 就 可 以 用 下 面 的 语 多 立即 得 出 该 函数 的 Lapblace 变换 为 
>> Syms 七 ; f=tkexp(-3x*t)*Ssin(2*+*t); JIaplace(f) 
5 十 纪 


由 前 面 的 语句 可 以 直接 得 出 变换 结果 ly- “+3 
4(1/4(s 十 3)2 十 1 


si 十 7s2 十 24s 十 24 
‖ 2- 趟 来 3 = 一 ~ 于 ] zi 。 
僻 信条 日 (9 一 TO 二 站 2 二 805 二 2 的 Taplace 反 灾 所 
s 十 7s2 十 245 十 24 


解 不 出 ， 该 反 变 换 实 际 上 就 是 系统 G(sj = 一 一 -一 一 一 一 一 
求 难看 是， 反 恰 换 搓 际 全 系统 昌 5 十 10s5 十 35s2 十 505 十 24 
跃 响应 解析 解 。 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 该 问题 。 

>> Syms S; Y=(S “3+7*xS ”2+24+S+24)/SV/(sS "4+10+*S ”3+35*S~2+50*+S+24) ; 
ilaplace(Y) 





的 阶 
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这 样 可 以 得 出 反 变 换 的 结果 为 gt 一.22 [YY(s]=1--e 一 e 二 一 e 人 十 2e734。 
例 2-14 试 求 出 下 面 函数 的 Laplace 反 变 换 。 


G(z) = -17z5 一 7z4 二 273 十 22 一 w 十 1 
二 15 二 14824106z3 二 157 二 757 十 17 


求解 从 原来 给 出 的 问题 ， 似乎 用 下 面 的 语句 就 能 直接 求解 出 所 需 结果 。 
>> SymS X 七 ; G=(-17*Xx ~“5-7 了 #X~4+2kXx ”3+X、2-X+1) ..， 
/(x ~6+11*x>“5+48*+Xx ”~4+106*+X”"3+125*Xx>2+75*X+17) ， 
f=ilaplace(G,x,t) 
得 出 的 结果 为 
-1/31709+rkSum((\39275165+45806941*_alpha"`4+156459285*_alpha+ 
5086418*_alpha`5+149142273*_alpha`3+221566216*_alpha~2)*exp(_alphax#t) ， 
_aipha = Root0f(_Z~6+11*+_Z~5+48*_Z~4+106*_Z~3+125*_Z-2475#+_Z+17)) 
而 事实 上 ， 该 方法 并 不 能 求 出 有 意义 的 结果 。 这 是 因为 分 母 多 项 式 对 应 的 方程 
的 解 不 存在 解析 解 ， 所 以 导致 原 问题 不 存在 解析 解 。 若 利用 MATLAB 的 变 精 度 算法 
simple(vpa(jf ,16)) ， 则 可 以 得 出 高 精度 的 数值 解 。 因 篇 幅 所 限 ， 这 里 只 能 给 出 其 近 
似 结 果 ， 即 
一 556.256e ”十 537.286e -25309: cos (0.39976t) -- 698.247e-2.5309t sin (0.39976) 
十 1.75893e- “+ Cos (0.6021t) 十 10.9942e-107776t sin (0.6021t 十 0.2126e 一 0.52; 
注意 ， 由 于 这 里 涉及 高 阶 多 项 式 方程 的 求解 ， 而 该 方程 本 身 并 没有 解析 解 ， 所 以 
这 个 问题 也 只 能 求 出 高 精度 的 数值 解 ， 但 无 法 求 出 解析 解 ， 因 为 解析 解 根 本 不 存在 。 
例 2-15 对 例 2-12 给 出 的 原 函 数 四， 试 研究 2[d5F(b/dt5] 和 s5.22[F 昌 ] 的 关系 。 
求解 如 果 想 求解 这 样 的 问题 ， 可 以 利用 符号 运算 工具 箱 中 的 diff () 函数 对 函数 广 ( 
求 五 阶 导 数 ， 再 进行 Laplace 变换 ， 则 
>> Syms 七 ; T=ty+rexp(-~3*+t)*sin(2+t)i F=simple(1aplace(diff(f,t,5))) 
16178” 十 5655s 十 7774 十 150s3 
对 jb 进行 Laplace 变换 ,并 将 变换 结果 乘 以 s5， 将 得 出 的 结果 与 前 面 直 接 得 出 
的 结果 相 减 ， 则 
>> Syms Si F0=1Iaplace(f); simple(F-s~5*FO) 
这 样 得 出 二 者 之 差 为 -48 十 36s 一 184。 由 于 二 者 之 差 不 为 0， 所 以 看 起 来 和 式 (2-2-3) 
且 不 同 的 。 这 是 因为 Ji) 函数 育 (0) = 0,， 但 其 各 阶 导数 在 二 = 0 处 的 值 不 为 0， 故 不 
满足 式 (2-2-3)， 而 满足 式 (2-2-2)。 


名 
例 2-16 试 推导 出 儿 | | 的 微分 公式 。 


可 以 得 出 Laplace 变换 为 -4 


已 








2 ap ace 变换 及 反 变 换 3 
求解 MATLAB 的 特 号 运算 工具 箱 还 可 以 进行 一 些 简单 的 Laplace 变换 公式 推导 。 假 
设想 导出 j 昌 的 8 阶 导 数 的 Laplace 变换 ， 首先 应 该 先 定义 一 下 大 昌 函数 ， 这 可 以 通 
过 如 下 语句 实现 ， 并 推导 出 8 阶 导 数 的 Laplace 变换 公式 。 
>> Syms 了 七; y=Sym()f(t)); 1aplace(diff(y,t,8) ) 
这 样 将 得 出 如 下 的 结果 ， 这 和 式 (2-2-2) 中 的 结论 是 完全 一 致 的 。 
s(5(s(5(s(s(s(5F(s) 一 0) 一 0)) 一 FOOD)) 一 P2 (0)) 一 /2 (0)) 一 FA(O) 一 Fo(0) 一 FD0(0) 


2.2.3 控制 系统 的 传 冲 函 数 模 型 


利用 Laplace 变换 的 微分 性 质 就 可 以 将 难以 处 理 的 微分 方程 变换 成 代数 方 
程 , 从 而 可 以 建 记 起 系统 的 传递 国 数 模型 。 本 节 首 先 通过 一 个 简单 的 串联 RELC 电 
路 来 演示 实际 系统 的 微分 方程 建 模 ,引入 连续 系统 的 传递 函数 与 零 极 点 模型 表示 ， 
介绍 这 些 模 型 直接 的 相互 转换 方法 ， 然 后 通过 Laplace 反 变 换 的 方法 得 出 典型 二 
阶 系统 阶 跃 响应 解析 解 的 简洁 表示 方式 。 


1. 控制 系统 的 数学 模型 


一 下 这 里 以 一 个 实际 系统 为 例 来 介绍 系统 模 
| 型 的 推导 。 考虑 图 2-3 中 给 出 电阻 丸 ， 电 感 区 
"的 it 2 丁 交 和 电容 C 以 串联 形式 连接 起 来 的 电路 图 。 电 
| 1]/ 流 ; 思 满足 方程 
图 2-3 RLC 串联 电路 mduc 人 bb) 
iD) = C 一 人 (2-2-8) 


同时 ,可 以 写 出 电容 元 件 两 端的 电压 we(t 的 方程 表示 为 


ut) 一 有 Ri 上 十 7 十 uc 人 ( 旭 (2-2-9) 
从 这 两 个 方程 可 以 写 出 
LCSLetb) 量 ) 十 RCSes) 5 十 2e 人 (有 一 写 (人 b (2-2-10) 


这 时 式 (2-2-10) 为 一 个 二 阶 常 微分 方程 ， 这 个 方程 称 为 该 电路 的 数学 模型 ， 
其 中 心 全 为 系 统 的 输入 信号 uc 人 tb) 为 输出 信和 号。 连续 动态 系统 的 数学 模型 一 般 都 
可 以 表示 成 常 微分 方程 的 形式 。 更 一 般 地 ,假设 系统 的 输入 信和 号 为 (办 ， 且 输出 
信和 号 为 y( 轨 ， 则 线性 系统 的 微分 方程 可 以 写成 

入 了 一] 
O 十 2 十 十 CQ 2 十 Qn Hg 人吉 


da 人 (tj dm-lu 人 6 du 人 tb) 
十 加 





(2-2-11) 











十 DLL 
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其 中 只 又 称 为 系统 的 阶 次 。 

2. 控制 系统 的 传递 函数 模型 

由 于 很 久 以 前 并 没有 微分 方程 的 实用 求解 工具 , 所 以 可 以 利用 Laplace 变换 ， 
对 微分 方程 进行 变换 ， 将 其 映射 成 代数 方程 来 求解 。 假设 y() 信号 的 Laplace 变 
换 式 为 了 (s)， 并 假设 该 信号 及 其 各 阶 导 数 的 初始 值 均 为 0, 将 Laplace 变换 的 重 
要 性 质 .经 [dsgy 人 轨 /dtk] = ssy(s) 代入 式 (2-2-11) 中 给 出 的 微分 方程 , 则 可 以 巧妙 
地 将 微分 方程 映射 成 多 项 式 方程 。 输 出 信号 和 输入 信号 Laplace 变换 的 比值 定义 
为 增益 ， 该 比值 又 称 为 系统 的 传递 函数 ， 从 变换 后 得 出 的 多 项 式 方 程 可 以 立即 得 
出 单 变量 连续 线性 系统 的 传递 函数 为 





sm 十 sm 十 :十 加 5 十 了 
G() 一 也 s 十 05” 十 十 bms 十 bm (2.2.12) 
US) 0a18" 十 Q28s" 1 十 assn 2 十 十 ans 十 Qnr+l 


其 中 已 人 一 1 , 上 1 与 o (= 1 十 卫 为 常数 .这样 的 系统 又 称 为 线 
性 时 不 变 (linear time invariant，LII， 又 称 为 线性 定常 ) 系统 。 系 统 的 分 母 多 项 
陈 叉 称 为 系统 的 特征 多 项 式 。 对 物理 可 实现 系统 来 说 ,一 定 要 满足 mm 乏 见 ， 这 种 
情况 下 又 称 系统 为 正则 (proper) 系统 。 若 ?mm < 7， 则 称 系统 为 严格 正则 。 m” 一 和 
义 称 为 系统 的 相对 阶 次 。 

从 式 (2-2-12) 中 可 以 看 出 ， 传递 函 数 可 以 表示 成 两 个 多 项 式 的 比值 ,在 
MATILAB 语言 中 , 多 项 式 可 以 用 向 量 表示 。 依照 MATLAB 惯例 , 将 多 项 式 的 系 
数 按 s 的 降 帮 次 序 表示 就 可 以 得 到 一 个 数值 向 量 , 用 这 个 向 量 就 可 以 表示 多 项 式 。 
分 别 表示 分 子 和 分 母 多 项 式 后 ， 再 利用 控制 系统 工具 箱 的 tf () 函数 就 可 以 用 一 
个 变量 表示 传递 函数 变量 G: 


Dum= [2 ,bo ，， 站 ,Drm pm 二 1] den= [al 2 On CQmn 二 1 ; 
C=tf (num ,den) ; 


MATLAB 还 文 持 另 一 种 特殊 的 传递 函数 的 输入 格式 ,在 这 样 的 输入 方式 下 ， 
应 该 用 s=tf('s?) 先 定义 传递 函数 的 算 子 , 然后 用 类 似 数学 表达 式 的 形式 直接 
答 入 系统 的 传递 函数 模型 ,下面 将 通过 例子 演示 这 两 种 输入 方式 。 
s3 十 7s2 十 24s 上 +24 
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例 2-17 考虑 传递 函数 模型 G(s) 50 和 GE， 用 下 面 的 语 各 就 可 


以 轻易 地 将 该 数学 模型 输入 到 MATLAB 的 工作 空间 。 
>> num=[1 7 24 24]; den=[1 10 35 50 24] ; % 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 区 
G=tf num,dqen)  % 这 样 就 能 获得 系统 的 数学 模型 G 
如 果 采 用 后 一 种 输入 方法 ， 同 样 可 以 输入 系统 的 传递 邓 数 模型 ， 二 者 完全 一 致 。 


>> S=tfk('s'); 兴 先 定义 Laplace 算 子 5， 然 后 输入 传递 函数 
G=(s “3+7*Ss “2+24+8+24)/(sS “4+10*S"3+35+s “2+50xS+24) 





2.2 Laplace 变换 及 反 变 换 


昌 


上 面 模 型 很 容易 输入 ,方法 很 直观 , 但 如 果 分 子 或 分 母 多 项 式 给 出 的 不 是 完 
全 展开 的 形式 , 而 是 若干 个 因 式 的 乘积 , 甚至 包括 其 他 运算 , 则 采用 前 一 种 输入 方 
式 很 烦 瑛 ,直接 采用 后 一 种 方式 显得 更 直观 。 下 面 通 过 两 个 例子 可 以 演示 这 样 的 
输入 方法 。 
例 2-18 试 将 CG(s) 一 7 +5 
(s 十 1)3(s2 十 2s 十 3)(s2 十 7) 
求解 由 于 这 里 给 出 的 是 因 式 型 的 分 子 、 分 母 ， 所 以 需要 首先 定义 5 工 子 ， 然 后 可 以 由 
下 面 语 名 直接 输入 该 传递 函 数 。 
>> S=tf()s)); G=7*(S 2+5)/(s+1)-3/(s "2+2*8S+3)/(S>2+7) 
% 或 G=7+k(sS ~2+5)/((s+1) ~3*x(sS ~2+2*xS+3)*(S~2+7) ) 
可 以 得 出 系统 的 传递 函数 为 
Cl(s) 一 


模型 输入 到 MATLAB 工作 空间 。 


7s“ 十 35 
57 十 5s6 + 19s5 十 51s4 上 95s3 十 115s2 十 77s 十 21 


3 所 之 
例 2-19 试 将 传递 函数 G(s) = -二 5s 荆 5) 二 < 栓 入 到 MATLAB 工作 空间 。 


si(s 十 1j[(s-F2)2 十 2] 

求解 可 以 看 出 ， 这 里 给 出 的 传递 函 数 分 母 含 有 多 项 式 混合 运算 ， 因 为 多 项 式 内 部 含 
有 (s 十 5) 十 5 项 ,用 第 一 种 输入 方式 会 很 烦琐 ， 所 以 可 以 用 第 二 种 方式 直接 利用 算 子 
法 输入 系统 的 传递 沁 数 模型 

>> S=tf("s)); G=(s “3+5*(S+5) “2+4)/(s-3*k(s+1)*((s+2) ~242) ) 
s 十 5s 十 50s 十 129 
S6 十 5s5 十 105s4 十 6s3 

这 里 , 传递 函数 对 象 G 除了 分 子 和 分 母 多 项 式 外 , 还 有 其 他 各 种 各 样 的 属性 ， 
如 Ts 为 采样 周期 属性 ，iopelay 属性 则 表示 其 延迟 时 间 常 数 。MATLAB 的 t 
对 象 还 允许 携带 其 他 信息 (或 属性 )， 其 全 部 属性 可 以 由 set (tf) 命令 列 出 。 
例 2-20 若 系统 的 时 间 延 迟 常 数 为 了 一 2， 即 系统 模型 为 G(sje-2s， 则 可 以 用 下 面 的 
命令 输入 G.ioDelay=2 。 

由 前 面 的 例子 可 以 看 出 ,在 MATLAB 语言 环境 中 表示 一 个 传递 函数 模型 是 很 容 
黎 的。 如 果 有 了 传递 函数 模型 @G， 还 可 以 由 tfdata() 函 数 来 提取 系统 的 分 子 和 分 母 多 
项 式 ， 即 

>> [num,den]j=tfdata(G,V') % 其 中 2v， 表示 想 获得 数值 
该 语句 可 以 提取 出 分 子 和 分 母 多 项 式 系数 向 量 

9 三 [0,0,0,.1,5,50,129], dg = [5,.10,6.0,0.0] 

更 简单 地 ， 还 可 以 通过 下 面 语 名 提取 传递 函数 的 分 子 和 分 母 多 项 式 。 

>> num=G.numnt1jy; den=G.den{f1}y; % 可 以 直接 提取 分 子 和 分 母 多 项 式 
这 里 {1 上 实际 上 为 {1,1}， 表 示 第 1 输入 和 第 1 输出 之 间 的 传递 函数 ， 该 方法 直接 适 
合 于 多 变量 系统 的 描述 。 








可 以 得 出 系统 的 传递 通 数 为 G(s) = 


心 


昌 
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3. 系统 的 零 极 点 模型 及 MATLAB 表示 
零 极点 模型 实际 上 是 传递 函数 模型 的 另 一 种 表现 形式 ， 对 原 系 统 传递 函数 的 
分 子 和 分 母 分 别 进行 分 解 因 式 处 理 ,， 则 可 以 得 出 系统 的 零 极 点 模型 为 


Grs) =- (s 一 2)(s 一 2) (5 一 2 


Go 9 


其 中 天 称 为 系统 的 增益 ，2i (= 1 ,mm) 和 Pi (= 1 ,7) 分 别称 为 系统 的 
或 者 以 共 秘 复数 的 形式 出 现 。 

在 MATLAB 下 表示 零 极 点 模型 的 方法 很 简单 ， 先 用 向 量 的 形式 输入 系统 的 
零 反 和 极 点 ， 然 后 调用 zpk() 函数 就 可 以 输入 这 个 零 极 点 模型 了 。 


z=[z; 22; 2]; D=[pii pz; ;pn]; 
C=ZPKCZ，D， 玫 ) ; 


其 中 前 面 两 个 语句 分 别 输入 系统 的 零点 列 向 量 > 和 极点 列 向 量 p， 后 面 的 语句 可 
以 由 这 些 信息 和 系统 增益 构造 出 系统 的 零 极 点 模型 对 象 G。 堆 极点 模型 也 有 自己 
的 诸多 属性 , 包括 采样 周期 属性 Ts 和 延迟 时 间 常 数 ioDelay。 
、、 bls 十 5)(s 十 2 十 j2)(s 十 2 一 记 
例 2-21 试 输入 零 极 点 模型 CUs) -- 本 
求解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 输入 这 个 系统 模型 
>> P=[-13;-2;-33;-4] ; % 注意 应 使 用 列 向 量 ， 另 外 注意 符号 
Z=[-5; -2+21; -2-2i]; G=zpk(Z,P,6) 
之 
可 以 输入 系统 的 零 极点 模型 ， 并 显示 为 G(s) 一 站 
注意 在 MATLAB 的 零 极 点 模型 显示 中 ,如 果 有 复数 零 极点 存在 ， 则 用 二 阶 多 项 
式 来 表示 两 个 因 式 ， 而 不 直接 展 成 一 阶 复数 因 式 。 
用 s=zpk('s') 定义 零 极 点 形式 的 Laplace 算 子 ， 同 样 能 输入 零 极 点 模型 。 
>> S=ZPK(C72S 72) ; 
G=6*+*(S+5)*(S+2+21)#(S+2-21)/((sS+1)*k(sS+2)#(s+3)*k(sS+4) 1) 
4. 多 变量 系统 的 传递 函数 矩阵 模型 
多 变量 系统 的 传递 函数 矩阵 可 以 写成 


91l1(5) gli2(5) 9ip(S) 


9g2i(5) gaz(5) …: 9g2p(3) 


Cr(s) 王 (2-2-14) 


as) gas os 
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其 中 gif(s) 可 以 定义 为 第 ! 路 输出 信号 对 第 7 路 输入 信号 的 放大 倍数 ， 称 为 (7) 
子 传递 函数 。 多 变量 系统 的 传递 函数 矩阵 的 输入 方法 也 很 简单 、 直 观 ， 可 以 先 输 
入 各 个 子 传递 函数 ,然后 用 矩阵 输入 的 命令 就 可 以 构造 出 系统 的 传递 函数 矩阵 。 


例 2-22 试 将 下 面 带 有 时 间 延 迟 的 多 变量 传递 函数 矩阵 由 输入 到 MATLAB 环境 。 








0.1134e- 0.924 
Ge 1.785s2 十 4.48s 十 1 2.07s 十 1 
S1 一 
0.3378e 一 0.3s 一 0.318e 一 1.29s 


0.361s2 + 1.09s 十 工 2.93s 十 1 


求解 对 这 样 的 多 变量 系统 ， 只 需 先 输入 各 个 子 传递 函 数 甜 阵 ， 再 按照 常规 矩阵 的 方 
式 输 入 整个 传递 函数 天 阵 。 具 体 的 MATLAB 命令 如 下 : 
>> gll=tf(0.1134, [1.78 4.48 1] ,ioDpelay:,0.72) ; 
g12=tf(0.924, [2.07 1]) ; 
g21=tf(0.3378, [0.361 1.09 1] ,ioDpelay，,0.3) ; 
gE22=tf (-0.318, [2.93 1] ,ioDelay:',1.29) |; 
G=[Lg11，g12; g21，8g22] ; % 和 和 阵 定义 一 样 ， 可 以 输入 传递 函数 答 阵 
这 样 的 传递 函数 短 阵 还 可 以 由 下 面 的 方法 输入 ， 即 输入 各 个 不 带 延 迟 的 子 传 递 函 
数 ， 构 造 传递 表 数 答 阵 ， 再 重新 赋值 其 ioDelay 属性 ， 亦 即 
>> gl1l=tf(0.1134, [1.78 4.48 1]); gl2=tf(0.924,[2.07 1]); 
g21=tfi(0.3378, [0.361 1.09 二); g22=tf(-0.318,52.93 1]); 
G=[LgllL1，gt2; g21，g22] ; 
G.iopelay=[0.72 0; 0.3，1.29]; % 再 设置 时 间 延 迟 天 阵 
其 中 的 (2,1) 子 传递 函数 可 以 用 G(2,1) 语句 直接 提取 出 来 。 
5. 传递 函数 和 零 极点 模型 的 相互 转换 
显而易见 ， 式 (2-2-12) 中 定义 的 传递 函数 模型 和 式 (2-2-13) 中 表示 的 零 极 
反 模 型 是 描述 同样 微分 方程 模型 的 不 同 表示 形式 。 对 零 极 点 模型 进行 展开 处 
理 则 得 出 传递 函数 模型 ， 而 对 传递 函数 进行 因 式 化 则 可 以 得 出 系统 的 零 极 点 模 
型 。MATLAB 中 提供 了 更 简洁 的 方法 。 假 设 G 和 G; 分 别 表示 传递 函数 和 有 截 极 
点 模型 , 则 它们 之 间 的 相互 转换 可 以 由 Gi=zpk(G) 和 G=tf(G) 直接 求 出 。 
6. 二 阶 典 型 系统 的 阶 跃 响应 解析 解 推导 


在 控制 理论 教材 中 经 常 将 一 阶 典 型 系统 G(s) - 过 作为 研究 


对 象 ， 研究 其 阶 跃 响应 曲线 。 根 据 不 同 的 5 取 值 , 将 系统 分 为 无 阻尼 、 欠 阻尼 、 等 
阻尼 和 过 阻尼 四 种 情况 考虑 , 每 种 情况 有 自己 的 阶 跃 响应 解析 表达 式 。 
利用 Laplace 变换 与 反 变换 技术 , 给 出 下 面 的 语 各 


>> SymSs Z S; Syms WwW positive; G=wn"2/(s "2+2+zkwn#kS+Wn、2) ， 


R=JlapJace(Sym(1) ) ; y=ilaplace(G#R) 
则 可 以 直接 推导 出 二 阶 系统 阶 跃 响应 的 统一 表达 式 为 


WE 呈 (wat) 四 CSsinh 站 


(2-2-15) 
Cn Cd 


式 中 wa = V62 -1 wn。 注意 , 该 通 解 不 能 处 理 C = 1 时 的 系统 响应 ， 但 在 数值 上 
用 (=1--e 即 可 以 求解 , 或 采用 式 y( 切 =1 十 (--wnt 一 1)e-eat 直接 求解 。 

例 2-23 试 绘制 在 wn = 1 时 ,不 同 5 值 下 的 对 象 二 阶 系 统 阶 路 响应 表示 。 

求解 可 以 令 wn = 1， 这 时 用 循环 结构 就 可 以 得 出 响应 数据 ， 并 绘制 出 阶 跃 响应 曲线 ， 
如 图 2-4 (a) 所 示 。 另 外 , 利用 MATLAB 语言 的 三 维 表面 图 绘制 技术 还 可 以 得 出 阶 跃 
响应 是 三 维 曲面 表 示 ， 如 图 2-4 (b) 所 示 。 





(a) 阶 跃 响应 曲线 (b) 阶 跃 响应 三 维 曲面 
图 2-4 典型 二 阶 系统 的 阶 跃 响应 曲线 
>> Wn=1; zeta=[0:.1:0.9 1-eps， 10121.5] 050.05410: y= [] ; 
for Z=Zzeta，Wwd=sqrt(z>`2-1)*vwn ; 
y=[y; -w+exP(-Z#ywn#t) .*[Cosh(wd#t)/Vwn+z#ksinh(wdx#t)/Vwd]] ， 
end 


plot(t,y) ，figure， Surf (t,zeta,y) ， shadqing flat 


2.3 ”Fourier 变换 及 反 变 换 


类 似 于 前 面 介 绍 的 Laplace 变换 ， 可 以 将 时 域 信号 通过 积分 变换 的 方法 变换 
成 复 变 量 s 的 函数 ，Fourier 变换 引入 频 域 变量 将 时 域 函 数 映射 成 频 域 变量 w 
的 函数 。Fourier 变换 的 性 质 类 似 于 Laplace 变换 ， 基 于 MATLAB 的 求解 方法 也 
类 似 于 Laplace 变换 。 本 节 将 介绍 Fourier 变换 的 定义 、 性 质 及 求解 方法 ， 并 将 介 





2.3 Fourier 变换 及 反 变 换 


间 


绍 MATLAB 不 直接 支持 的 ， 而 在 实际 中 有 用 的 各 种 其 他 形式 的 Fourier 变换 与 
求解 方法 。 


2.3.1 给 定 函 数 的 Fourier 级 数 展开 


给 定 周期 性 数学 函数 Fz), 其 中 , z E [元 万, 且 周 期 为 了 = 2 可 以 人 为 
地 对 该 函数 在 其 他 区 间 上 进行 周期 延 拓 , 使 得 六 z) = JET +z),， 大 为 任意 整数 ， 
这 样 可 以 根据 需要 将 其 写成 下 面 的 级 数 形式 。 


jz) 一 也 十 2 (ww COS 记 十 pb Sin 本 7 (2-3-11) 


其 中 ， 
1 f 7 下 
an 一 一 帮 Ichj cos 一 -d0、 刀 一 0.12. 
也) 7 了 
1 (2-3-2) 
0 一 了 | Flzjsin dr ?二 12;3)…: 
的 下 
该 级 数 称 为 Fourier 级 数 ,， 而 Q, ,又 称 为 FEourier 系数 。 若 ze (a, 妆 ， 则 可 以 计 
(一 二 ;了 ) 区 间 上 的 函数 ,可 以 对 之 进行 Fourier 级 数 展开 , 再 将 企 = 盖 大 一 a 转 
换 成 和 的 图 数 即 可 。 
MATLAB 和 Maple 语言 均 未 直接 提供 求解 Fourier 系数 与 级 数 的 现成 函 
数 。 其 实 由 上 述 公式 不 难 编写 出 解析 或 数值 的 Fourier 级 数 求解 函数 。 其 中 解析 
遇 数 如 下 : 
function [A,B,F]=fseries(f,x,p,a,b) 
If narglin==3，a=-~pi;i b=pi;i end 
L=(b-a)/2; if a+b，f=subs(f,Xx,Xx+L+a) ，end 
A=int(f,x,-L,L)/L; B=[] ; F=A/2; 
for D=T:P 
an=int(fkcos (nkpIiryrX/AL) ,X,-L,L)VAL; 
bn=int(f*#ysin(nrkpiyx/AL) ,x,-L,L)/L;i A=[A，an];i B=[B,bn]， 
F=F+an#kCos (nyPpikrXV/L)+bnkrsin(nkypiz#XAL) ; 
end 
if a+b，F=subs(F,Xx,X-L-a)，end 


该 函数 的 调用 格式 为 
[4 ,如 ,大 =fseries(p,z,p,aD) 
其 中 ， /为 给 定 函 数 ，z 为 自 变量 ，?2 为 展开 项 数 ，a,) 为 过 的 区 间 ， 可 以 省 略 
取 其 输 认 值 [|-r*, xj,， 得 出 的 4, 万 为 Fourier 系数 ,， 玉 为 展开 式 。 仿 照 解析 解 
fseries() 函数 其 实 不 难 写 出 其 数值 版 , 有 兴趣 的 读者 可 以 自己 试 一 试 。 
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例 2-24 试 求 给 定 函 数 y =zZ(z 一 rz 一 2r),zeE(0,2r) 的 Fourier 级 数 展开 。 
求解 上 述 给 定 函 数 的 Fourier 级 数 展开 可 以 很 自然 地 用 下 面 的 语句 得 出 。 
>> SymS Xj 节 =X(X-Pi)*(X-2*pi) ; 
[A,B,F]=fseries(f,x,12,0,2*pi); latex(F) 
这 样 ， 可 以 得 出 前 12 项 的 Fourier 级 数 展开 为 


3 寺 3 2 ] | 
中。 全， | 
让 2 二 2 人 十 7 sin 27 十 jsin37 十 16 sin 7T 十 ]155 sin 52 十 1 sin 62 十 343 sin 77 


4 3 12 1 
nn 


128 243 250 1331 144 
12 
其 实 ， 该 展开 的 解析 表达 式 为 flz) = 》、-5 sinm。 
了 二 


例 2-25 考虑 (一 rr) 区 间 的 方 波 信号 ,假设 Z > 0 时 = 1， 否则 y = -1， 试 对 该 方 
波 信号 进行 Fourier 级 数 拟 合 ， 并 观察 用 多 少 项 能 有 较 好 的 拟 合 效果 。 
求解 给 定 的 函数 可 以 由 fl(z) = |zl/z 表示 ， 故 由 下 面 语 句 可 以 容易 地 生成 区 轴 数 据 
点 ， 求 出 理论 的 方 波 数值 ， 并 通过 不 同 阶 次 的 Fourier 级 数 展 开 去 拟 合 原来 的 方 波 函 
数 。 得 出 的 曲线 如 图 2-5 (a) 所 示 。 
>> SymS X;i f=abs(X)/Xx;i 4% 定义 方 波 信号 

xx=[-Pi:pi/200:pi] ; xx=Xxx(xx-=0) ; xx=sort([xx,-eps,eps]) ; 

yy=Ssubs (f ,X,Xxx) ; Plot(xx,yy) ，hold on 

for D=1:20 

[a,b,f1]j=fseries(f,x,n); yl=subs(fl,x,xx); plot(xx,yl) 


end 





3 ”-6 一 4 


“9 -2 = 可 0 1 


2 
(a) 方 波 信号 的 Fourier 级 数 逼 近 
图 2-5 方 波 信号 的 Fourier 级 数 和 逼近 


才 6 


二 0 2 
(b) 大 范围 的 逼近 效果 


从 得 出 的 结果 看 ， 当 阶 次 等 于 10 左右 就 能 得 出 较 好 的 拟 合 ， 再 增加 阶 次 也 不 会 
有 显著 的 改善 效果 。 取 见 = 14， 则 Taylor 级 数 展 开 可 以 由 下 面 的 语句 具体 得 出 。 
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和 


>> [a,b,fl]j=fseries(f,Xx,14) fl 
Taylor 老 级 教 展 开 可 以 具体 表示 成 


sin 4sna3r 4sin5r 4snrr 4sng9r 48Smnlr 4sin1l3r 























/) 祥 4 3 5 去 并 
、 、 4 Sin(2 天 一 1)7 
从 该 结果 可 以 总 结 出 一 般 的 展开 公式 为 flz) 一 1》 (了 一， 另外 ， 应 该 注意 
开 一 1 


这 里 采用 的 Fourier 级 数 的 拟 合 范围 。 因 为 Fourier 级 教 是 假定 Fi 是 周期 函数 ， 而 原 
函数 本 身 则 不 是 ， 故 在 指定 的 (-r,r) 范围 内 拟 合 效果 比较 满意 , 但 此 范围 之 外 则 完全 
不 同 ， 见 图 2-5 (b)。 

>> XXx=[-2*xpi:pi/200:2*pi] ; XX=XX(XX~=0) ; XX=Sort([xx,-~eps,eps] ) ; 


YY=Subs (ft ,x,XxX) ; yl=Subs(1 ,X,XX) ; Pot(xx,y1,xx,yy) 


2.3.2 ”Fourier 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
Fourier 变换 的 一 般 定 义 为 


ZU = | Josedz 一 已 (w) (2-3-3) 
如 有 果 已 知 Fourier 变换 式 子 玉 (w)， 则 可 以 由 Fourier 反 变换 公式 反 演 出 太白 
函数 为 
] 


1 = = 去 | Rernau (2-3-4) 


这 里 仍 将 不 加 证 明 地 列 出 一 些 Fourier 变换 的 性 质 : 
山 线性 性 质 者 “ 与? 均 为 标量 , 则 多 [oj 的 士 bg 的 ] = a 多 [7 的] 十 多 [区 ]。 


@) 平移 性 质 .多 [JE 士 ao)] = etic 忆 (ww)。 
G@ 复 域 平 移 性 质 .多 [etictjb)] 三 下 (w 干 a)。 
凯 微分 性 质 .多 [djFb0/d = jw)， -一 般 地 ,7 阶 微分 可 以 由 下 式 求 出 。 


| 雹 1 = Genre (2-3.5) 
@ 积分 性 质 多 | fdr _ 定 2 一 般 地 ， 函 数 Fi) 的 m” 重 积分 的 
Fourier 变换 可 以 由 下 式 求 出 


国 二 1Odn| = 呈 (2-3-6) 
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日 和 人 


LU 


@@ 尺度 变换 多 [ffab] = 2 (2 
GO 卷 积 性 质 .多 [Fi)*g 提 ] = 多 [/ 本 多 [g(]， 卷 积 定义 仍 为 式 (2-2-5)。 


2.3.3 Fourier 变换 的 计算 机 求解 


和 Laplace 变换 一 样 , 应 该 先 申 明 符 号 变量 , 并 定义 出 原 函 数 为 Fun, 这 样 就 
可 以 按 如 下 的 格式 调用 Fourier 变换 求解 函数 fourier(), 得 出 该 函数 的 Fourier 
变换 式 。 
下 =Eourier(Eun) % 按 默认 变量 进行 Fourier 变换 
下 =fourier(Fun，v，V) % 将 2 的 函数 变换 成 的 孙 数 
给 出 了 Fourier 变换 表达 式 ， 则 可 以 通过 ifourier() 函数 求解 该 函数 的 
Fourier 反 变 换 问 题 。 该 函数 的 具体 调用 格式 为 
j =ifourier(Fun) % 按 默认 变量 进行 Fourier 反 变 换 
J=ifourier(Fun，，Vv) % 将 的 函数 变换 成 v 的 函数 
从 上 面 的 语句 可 以 看 出 , 如 果 定 义 了 已 知 函 数 ,， 则 可 以 用 一 个 语句 求解 出 其 
Fourier 变换 或 反 变换 式 子 , 变换 函数 的 调用 和 Laplace 变换 一 样 简单 。 
例 2-26 考虑 jb = 1/( 刀 +a2j,a > 0,， 试 写 出 该 数 的 Fourier 变换 式 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 原 函 数 的 Fourier 变换 。 
>> Syms 廿 wj SymSs 3a PositiVve; f=1/(t”"2+a”2); F=fourier(t ,tw) 
这 样 得 出 的 结果 为 |e- Heavisidefw) 十 eHeaviside( -| ， 其 中 Heaviside(w) 函 
数 为 w 的 阶 跃 函数， 又 称 为 Heaviside 泗 数 ， 其 数学 定义 为 
1 w 袜 0 


和 eavisideleo ) -| 0 其 他 取 什 (2-3-7) 
他 ww 


假设 > 0, 则 天 可 以 简化 成 Tree/a 车 w<0, 则 已 可 以 简化 成 zese/a， 喜 可 以 
将 上 述 结果 写成 多 [1(]= 一 
然而 ， 这 样 的 最 简 表 达 式 是 通过 MATLAB 语言 的 自动 化 简 功 能 无 法 得 出 的 。 对 
得 出 的 结果 进行 Fourier 反 变 换 ， 则 将 还 原 出 原 孙 数 。 
>> Syms 熙 Wi SymS a positive; f=pi*rexp(-a#kabs(w))/a;i ifourier(f) 
例 2-27 假设 时 域 函 数 为 j 王 sin2(at)/t， Q > 0， 试 来 出 其 Fourier 变换 。 
求解 由 给 定 的 式 子 ， 可 以 用 下 面 的 语句 获得 原 函 数 的 Fourier 变换 。 


>> Syms tt Wi; SymS a Positive; f=sin(a*t) ~2/t， fourier(fi ,ty,w) 
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二 


这 样 ， 得 出 的 结果 为 |Heaviside(e - 2a) 十 Heaviside(w 十 2a) 一 2Heaviside(w) 。 可 
见 ， 该 结果 仍然 依赖 于 Heaviside() 函数 ， 所 以 理解 Heaviside() 函数 将 使 得 用 户 能 得 
到 更 简单 的 形式 。 所 以 由 上 面 的 结果 可 知 : 当 ww > 2a, 则 3 个 Heaviside() 函数 的 值 均 
为 1 故 瑚 (w) = 0 车 ww 芝 -2a, 则 3 个 函数 的 值 均 为 0, 故居 (w) =0。 若 0<w<2a， 
则 第 2 和 第 3 个 Heaviside() 的 值 为 1， 故 下 (ww) = 一 jT/2。 当 0 > w > -2a0， 则 
Fw) = jr/2。 综 上 所 述 ， 原 通 数 的 Fourier 变换 可 以 化 简 成 


0 |w| > 2a 
.多 | 矿 昌 | = 
1) | 一 jxrsgnlw)/2， lw < 2a 
一 Sin 21. 之 
例 2-28 水 上 信和 覆 JIO | ”的 Fourier 变 。 
汪 < 


求解 该 已 知 函 数 可 以 由 单一 的 符号 函数 Fi) = ertsin2tHeaviside 人 ( 旭 表示 ， 故 其 
Fourier 变换 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 
>> Syms 七 ; f=exp(-t)*Ssin(2*kt)*heaviside(t); Simple(fourier(f) ) 
一 2 
其 从 换 结果 为 一 5 十 oo 一 2jw 


到 ?29 这 出 有 限 区 间 剖 数 fOO = 人 1 
0 上 四 > 了 
求解 由 给 出 的 表达 式 可 见 ， 很 难 用 单一 的 MALLAB 符号 函数 描述 整个 (函数 ， 
从 而 芋 用 fourier() 邓 数 求解 原 问题 ， 所 以 应 该 对 原始 思路 做 一 个 调整 ， 不 采用 该 邓 
数 ， 而 直接 由 定义 求解 原 问题 ， 这 样 可 以 给 出 下 面 的 语 各 

>> SymS 七 Wj F=Simple(Cint(C(1-abs( 人 七))*exp(-Sqzrt(-1)*w#t) ,tt,-1,17)) 
可 以 得 出 天 (wo) = 三 .多 [的 | = 2(1 -cosw)/w2 ， 


的 Fourier 变换 。 


2.3.4 Fourier 正弦 和 余弦 变换 
Fourier 正弦 变换 的 一 般 定 义 为 


多 sin|/ 划 三 | 人 sin(wbdt 三 天 (ww) (2-3-8) 
Fourier 余弦 变换 的 一 般 定 义 为 
. 乡 .os| 太 克 )] = | 太 四 cos(wtjdt = 严 (w) (2-3-9) 


相应 地 , 还 可 以 如 下 定义 Fourier 正弦 和 余 纺 反 变 换 为 


多 TI 玉 (二 | (wjsin(wbdo (2.3.10) 


二 


外 
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间 


多 rr! 玉 (= | 有 (wj cos(wtbjdw (2-3-11) 


类 似 于 Fourier 变换 ,还 可 以 定义 出 对 称 的 Fourier 正弦 和 余弦 变换 ， 即 在 正 
变换 中 乘 以 V2/r,， 反 变 换 除 以 V2/xr, 所 以 若 能 得 到 前 面 定义 的 变换 ， 就 可 以 转 
换 成 对 称 定义 的 变换 。 

MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 中 并 未 直接 提供 余弦 Fourier 变换 的 函数 ， 
所 以 可 以 考虑 有 来 用 符号 积分 的 方法 直接 求 取 余弦 Fourier 变换 。 下 面 将 提供 具体 
例子 演示 正 驼 和 余弦 Fourier 变换 的 推导 方法 。 

例 2-30 试 求 出 Fb 三 态 erota>0m 三 1.2 ,8 的 余弦 Fourier 变换 。 
求解 解决 这 样 的 问题 可 以 采用 循环 结构 ， 对 不 同 的 1 值 ， 可 以 用 直接 积分 的 算法 求 取 
Fourier 余 纹 变换 ， 并 将 得 出 的 结果 进行 化 简 ， 如 表 2-1 所 示 。 
>> SymS 七 W; Syms a PosjitivVe 
for 1=1:8 
f=t ~i*kexp(-ayt); F=int(frcos(wryt),t,0,inf); Latex(simple(F)) 
end 

在 前 面 给 出 的 命令 中 使 用 了 积分 解析 求解 的 int() 了 数 ， 该 函数 的 调用 格式 将 

在 第 4 章 中 详细 介绍 。 其 实 ， 按 照 数 学 手册 中 中 给 出 的 公式 ， 对 整数 .， 可 以 得 出 


多 也 一刀 上 | C 的 TEAm277 十 ] 2 二 
co [re = 可 (( 二 2 UmC2rt (二 (2-3-12) 


表 2-!1 7m 取 不 同 值 时 Fourier 余弦 变换 结果 








见 值 多 cos[F] 
1 4 co 一 ww 2(-o 二 3w2)a 6(-@2 十 20w 十 w2)(-a2 一 20w 十 w2) 24a(a4 一 10a2w2 十 5w4) 
Q2-w2)2 a2 十 w2)3 a2 十 w2)4 (ao2 十 2)5 
56 120( 一 a+w)(e 二 w)(a” 一 4oa 十 w2)(a? 二 de 二) 720( 一 a2 十 21a4w? 一 35w4a2 十 7w5)a 
? a2 十 WwW216 (a2 十 w2)7 
7 5040 (o4 十 4a3w 一 6a2w2 ~ 4aw3 十 4) (e4 一 4a3w -6a2w2 十 4aw3 十 4) 
- ”一 
a2 十 2) 
8 40320a (--o 十 3w2) (一 as + 33a4uw2 -- 27a2w4 十 3w6) 
a2 十 必 2 2 


MATLAB 语言 并 未 直接 提供 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 的 现成 函数 , 而 Maple 
语言 提供 了 Fourier 正弦 、 余 蓄 变 换 的 函数 ， 故 可 以 用 MATLAB 的 符号 运算 工 
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9 


具 箱 直接 调用 Maple 中 的 现成 函数 。 具 体格 式 为 


大 =maple(C:fouriersiny ,站 tw) % 求解 Fourier 正弦 变换 
上 =maple(:fouriercos ,站 ,t,w) % 求解 Fourier 余弦 变换 
fj =maple('invfouriersin:, 忆 ,wwt) 《求解 Fourier 反正 纺 变 换 
j=maple('invfouriercos ,已 ,wb 求解 Fourier 反 余 弦 变 换 


其 中 ,maple() 函数 是 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 的 函数 ， 人 允许 用 户 直 接 调 
用 Maple 中 的 有 关 函 数 ，:fouriersin， 等 是 Maple 中 的 函数 名 ， 其 余 参 数 是 
Maple 中 参数 的 格式 。 


例 2-31 重新 考虑 例 2-30 中 给 出 的 分 段 孙 数 ， 令 姥 = 6， 采 用 Maple 中 提供 的 现成 台 
数 求解 Fourier 余 纹 变换 问题 ， 并 试 着 对 结果 进行 Fourier 余弦 反 变换 。 
求解 利用 Maple 中 的 Fourier 余 履 变换 函数 和 反 变 换 函 数 可 以 得 出 如 下 的 结果 : 

>> Syms tt Wij Syms a positive 

f=t -6*exp(-a#t);i F=mapble(:fouriercos',f,t,w):，1atex(F]) 

该 结果 可 以 直接 表示 为 多 os[F( 划 | = PoV 4 一 21 邱 十 35 上 一 7 所) 。 

和 表 2-1 的 结果 相 比 可 见 ， 由 这 种 方法 得 出 的 不 是 式 (2-3-9) 中 给 出 的 变换 ， 而 是 
对 称 处 理 的 变换 结果 ， 亦 即将 该 式 得 出 的 结果 乘 以 V2/r 后 得 出 的 结果 。 
cos(t，0<<a 
0， 其 他 
求解 用 Maple 中 变换 方法 的 难点 在 于 表达 分 段 函 数 ， 所 以 仍 可 以 考虑 直接 通过 定义 
进行 变换 的 方法 。 研 究 定义 式 子 可 以 立即 发 现 ， 式 (2-3-9) 的 被 积 吸 数 在 tc (a oo) 区 
间 的 值 为 0 这样， 其 积分 亦 为 0， 故 整个 积分 问题 就 变 成 tc (0,aj 区 间 的 积分 问题 
本， 故 可 以 用 下 面 的 语 外 求 出 该 函数 的 Fourier 余弦 变换 为 


>> Syms 七 W;j Syms aa positive 


例 2-32 试 求 取 分 段 函 数 /Hb) = | 的 Fourier 余弦 变换 。 


ft=cos(t); F=sjimple(int(f*cos(wykt) ,t,0,a))，1atex(F) 


人 
得 出 的 结果 为 多 sos[f(i] = 全 士 光 sm (1 2 
Sin( 一 C 十 QLo ) sinfa 十 Qcu ) 


以 进一步 手工 化 简 为 .多 .os[F] = TO 二 Ga 


， 该 式 还 可 


2.3.5 离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 


离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 又 称 为 有 限 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 ， 和 前 面 介 
绍 的 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 相 比 ,， 其 积分 区 间 从 t < (0: co) 变 成 了 te (0,a), 故 
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和 和 


其 定义 为 
“ Tt “ 大 Tt 
Rs( 克 ) 一 | Fi sin 一 dt， 天 (KE) = | jb cos 一 下 (2-3-13) 
0 忆 0 亿 
相应 地 ， 可 以 定义 出 有 限 Fourier 正弦 、 人 余弦 反 变换 为 
太太 一 2 (K) sin 于 (2-3-14) 
1 2 一 KTt 
f 作 = 及 (D)+= 2 及 (Deos 一 (2-3-15) 


和 前 面 定 义 的 不 同 ， 反 变换 不 再 是 积分 式 子 ,而 是 无 穷 级 数 的 求 和 。 下 面 通 
过 例子 介绍 如 何 用 MATLAB 及 其 符号 运算 工具 箱 求 取 给 定 函 数 的 有 限 变 换 。 


网 3.33 考虑 信 可 禾 JG) |。 fs 012 ， 其 中 ，a > 0， 试 求 其 离散 Fourier 
QQ 一 t L 上 >a/2 
正弦 变换 。 
求解 函数 的 离散 Fourier 正弦 变 换 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 。 
>> Syms 七 KK; Syms a positivej fl1=t;i 2=a-t; 
Fs=int(fil*rsin(k*Ppi*rt/a) ,t,0,a/2)+int(E2*xSsin(kkpiyrt/a) ,tt,a/2,a) ; 
simple(Fs) 
因为 符号 运算 工具 箱 不 直接 支持 整数 变量 ， 所 以 该 方程 只 能 最 终 化 简 成 


和 oj] 一生 Ca 一 sk) 


2a2 大 
sin 一 。 
2 


考虑 到 上 素 为 整数 ， 故 有 sin(kr) 三 0， 该 式 可 以 手工 化 简 为 .多 sin[f 人 | = 2 5 


2.4 2Z 变换 及 反 变 换 


严格 说 来 ，Z 变换 并 不 属于 积分 变换 , 但 由 于 其 定义 、 性 质 和 求解 方法 也 类 
似 于 Laplace 方法 , 并且 该 方法 可 以 在 描述 离散 系统 数学 模型 中 起 着 重要 的 作用 ， 
所 以 本 节 将 介绍 2 变换 ， 并 引入 离散 传递 函数 表示 方法 ,离散 、 连 续 传 递 函 数 的 
双 线 性 变换 方法 。 

2.4.1 2Z 变换 及 反 变 换 定 义 与 性 质 
离散 序列 信号 Ab) 的 Z 变换 可 以 定义 为 


2 = ADz 一 开 2 (2-4.1) 
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和 


类 似 于 前 面 介绍 的 Laplace 变换 和 Hourier 变换 , Z 变换 也 有 很 多 性 质 ， 仍 不 
加 证 明 地 列 出 一 些 性 质 如 下 : 

由 线性 性 质 者 a 与 2 为 标量 , 则 和 作 [ajB) 士 bg( 有 | = 和 双 [AE)] 士 b 们 [gp)]。 

@ 时 域 平 移 性 质 宪 [FRE 一 m)] = > 7" 开 (z)。 

昌 s* 域 比例 性 质 允 [r 下 FE = 天 (rz)。 

4 频 域 微 分 性 质 宪 [K AR)] = ->zdqP(z)/dz。 

电 ) 频 域 积分 性 质 华 [/R)/ 1 = | 已 (w)/wdw。 

@ 初 值 性 质 lim ARB) = lim 天 (2)。 

@) 终 值 性 质 如 果 玉 (z) 无 单位 圆 外 的 极点 , 则 dimn Ap) = liam(z 一 IJ)F(z)。 

卷 积 性 质 攻 [J/eJx*o(g)= 笠 [FR] 玫 [of 了 ， 离 散 卷 积 算 子 * 定义 为 


jxg(E) = JE)o(E 一 (2-4 2) 
[一品 
给 定 乙 变换 式 子 严 (z)， 则 其 2 反 变换 的 数学 表示 为 
/=22UH= 翅 中 cid (2-4.3) 


2.42 2Z 变换 的 计算 机 求解 


利用 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 , 则 Laplace 变换 、Z 变换 及 反 变 换 可 以 很 
容易 地 求 取出 来 ,掌握 这 样 的 工具 可 以 免除 复杂 问题 的 手工 推导 ,， 既 节省 时 间 又 
能 避免 底层 的 低级 错误 。 利 用 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 ztrans() 和 iiztrans() 
蚊 数 可 用 得 出 给 定 函 数 的 Z 变换 及 反 变 换 。 这 两 个 函数 的 调用 格式 为 

上 =ztrans(Fun, 大 ，2)  % 按 默认 变量 进行 Z 变换 
忆 =iztrans(Fun，2z，K) %Z 反 变换 ， 将 > 的 函数 变换 成 大 的 函数 
霹 原 函数 只 有 一 个 变量 ， 则 调用 时 无 需 给 出 大和 >。 
例 2-34 求解 (ET) = ak 太一 2+(okT 二 2)e-ok7 水 数 的 Z 变换 问题 。 
求解 原 函 数 的 Z 变换 可 以 用 下 面 的 语句 来 完成 。 
>> Syms aTKk YI 声明 符号 变量 
于 =a#X*T-2+(ayKzkT+2)#+eXxp(-arK#yT) ; F=Zztrans(f) 人 定义 并 求解 


QZ 2Z 2 QT ze-? 1， Z 一 
- 了 
本 十 2Zze (二 1) o 


该 结果 为 必 [f(kZj] 二 - 


了 一 一 一 
一 陡 ) zz (z 一 er-27) 
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生生 


一 全 3 
例 2-35 假设 零 阶 保持 器 的 Laplace 变换 表示 四 为 Ch(s) = 一 ， 并 已 知 传递 也 
数 G(s) | 试 导 出 受 控 对 象 的 Z 变换 表达 式 多 [Gu(s)G(s)]。 


求解 由 定义 知 z = eds， 故 要 求 的 Z 变换 可 以 改写 成 (] - z- 忆 宅 [G(s)/s| 
>> Syms TS Z a KK; G=K/s/(s+a) ij gE=ilaplace(G/s) ; 





Gz=simple((1-z”(-1))*ztrans(g)) 
上 面 的 语 印 可 以 直接 导出 所 需 的 民 变换 为 


(az ->z 十 2e2 十 1 一 ae 一 e 2) 下 


作 [ChksjC(sj| 一 2 (z2 一 ze-a 一 > 十 e-?] 





例 2-36 考虑 下 (z) = 4/(z 一 了 天 通 数 的 Z 反 变换 问题 , 这 里 可 以 对 不 同 的 人 m 值 进 
行 反 变 换 ， 并 总 结 出 一 般 规律 。 
求解 根据 要 求 ， 可 以 用 符号 运算 工具 箱 求 出 岂 = 1,2…… ,8 的 Z 反 变换 。 
>> syms P q z 
for i=1:8，disp(simple(iztrans(q/(1/z-p)”i)))，end 
则 可 以 得 出 下 面 一 系列 的 结果 
一 9/P(1/PD)” 
9/D (1+m)(G/p)” 
1/29(1p)( 十 由)(2 十 了 /Br 
1/69(1/P)(3 十 2 十 mL 十 mA 
一 1/249(17/p) (4 十 了 (3 十 m)(2 十 到)(1 十 如 )/ 卫 
17/120g(17p)7(5 十 m)(4 十 m)(3 十 了 )(2 十 即 )(1 十 m)/p6 
一 1/720g(LDp)"(6 十 有 (5 十 0)(4 十 9)(3 十 m (2 十 PP)(L 十 mA/Pp7 
1/5040q(1/p)7( 了 7 十 m)(6 十 2)(5 十 PP)(4 十 mm)(3 十 m)(2 十 mL 十 mA/p8 
结 上 述 结 果 的 规律 ， 可 以 写 出 一 般 的 乙 反 变换 结果 为 


2.4.3 ”离散 时 间 系 统 的 建 模 


类 似 于 连续 系统 ,， 若 对 描述 离散 系统 的 差分 方程 进行 Z 变换 ， 则 可 以 推导 出 
离散 系统 的 传递 函数 模型 ， 这 里 将 演示 差分 方程 到 离散 系统 传递 函数 的 转换 ， 引 
入 离散 传递 函数 的 概念 及 MATLAB 表示 方法 ， 并 介绍 连续 、 离 散 系统 的 双 线 性 
变换 方法 。 

1. 线性 离散 系统 的 差分 方程 模型 
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和 


单 变量 线性 离散 系统 可 以 由 差分 方程 表示 
0ig(KT) 十 aay[( 天 一切 2 十 十 ao 一 一切 下 十 ay[(KE 一 站) 娩 三 
poU(KT) 十 六 2 一 下 十 :十 加 [RE 一 同一 ]) 天 十 pn 一刀) 了 
式 中 了 为 离散 系统 的 采样 周期 。 
2. 离散 系统 的 传递 函数 模型 及 MATLAB 表示 
类 似 于 微分 方程 ,差分 方程 的 直接 求解 也 是 很 困难 的 , 所 以 可 以 借助 于 2Z 变 


换 的 功能 ,将 离散 系统 的 差分 方程 转换 成 2 变换 形式 。 离 散 系统 的 离散 传递 函数 
模型 可 以 定义 为 


(2-4_5) 


刀 ( 相 = bz 十 02 十 … 十 piz 十 pn [2.4.6) 
Q12 十 0220 一 十 :十 Qn2 十 Qn+l 
在 MATLAB 语言 中 , 输入 离散 系统 的 传递 国 数 模型 和 连续 系统 传递 函数 模 
型 一 样 简单 ,只 需 分 别 按 要 求 输入 系统 的 分 子 和 分 母 多 项 式 , 就 可 以 利用 tf () 函 
数 将 其 输入 到 MATLAB 环境 。 和 连续 传递 函数 不 同 的 是 ,同时 还 需要 输入 系统 
的 采样 周期 了 ， 有 具体 语句 如 下 : 


卫 Um= [po ,上 证 ,1 ,bn ] ) den= [al 位 2 ,Gm ，Gnm 二 1] ? 
丽 =tf (num,qen, Ts， ,全 ) 


其 中 了 应 该 输入 为 实际 的 采样 周期 数值 ,五 为 离散 系统 传递 函数 模型 。 此 外 , 仿 
照 连 续 系统 传递 函数 的 算 子 输入 方法 ,定义 算 子 z=tf(;z?: ,人 ) ， 则 可 以 用 数学 
表达 式 形式 输入 系统 的 离散 传递 郧 数 模型 。 
例 2-37 试 输入 离散 系统 的 传递 画 数 模型 九 (z) = 
其 中 采样 周期 为 了 =0.1 秒 。 
求解 由 下 面 的 语句 将 其 输入 到 MATLAB 工作 空间 
>> num=[6 -0.6 -0.12]; den=[1 -1 0.25 0.25 -0.125] ; 
H=tfnum,den,'Ts) ,0.1)  % 输入 并 显示 系统 的 传递 函数 模型 
该 模型 还 可 以 采用 算 子 方式 直接 输入 
>> Z=tf(2zZ) ,0.1) ; 
H=(6*z"`2-0.6+z-0.12)/(z-4-z-3+0.25*z72+0.25*+Zz-0.125) : 
离散 系统 的 时 间 延 迟 模型 和 连续 系统 不 同 ,一 般 可 以 写成 
入 妈 一 荆 站 
bozm 十 妆 Z -- 十 十 训 _ 1 十 四 mm (2.4.7) 
212 ”十 Q225 十 :十 Qnr 十 CQn+l 
这 就 要 求实 际 延 迟 时 间 是 采样 周期 并 的 整数 倍 ， 亦 即时 间 延 迟 常 数 为 mm 并 。 关 
要 输入 这 样 的 传递 亢 数 模型 ， 只 需 将 传递 函数 的 ioDelay 属性 设置 成 mm ， 即 
厂 .ioDelay=?77u 。 


6>2 -- 0.6z 一 0.12 
24 一 23 十 0.25z2 十 0.25z -0.125 


瑟 (z] 王 


于 下 昌 间 
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类 似 于 连续 系统 的 零 极点 模型 ， 离散 系 统 的 零 极点 模型 也 可 以 用 同样 的 方法 
输入 , 亦 即 先 输入 系统 的 零点 和 极点 ， 再 使 用 zpk() 函数 就 可 以 输入 该 模型 ， 注 
意 输入 离散 系统 模型 时 还 应 该 同时 输入 采样 周期 。 


网 . (z-1/2)0z 一 1/2+j/2)(z 一 1/2 一 j/2) 
例 2-38 已 知 离散 系统 的 零 极 点 模型 为 “Ji0CHIOCHEDTDNECHICTID， 


其 采样 周期 为 了 = 0.1 秒 ， 试 将 该 模型 输入 MATLAB 工作 空间 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 输入 该 系统 的 数学 模型 
>> Z=[1/2; 1/2+ti/2; 1/2-1i/2] ; p=[-1/2; -1/3;) -1V/4; -1/5] ; 
H=zpxk(Gz,p,1V/120,:Ts: ,0.1) 
可 以 得 出 系统 的 传递 函数 模型 为 妃 (z) = 


3. 系统 的 双 线性 变换 网 
和 连续 系统 和 离散 系统 的 传递 画 数 是 可 以 相互 转换 的 ， 例如 令 。 一 于 2 二 


则 可 以 将 连续 系统 传递 机 数 变换 成 z 的 函数 , 经 过 处 理 就 可 以 直接 得 到 离散 系统 
的 传递 函数 模型 ， 这样 的 变换 又 称 为 双 线性 变换 或 Tustin 变换 这 是 一 种 常用 的 
宙 艇 化 方法 。 若 令 = =- [二 元 方 ， 则 可 以 将 离散 传 部 数 模型 变换 成 连续 传 
数 模型 ,这样 的 变换 又 称 为 Tustin 反 变 换 . 

除了 上 述 变 换 方法 外 , 还 可 以 引入 其 他 的 变换 方法 进行 连续 系统 和 离散 系统 
的 相互 变换 。 例 如 可 以 引入 基于 零 阶 保持 器 ZOH 和 一 阶 保持 器 FOH 的 变换 广 
法 。 这 样 的 变换 可 以 通过 MATLAB 提供 的 c2d() 函数 和 d2c() 直接 进行 两 种 模 
型 的 相互 变换 。 


Cadu=c2d(G,T, 方 法) % 离散 化 ， 方 法 为 ,zoh，, ,foh，， tustin， 等 
G=d2c(Gu ,方法 ) y 连续 化 ， 无 需 卫 ， 方 法 仍 如 上 


0.0083333(z - 0.5)(z2 一 z 十 0.5) 
(z 十 0.5)(z 十 0.3333)(z + 0.25)(z 十 0.2) 





例 2-39 假设 连续 系统 的 数学 模型 为 G(s) = ， “ _e-2s。 选择 采样 周期 为 研一 01 


”人 二 下 
秒 ， 苇 得 出 其 等 效 离散 模型 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 输 入 该 系统 的 传递 函数 。 
>> S=tf('s'); G=1/(s+2) ”3; G.ioDelay=2; 
采用 零 阶 保持 器 和 Tustin 算法 对 其 离散 化 ， 则 可 以 得 到 下 面 的 结果 


>> G1=c2d(G,0.1) 加 霍 阶 保持 器 变换 


， 、 0.0001436z2 十 0.0004946z 二 0.0001064 
学 形式 为 人 一 一 一 一 一 一 一 ”20 
其 数学 形式 为 CzoH(z) 2z3 一 2.456z2 十 2.011z 一 0.5488 


>> G2=c2d(G,0.1,:tustin2) YY Tustin 变换 
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和 


其 数学 形式 为 
9.391x10-”2 十 0.0002817z2 十 0.0002817z 十 9.391 x 10-5 ,20 


CTustin(z) 二 2 一 2.455z2 十 2.008z 一 0.5477 


2.5 有理 函数 的 部 分 分 式 展 开 及 应 用 


由 于 系统 的 传递 困 数 可 以 表示 成 有 理 函 数 , 所 以 对 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展开 
将 在 控制 系统 解析 求解 中 有 着 重要 的 作用 。 本 节 首 先 介绍 留 数 概念 和 求解 方法 ， 
然后 介绍 有 理 函 数 的 部 分 分 式 展 开 方 法 ,并 介绍 连续 、 离 散 传递 函数 在 给 定 信和 号 
激励 下 的 时 域 响应 解析 解 方法 。 


2.5.] 留 数 的 概念 与 计算 


在 介绍 留 数 概念 之 前 , 应 该 先 介绍 -- 下 复 变 函数 解析 的 概念 。 若 函数 F(z) 在 
复 平 面 的 区 域内 各 点 处 均 为 单 值 , 且 其 导数 为 有 限 值 , 则 称 F(z) 在 复 平面 内 为 解 
析 的 ， 这 样 就 将 单 值 函数 上 不 解析 的 点 称 为 奇 点 。 假 设 > = oa 为 jz) 图 数 上 的 
奇 所 ， 帮 存在 一 个 最 小 整数 mm 使 得 乘积 (z - aoj7Fz) 在 z = a 点 处 解析 ,， 则 称 
2 一 Q 为 见 重 奇 点 。 

哲 z=a 为 jz) 函数 的 单 奇 点 ， 则 可 以 计算 出 函数 在 该 奇 点 处 的 留 数 为 


Res 7)， 2 一 oj 一 lim(z 一 Q)jz) (2-5-1) 


者 2z=a 为 函数 /z) 的 mm 重 奇 点 ， 则 该 点 的 留 数 为 
] dm 一 1 加 
Res|f(z))z=a -了 TELOC-a (2-5-2) 
求 取 这 样 的 留 数 方法 很 简单 ， 假 设 已 知 奇 点 wc 和 重 数 mm， 则 用 下 面 的 
MATLAB 语句 自然 可 以 求 出 相应 的 留 数 。 
C=1imit( 天 *(2 一 Q),z,Q) % 单 奇 点 
C=1imit(diff (天 *(z 一 ai 7 ,2 0 一 1)V/prod(i:m 一 1) ,za) % mn 重 奇 点 


例 2-40 试 求 出 函数 几 z)] 王 二 sm (+ e 2 的 留 数 。 


求解 对 原 函 数 的 分 析 可 见 ，z = 0 是 三 重 奇 点 ,z 一 ] 是 单 奇 点 ， 故 可 以 直接 使 用 下 
面 的 MATLAB 语句 将 这 两 个 奇 点 处 的 留 数 分 别 求 出 。 
>> SymS Z; f=Sin(Z+pi/3)*exp(-2*z)/(z>3+(z-1)) 
ril=Jimit(diff(f*z"3,z,2)/prod(1:2) ,z ,0) 
IT2=J1imit(Cf*(z-1) ,z,1) 
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由 


3 了 ] | 
可 以 容易 地 来 出 留 数 为 7l 一 - 交 十 5 72 二 5e sin ] 十 将。2cosl。 


例 2-41 试 求 也 数 F(z) = 志 的 留 数 。 
求解 乍 看 该 函数 很 容易 认定 z 一 0 为 6 重 奇 点 ,所 以 用 下 面 的 语句 很 容易 就 可 以 求 
出 该 点 处 的 留 数值 为 1/120。 
>> Syms Z; f=(sin(Z)-Z)/z”6; 
1imit(diff(f*z”6,z,5)/prod(1:5) ,z,0) 
其 实 这 里 说 z 三 0 为 6 重 奇 点 有 些 太 保守 ， 不 严格 地 说 ， 从 上 = 1 开始 尝试 ， 能 


够 使 得 lim 二 zj(z) < oo 成 立 的 最 小 的 大 就 是 mi， 可 以 考虑 大 = 2， 可 见 导 数 为 
无 穷 大 ， 所 以 再 试验 更 大 的 尼 值 。 对 此 例子 来 说 ,im 的 最 小 值 为 中 = 一 3， 留 数 的 值 仍 
然 为 1/120。 试 凑 更 大 的 天 值 ， 如 天 = 20， 也 不 会 改变 求 出 的 留 数 值 。 
>> Syms Zj f=(Sin(z)-Z)/z”6; 
fl=1imit(diff(f+*z`2,z,1)V/prod(1:1),z,0) 
f2=1limit(diff(f*z"3,z,2)/prod(1:2) ,z,0) Y 再 增加 阶 次 
f3=1limit(diff(f*xz-20,z,19)/prod(1:19) ,z,0) % 再 进一步 增加 阶 次 
则 万 =oo, 户 = 上 户 =1/120。 可 见 , 若 选择 的 妹 值 大 于 或 等 于 奇 点 的 实际 重 数 ， 则 可 
以 正确 得 到 该 函数 的 留 数 。 在 一 般 应 用 时 可 选择 一 个 较 大 的 兄 值 来 求 取 留 数 。 
例 2-42 试 求 出 J(z) = 一 函数 的 留 数 。 
求解 分 析 该 函数 ,因为 sinz 在 :>=0 点 的 收 敏 速度 和 z 是 一 样 的 ， 显 然 ,z = 0 点 为 
jz) 的 二 重 奇 点 ， 这 时 ， 相 应 的 留 数 可 以 用 下 面 语句 求 出 ， 其 值 为 0。 
>> 8yms Z; f=1/\z*xsin(z)); cO=1limit(diff(f*z-2,z,1) ,z,0) 
进一步 分 析 给 定 函 数 FIz)， 可 以 发 现 该 也 数 在 :一 士 ir 处 均 不 解析 ， 其 中 天 为 正 
整数 ， 且 这 些 点 是 原 函 数 的 单 奇 点 ， 由 于 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 并 未 给 出 整数 
的 定义 ， 所 以 这 里 只 能 对 一 些 天 值 进行 试探 , 求 出 它们 的 留 数 ， 最 后 将 结果 归纳 成 所 
需 的 公式 。 
>> k=[-44-33-22-11; c=D: 
for kk=k; c=[c,1imit(fy(z-kk*xpi),z,kkykpi)]ji endj; < 


] 1 1 1 1 1】 1 1 ] 综 上 可 以 归纳 出 
1 一 一 oo 二 9 下 ] 
4r4r 3 37 2 2 T 工 人 


SlZ 一 之 








可 以 得 出 ce 向量 为 c = 


Res|/z),z = 士 Fr] = +(-1* 二 。 

例 2-43 重新 考虑 例 2-35 中 给 出 的 Z 变换 表达 式 ， 试 用 奇 点 、 留 数 的 方式 重新 表示 该 
结果 。 

求解 重新 计算 Z 变换 表达 式 ， 得 出 两 个 奇 点 ， 然后 可 以 根据 前 面 介 绍 的 方法 得 出 两 
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个 奇 点 处 的 留 数 
>> Syms T s Z a XK; G=K/s/(s+a); g=ilaplace(G/s) ; 

Gz=simple((1-z”(-1))*ztrans(g)); [na,d]=nunden(Gz) ; 

Xx0O=solve(d)， % 求 出 两 个 奇 点 

Trl=1imit(Gz*r(Z-Xx0O(1)) ,z,x0C1))，r2=1imit(Gzx(z-Xx0(2)) ,z,Xx0(2) ) 

。 、 、 下 丽 (1 一 e< 
可 以 得 出 两 个 根 为 pl = 1,pa 一 e 2， 并 可 以 求 出 留 数 为 rl 二 ,72 一 2 
下 下 (EL 一 e 2 

由 这 些 结果 可 以 写 出 原 函 数 的 奇 点 、 留 数 表达 式 为 G(z) =- Le “| 


0 二 T” 古 5 可 
2.5.2 有理 函 数 的 部 分 分 式 展 开 








考虑 有 理 函 数 
已 DZ7 十 DoZm 十 :十 D D 
Cr Btz) -nz 十 jz 十 二 bmZ 十 bt [2.5-3) 
4zj im 十 QiZn-1 十 aznr2 十 十 an 十 an 


其 中 , a 和 六 均 为 常数 。 有 理 函 数 的 互 质 概念 是 一 非常 重要 的 概念 。 所 谓 互 质 ， 

就 是 指 多 项 式 4(z) 和 吾 (z) 没有 公约 数 。 对 一 般 给 定 的 两 个 多 项 式 来 说 , 用 手工 

方式 判定 多 项 式 互 质 还 是 比较 困难 的 ,但 可 以 利用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 

的 gcd() 函数 可 以 直接 求 出 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 。 该 函数 的 调用 方法 为 
C=gcd(4 ,已 ) 

其 中 , 4 和 已 分 别 表示 两 个 多 项 式 , 该 函数 将 得 出 这 两 个 多 项 式 的 最 大 公约 数 C， 

若 得 出 的 C 为 多 项 式 ， 则 两 个 多 项 式 为 非 互 质 的 多 项 式 ,， 这 时 两 个 多 项 式 可 以 约 

简 为 4/C 和 刀 /C。 

例 2-44 试 判定 下 面 两 个 多 项 式 是 和 否 互 质 。 


4(zZ)= 夺 +7z3 十 13z2 十 19z 十 20 
B(z) =z7 +16z6+103z5 + 346z4 十 655z3 + 700z2 十 393z 十 90 


求解 求解 这 样 的 问题 可 以 采用 MATLAEB 语言 提供 的 gcda() 函数 完成 。 
>> SYS X; A=Xx ~4+7*X ”3+13*kX ~2+19*+X+20 ; 
B=X 7+16*X 6+103+X 5+346*+xX~4+655+X”3+700*+X~2+393*+Xx+90 ， 
Q=gcd(A,B) 
可 见 ， 两 个 多 项 式 具有 最 大 公约 数 (7 十 5)， 故 两 个 多 项 式 不 是 互 质 的 ， 这 两 个 多 
项 式 可 以 进一步 简化 为 
>> Al=simple(A/d) ，Bl=simple(B/d) 
这 样 可 以 得 出 两 个 互 质 的 多 项 式 为 
4i(zZ) = 人 太 二 27 二 37z+4 Biz)=(z 十 2)(z 十 3)2(z 十 1)3 
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和 


若 互 质 多 项 式 4(z) = 0 的 根 均 为 相 异 的 值 -piz = 1 2,… ,nm， 则 可 以 将 
G(z) 函数 写成 下 面 的 部 分 分 式 展 开 形 式 。 


六 2 了 7 











7 1 
Go) 一 二 太古 贡 二 二 (2-5-4) 
其 中 ri 称 为 留 数 ,， 简 记 作 Res[G{(-- 记 )]， 其 值 可 以 由 下 面 的 极限 式 求 出 。 
= ReslG(-p] = lim G(s)(z 十 四 (2-5-5) 


如 打分 母 多 项 式 中 含有 (z + zj) 项 , 亦 即 -mi 为 mm 重 根 ， 则 相对 这 部 分 特 
征 根 的 部 分 分 式 展开 项 可 以 写成 


六 7 十 1 六 二 一 1 
-一 一 一 = 十 … 十 一 一 一 2-5-06 
Z 十 Di  (zZ 二 Di)? (CC 十 Pij 


这 时 ， 7 十 7 一 1 可 以 用 下 面 的 公式 直接 求 出 。 


1 di 0 
ri [GOT 站 一 2 (57 





利用 MAILAB 符号 运算 工具 箱 中 定义 的 精确 求 根 功 能 和 式 (2-5-5)~…(2-5-7) 
的 留 数 计算 公式 ， 可 以 立即 编写 出 如 下 的 扩展 函数 residue() 。 该 函数 仍 应 该 置 


function f=Tresidue(F,s) 

f=Ssymt0); if nargin==1，syms 8 endqd 

[num ,dqen]=numden (F) ; x0=solve(den); [x,ii]=sort(double(x0) ) ; 

XxO=x0(ii); x=[x0;rand(1)]; kv=find(diff(double(x))>~=0) ;， ee=x(kv) ; 

kVv= [kv(1); diff(kv(:,1))]; a0=limit(den/s”"length(x0) ,s,inf); 

Fl=num/(a0*prod(s-x0)) ;% 重组 zj) 函 数 的 分 母 ， 得 出 新 函数 方 (z) 

for ii=1:1ength(Ckv) ， 

for j=1:kVv(i) ，m=kv(i);i SO=ee(i); 

K=limit(diff(Fl+(s-s0)”“m,s,j-1),s,s0);  % 这 里 用 广 (z) 
f=f+k/(s-S0O) ”~ (mn-~j+t)Vfactorial(j-1) ; 

end，end 


该 玫 数 的 调用 格式 为 =residue( 玉 ,s) ， 其 中 , 已 为 有 理 函 数 的 解析 表达 
式 ，s 为 自 变量 。 返 回 的 结果 /是 部 分 分 式 展开 的 表达 式 。 
sj 十 28" 十 3s- 二 4 


例 2-45 考虑 下 (s) = 一 一 -一 653 十 12582 1 755 二 8 
考虑 下 (5) 5 十 11s5 十 48s4 十 106s3 十 125s2 十 75s 十 18， 


其 部 分 分 式 展 开 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 立即 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展开 式 ， 如 下 所 示 ， 该 结果 与 原 例 
中 数值 结果 完全 一 致 。 





用 解析 方式 求 出 
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>> SYmS 8S; 
F=(s`3+2+s“~2+3+S+4)/(s “6+11*sS “5+48*Ss”4+106*S~3+125*+S “2+75*+kS+18) ; 
Fl1=residue(F ,Ss) 
则 可 以 得 出 该 函数 的 部 分 分 式 展 开 为 
7 17 2 1 1 1 


“= 0 





2.5.3 基于 部 分 分 式 展 开 的 Laplace 变换 
由 前 面 得 出 的 部 分 分 式 展 开 式 , 利用 Laplace 反 变 换 的 公式 


” | rt 
[ 十 二 (mm 一 1 
则 可 以 由 部 分 分 式 展 开 的 式 中 容易 地 写 出 其 反 变 换 。 
例 2-46 利用 例 2-45 中 给 出 的 部 分 分 式 展 开 的 结论 ， 则 可 以 直接 写 出 该 函数 的 
Laplace 反 变 换 为 三 间 三 ( 运 一 呈 ) e -六 一 26 一 竺 十 区 一 5 十 3 e 一。 
对 离散 系统 来 说 ,分 母 多 项 式 有 重 根 ， 则 可 以 根据 下 面 的 式 子 进行 部 分 分 式 
展开 国 





22 一 ] d _ (一 7 9 .。， 一 _ 
作 [Eee TCR (7 十 1 人 7 十 2) (有 十 吧 一 1) (2-5-8) 

当然 ,者 使 用 laplace() 函数 和 ilaplace() 函数 , 则 无 需 实现 对 其 进行 部 
分 分 式 展开 , 利用 该 函数 自身 的 功能 就 能 直接 得 出 所 需 的 展开 式 。 


2.5.4 有 理 式 部 分 分 式 展 开 在 控制 系统 中 的 应 用 


掌握 了 有 理 函 数 部 分 分 式 展 开 的 求解 方法 ， 则 可 以 通过 该 方法 求解 连续 、 离 
散 传递 函数 模型 的 时 域 响 应 解析 解 方法 。 

1. 连续 系统 啊 应 解析 解 

假设 连续 系统 的 传递 函数 可 以 写成 C(s), 若 系统 输入 信号 的 Laplace 变换 为 
Us)， 则 输出 信号 的 Laplace 变换 式 可 以 写成 Y(s] 二 G(e)D(s)， 这样 系 统 响应 
的 解析 解 可 以 由 Laplace 反 变换 直接 求解 , 即 y 介 = .2 -ITY(s)]。 
例 2-47 假设 系统 的 传递 函数 模型 为 G(s) = 十 73 二 33 十 4 
sS4 十 7s3 十 17s2 十 17s 十 6? 
入 信号 为 ft) =2 二 2e- 六 sin(21， 试 求 出 系统 响应 的 解析 解 。 
求解 用 下 面 的 语句 首先 计算 出 输入 信号 的 Laplace 变换 ， 然 后 计算 出 输出 信号 ， 最 后 
可 以 通过 Laplace 反 变 换 的 方法 得 出 系统 响应 的 解析 解 。 
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>> Syms S 七 ; 
G=(s`3+7*S”2+3+rS+4)/(S “4+7ykS~3+17*S ”2+17*S+6) ; 
u=2+2*exp(-3*+ 七 )#Sin(C2+t); U=1Iaptiace(u)i y=zlaplace(CG*U) 


得 出 的 解析 解 为 
一 一 6e-3t _ 全 2 一 - 一 e-2- -一 2t 
2 5 15e 50e 5C05 十 |6 本 tj。 5 e 10 esin 


若 已 知 传 递 函 数 含有 时 间 延 迟 ， 即 G(s) = G(sje-2， 则 利用 上 述 方法 仍然 能 求 
出 系统 响应 的 解析 解 

>> Gl=Grexp(-2*S); Y1=G1*U; yl=ilaplace(Y1l) 
这 样 可 以 写 出 系统 响应 的 解析 解 为 

yy ) 一 3 一 et 下 2 十 et __ 了 2 

一 全 eat cos (2t 一 4 一 re sin (2 一 4)| Heaviside(t -- 2) 

2. 离散 系统 啊 应 解析 解 

如 果 离 散 系 统 的 传递 函数 模型 为 媚 (z)， 且 可 以 求 出 输入 信和 号 的 Z 变换 为 
7(z)， 则 输出 信号 的 Z 变换 为 了 (z) = 瑟 (zJU(z)， 这 样 输出 信号 的 时 域 响应 解析 
解 可 以 通过 2Z 反 变 换 直 接 求 出 , 即 y(8) 一 和 - |Y(z)]。 

本 、 ， (4z 一 173) 、 

例 2-48 假设 系统 的 传递 函数 模型 为 ClLz) 一 CLINCTT5， 若 输入 信 
号 为 单位 阶 跃 信号 ， 试 求 出 此 离散 系统 的 阶 跃 响应 解析 解 。 
求解 可 以 通过 如 下 的 语句 直接 求 取 系 统 阶 跃 响应 的 解析 解 。 

>> Syms Z tt; H=(z-1/3)/(z-1/2)7(z-17/4) VCz+1/5) ; 

U=ztrans(Sym(1)) ; Y=H*U; y=jiztrans(Y) 

30 ”和 fy 和 011” 基 二 的 天 
履 系 统 的 解析 解 为 y(n) 一 50 ( 一) 2 (+ 区 8 ( 开 ) 。 若 系统 的 采样 
周期 为 工 则 原 系 统 的 解析 解 还 可 以 写成 


UmD -80( 雪人 81 
7 21\3 27 了 弹 N4 


例 2-49 假设 某 离 散 系 统 的 传递 函数 及 输入 信号 如 下 给 出 ， 试 求 输出 信号 的 解析 解 。 
加 2z(5z 一 2) 二 024 
EO) = 5 有 县 v 罗 =1 一 13,5， 
求解 显然 ,输入 信号 的 解析 表达 式 可 以 统一 写成 UK) = cos jir， 这 样 系统 输出 信号 
的 解析 解 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 出 
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二 


>> 8yms Z K; H=zr(5*+Z-2)/(z-1/2)-3/(z-173) ; 


U=cos (k*xpi); U=ztrans(ua);i y=iztrans(U*H) 
176 26K 


太 ] 玉 
这 时 输出 信号 的 解析 解 为 V(K) = (于 + 于) 人 + 二 (一 D8H18 人 。 


2.6 ”控制 系统 结构 图 化 简 


表面 介绍 了 传递 函数 、 状 态 方程 及 零 极点 模型 的 输入 . 但 控制 系统 的 模型 输 
入 并 不 总 是 这 样 简单 ,一般 的 控制 系统 均 需 要 由 若干 个 子 模型 进行 互 连 , 才能 构 
造 出 来 。 所 以 在 本 节 中 将 介绍 子 模块 的 互 连 及 总 系统 模型 的 获取 。 首 先 介 绍 三 类 
典型 的 连接 结构 : 串联 、 并 联 和 反馈 连接 ,然后 介绍 模块 输入 、 输 出 从 一 个 节点 移 
动 到 态 一 个 节点 所 必需 的 等 效 变换 ， 最 后 介绍 复杂 系统 的 等 效 变换 和 化 简 。 本 节 
介绍 的 内 容 包括 数值 解 和 解析 模型 推导 。 


2.6.1 控制 系统 的 典型 连接 结构 


两 个 模块 Gli(s) 和 Ca(s) 的 串联 连接 如 图 2-6 (a) 所 示 , 在 这 样 的 结构 下 , 输 
入 信和 号 忌 ( 电 流 过 第 一 个 模块 Gi(s)， 而 模块 Gil(s) 的 输出 信和 号 输入 到 第 二 个 模块 
C2(5),， 该 模块 的 输出 y(b) 是 整个 系统 的 输出 。 在 串联 连接 下 , 整个 系统 的 传递 函 
数 为 CG(s) = Gaz(s)G1(s)。 对 单 变 量 系统 来 说 ， 这 两 个 模块 Gi(s) 和 Ga(s) 是 可 
以 互 换 的 , 亦 即 CliG2 = GoG1， 对 多 变量 系统 来 说 ,一般 不 具备 这 样 的 关系 。 





(a) 串联 结构 (b) 并 联结 构 
图 2-6 系统 的 串联 、 并 联结 构 


由 上 面 的 理论 可 以 看 出 ， 若 两 个 模块 同样 用 传递 函数 描述 , 则 可 以 由 有 理 函 
数 相 乘 的 方法 得 出 总 模型 ,但 如 果 有 一 个 用 传递 函数 描述 ， 另 一 个 用 状态 方程 
表示 ,， 则 在 总 模型 求 取 上 有 一 定 的 麻烦 ， 需 要 在 求解 总 模型 前 转换 成 一 致 的 模 
型 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 成 功 地 解决 了 这 样 的 问题 ， 若 已 知 两 个 子 系统 
模型 Cl 和 Ga2, 则 串联 结构 总 的 系统 模型 可 以 统一 由 G = GaxG， 求 出 。 

了 琴 个 模块 Gi(s) 和 Ga(s) 的 典型 并 联 连接 结构 如 图 2-6 (b) 所 示 ， 其 中 这 
两 个 模块 在 共同 的 输入 信和 号 习 ( 雪 激励 下 , 产生 两 个 输出 信和 号， 而 系统 总 的 输 
出 信号 y(b) 是 这 两 个 输出 信号 的 和 。 并 联系 统 的 传递 函数 总 模型 为 G(s) = 
Crli(s) 十 Go2(5)。 





56 ... .第 2 章 . 微 积分 与 积分 变换 的 计算 机 求解 
在 MATLAB 下 , 者 已 知 两 个 子 系统 模型 C; 和 G。， 则 并 联结 构 总 的 系统 模 
型 可 以 统一 由 CG = Gli 十 G。 求 出 。 
两 个 模块 Gu(s) 和 Gos(s) 的 两 种 反馈 连接 结构 分 别 如 图 2.7 (a] 、(b) 所 示 。 
前 一 种 反馈 结构 称 为 正 反 馈 结 构 ， 后 一 种 称 为 负 反 馈 结 构 。 反 馈 系 统 总 的 模型 为 


正 反 馈 :  CGl(s) = Gil(s) 了 -Gil(s)Ga(s)] 一 


| (2-6-1) 
负 友 馈 : G(s) = G1i(s)TT +TGIi(s)Ga(s)]-1 





(a) 正 反馈 结构 (b) 负 反 馈 结构 
图 2-7 系统 的 反馈 连接 结构 


在 MATLAB 环境 中 直接 能 使 用 C=Cl+rinv(eye(size(C1))+CGI+*rC。) 
这 样 的 语句 求 取 总 系统 模型 , 但 这 样 得 出 的 模型 阶 次 可 能 高 于 实际 的 阶 次 ， 需 要 
用 minreal() 函数 求 取得 出 模型 的 最 小 实现 形式 。 此 外 还 可 以 使 用 MATLAB 控 
制 系统 工具 箱 中 提供 的 feedback() 函数 求 取 总 模型 ， 该 函数 的 调用 格式 如 下 ; 
C=feedback(CGl ,Go2); YY 负 反 馈 连 接 
C=feedqback(GCl,G2 ,1); YX 正 反馈 连接 
MATLAB 提供 的 feedback() 函数 只 能 用 于 G 和 G。 为 具体 参数 给 定 的 
模型 , 通过 适当 的 扩展 , 就 可 以 编写 一 个 能 够 处 理 符号 运算 的 feedback() 函数 。 


function H=feedback(G1 ,G2 ,Key) 
if nargin==2;j key=-1; end，H=G1/(sym(1)-key*GikG2) ，H=simple(H) ， 


知 将 其 放 喷 在 MATLAB 路 径 下 某 个 目录 的 esym 子 目 录 下 , 例如 在 work 目 
录 下 建立 一 个 esym 子 目录 , 将 该 文件 置 于 子 目 录 下 , 则 可 以 直接 处 理 符 号 模型 的 
化 简 问 题 ， 而 不 影响 原来 数值 型 feedback() 函数 的 正常 调用 。 


例 2-50 考虑 如 图 2-8 所 示 的 典型 反馈 控制 系统 框图 ,假设 各 个 子 传 递 函 数 模型 为 


及 (3) Y (4s) 





12s3 十 24s2 十 12s 十 20 





| C(3) 二 24 二 
DSS 十 1000 
Cr_ 一 ， 歼 -一 一 一 一 一 -一 一 
(5 5 (一 1000 
试 求 出 其 闭环 传递 函数 模型 。 


图 2-8 典型 反馈 控制 系统 方 框图 
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求解 输入 了 各 个 子 传递 函数 ， 则 可 以 通过 下 面 的 语句 将 总 模型 用 MATLAB 求 出 。 
>> S=tf(2s);i G=(12+x*s ”~3+24*+S ”~2+12*+8+20)/(2#+*S、~4+4*+*S~3+6*+S ~2+2#kS+2) ， 
Gc=(5*Sg+3)/sS;， H=10007(s+1000) |; 
GG=feedback(G*Gc,H) 多 来 取 并 显示 负 反 馈 系 统 的 传递 函数 模型 
Ge 二 60s 十 60156s + 156132s ”+ 132136s” 十 136060s 十 60000 
2s56 十 2004s5 十 64006s+ 十 162002s3 十 134002s2 + 138000s 十 60000 


2.6.2 节点 移动 时 的 等 效 变换 


在 复杂 结构 图 化 简 中 ,经常 需 要 将 某 个 支 路 的 输入 点 从 一 个 节点 移动 到 另 一 
个 下 氮 上 ,， 例 如 在 图 2-9 中 给 出 的 方 框图 中 ， 比 较 难 处 理 的 地 方 是 Gaz(s)，Ga(s) 
和 玉 ?(s) 构成 的 回路 , 应 该 将 ?(s) 模块 的 输入 端 从 A 点 等 效 移动 到 系统 的 输出 
疹 了 (5s)， 这 就 需要 对 这 样 的 移动 导出 等 效 的 变换 。 


于 有 到 [5 








图 2-9 控制 系统 的 方 框图 

图 2-10 (a)、(b) 中 分 别 定 义 了 两 种 常用 的 节点 移动 方式 : 节点 前 向 移动 和 后 
问 移 动 。 在 图 2-10 (a) 中 , 若 想 将 Ga(s) 支 路 的 起 始点 从 A 点 移动 到 B 点 ， 则 
南 要 将 新 的 Ca(s) 支 路 乘 以 Ci(s) 模型 ， 这 样 的 移动 称 为 节点 的 前 向 移动 ;而 
图 2-10 (b) 中 ,者 想 将 Ga(s) 支 路 的 起 始点 从 了 B 点 移动 到 A 点 ， 则 需要 将 新 的 
Co2(5) 文 路 除 以 Cl(s) 模型 , 这 样 的 移动 称 为 节点 的 后 向 移动 。 如 果 用 MATLAB 
表示 , 则 前 向 移动 后 新 的 支 路 模型 变 成 了 Ga2*Ci ， 而 后 向 移动 后 该 支 路 变 成 了 
Ca2/CGI ,或 Coxrinv(G1) 。 


2.6.3 复杂 系统 模型 的 简化 

利用 前 面 给 出 的 等 效 变 换 方 法 不 难 对 更 复杂 的 系统 进行 化 简 ， 本 节 中 将 通过 
例子 来 滨 示 这 样 的 化 简 。 
例 2-51 假设 系统 的 方 框图 模型 如 图 2-9 所 示 ， 为 方便 对 其 处 理 ， 应 该 将 五 2(s) 模块 
的 输入 端 从 A 点 等 效 移动 到 系统 的 输出 端 了 (sj， 如 图 2-11 所 示 。 
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(b) 后 向 移动 节点 
图 2-10 节点 移动 等 效 变换 





图 2-11 变换 后 的 方 框图 


得 到 了 这 样 的 化 简 框 图 后 ， 可 以 清晰 地 看 出 : 最 内 层 的 闭环 是 由 Ca(s)， Ga(s) 的 
串联 为 前 向 通路 ， 以 妃 5(s) 为 反馈 通路 构成 的 负 反馈 结构 ， 利 用 前 面 介 绍 的 知识 可 以 
马上 得 出 这 个 子 模型 ， 该 子 模型 与 Co(s) 串联 又 构成 了 第 二 层 回 路 的 前 向 通路 ， 它 与 
变换 后 的 刀 2(s)/G4(s) 通路 构成 负 反 馈 结构 ， 结 果 再 与 Gi(s) 串联 ， 与 王 ;(s) 构成 负 
反馈 结构 。 通 过 这 样 的 逐 层 变换 就 可 容易 地 来 出 总 的 系统 模型 。 上 面 的 分 析 可 以 用 下 
面 的 MATLAB 语 名 实现， 从 而 得 出 总 的 系统 模型 。 

>> syms G1 G2 G3 G4 H1 H2 H3 % 定义 各 个 子 模块 为 符号 变量 
ci=feedback(G4*+G3,H3) ; 取 内 层 闭 环 模 型 
c2=feedback(cl*G2,H2/G4); % 第 二 层 闭 环 模型 
G=feedbacKk(c2*xG1,H1) ; pretty(G) % 总 系统 模型 
加 GoG4G3G 
得 出 结果 的 数学 才 示 形式 为 CG(8) = TCD 下 EGE 有 GCTGOG 记 。 
例 2-52 考虑 如 图 2-12 所 示 的 电机 拖 动 系统 模型 ， 该 系统 有 双 输 入 ， 给 定 输入 7 了 (j 和 
负载 输入 AM (， 利 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 可 以 推导 出 系统 的 传递 函数 答 阵 。 
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图 2-12 ” 双 输 入 系统 方 框图 


先 考虑 输入 7( 引 输入 信号 单独 激励 系统 ， 则 能 用 最 简单 的 方式 得 出 传递 函数 模型 
>> Syms Ka Kr cl c2 c Ra T1 T2 Kmn Kb s 4% 申明 特 号 变量 
Ga=feedback(1/Ra/(T1*Ss+1)*Km*#1Vc/A(T2*#*Ss+1l1) ,Kb) ; 
GlL=cft+feedbacK(KarykKr*xGa/s,c2); Gl=collect(Gt,s) 
这 样 可 以 得 出 子 传递 也 数 ， 显 示 暂 略 ， 后 面 将 用 数学 形式 给 出 。 
车 M(b 输入 信号 单独 作用 时 ， 对 原 系 统 结构 稍微 改动 一 下 ， 则 可 以 得 出 如 图 
2-13 所 示 的 新 框图 ， 故 用 下 面 的 语句 能 直接 计算 出 传递 也 数 模型 
>> 6G2=feedbacK(1/c/(T2+S+1)Vs，Km/Ra/(CT1*rs+1)7 半 (Kb*rSs+C2*KaykKT) ) ， 
G2=collect(simplify(G2) ,s) 





图 2-13 M 人 的 单独 激励 时 等 效 系 统 方 框图 


综 上 所 述 ， 可 以 用 MATLAB 语言 推导 出 系统 的 传递 涵 数 矩阵 为 
Cl1KmnKE 
有 ac7172s- 十 (有 ac 十 忆 acT2)s2 十 (FEmjib 十 已 ac)s 十 [anco 
as 十 用 妨 s 
cEa721s3 十 (caT 二 cRs7T2)s2 十 (Kb 十 cRRa)s 十 Fnmco 大 ji 


G- (s)] = 


2.7 “习题 与 思考 题 


1 试 求 出 如 下 极限 。 


字 十 2 世 十 志 
@ lim (3 +9z)Mz， 四 lim 芝士 2 全 十 


(2 十 5)27+5 
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和 


In(1+z)Inl--2z) 一 In 一 z) 


呈 2 24 
2 试 求 下 面 的 双重 极限 。 
Z22 十 283 TV ] 一 CoS (Z? 十 2y2) 
和 lin -一 ，@lin 一 lm 一 一 一 一 一 六 7 
z 一 1 (十 幼 7 z 一 0 VZV 十 上 一 ] 号 z-0 《2zZ2 十 2) ez + 
17 一 2 2 一 Y 一 0 


3 求 出 下 面 函 数 的 导数 。 
中 yz)=Vzsnzvl--ez，@ yy/( = 记 一 二 一 分 


@ arctan 守 -- ntz + 的 )， 轩 yz= 一 一 in 
必 放 公 





有 1] 一 Vcos az 

4 试 求 出 7 TV 函数 的 10 阶 导数 。 

5 在 高 等 数学 中 ,求解 分 子 和 分 母 均 同 时 为 0 或 oo 的 分 式 极限 时 可 使 用 IHapital 
法 则 ， 即 对 分 子 分 母 分 别 求 导 数 ， 再 由 比值 得 出 。 试 用 该 法 则 求 习 题 1 的 四 、@@ 中 
的 极限 问题 ， 并 和 直接 求 出 的 极限 结果 相 比 较 。 

dy 

dz2 


6 已 知 参数 方程 | 了 工 试 求 出 吧 和 


一 Cost 一 上 SInE iT13 





、 一 、 0 D24 
7 候 设 weos 1 例证 = -一 一 。 
V 识 验 070V 0y07 





、 ZU 十 2 三 、 
8 设 “ ? 斌 求解 所 
2 十 2 一 1 9Z 07V 


9 试 求解 下 面 的 不 定 积分 问题 。 
2 
oro=-| 2 二 dr， Bow=| vt 十] 


图 (lz) = | zesz cosbzdz， 图 7 = je sin bz sin czdz 
10 试 求 出 下 面 的 定 积分 或 无 穿 积分 。 
dz 加 = [ 1 十 272 


一 一 一 一 (人 
0 ] 十 了 4 


CoSZ 
7 史 
11 试 对 下 面 函数 进行 Fourier 震级 数 晨 开 。 

OFz)=( 人 -zsinz， -入 zz< Ti G@ /1z) = ef 一 入 Z<T: 
22 /1， 0<2zZ<7 /2 


9yo-| 20 -zj 12<r<1 





六 
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2 试 求 出 下 面 函 数 的 Taylor 乱 级 数 展 开 。 
D | dt Oh (让 3)， @m(z+ 1 十 2 站， 国 (1 十 42z2) 
0 
() e-57 na 十 f/3) 分 别 关 于 =0、z ==a 的 震级 数 展开 


了 2 2 
6) 对 帮 z,y) = 1 一 cos (人 十 纪 关于 Z 一 1y=0 进 行 二 维 Taylor 其 级 数 晨 开 
(zZ2 十 扫 2) ez + 


13 对 下 列 的 函数 jb 进行 Laplace 变换 。 























四 /= 王 和 @ /人 提 =6sinol 图 j/ 作 =tcosat @j =tsent 
G) 让 ) = “te 二 8e 开国 /=ectsin(at 二 9 GD 7 的 一 e 1 十 6e% 
14 对 下 面 的 下 (s) 式 进行 Laplace 反 变 换 。 
] -一 一 SS 一 
(由 下 (5) 一 AT 亿 一 VS 二 了 (5) 一 也 
加 (5 一 1])” 
Q Fa = -7 @ FU)= 区 F= 司 
8 二 二 35 十 8 1s+a 
(CD 下 (5) 和 下村 训 ， 让 (3) 一 


15 Laplace 变换 的 一 个 重要 应 用 是 求解 常 系数 线性 微分 方程 ， 可 以 利用 当 函 数 具 有 零 
初始 值 和 各 阶 导 数 的 零 初 始 值 下 芭 [d" FIDV/dt = s" .2 这 一 性 质 对 微分 方 
程 进行 Laplace 变换 的 方法 求解 微分 方程 。 试 使 用 这 样 的 方法 求解 下 面 的 微分 方 
程 y (十 37 人 提 十 2y 的 =e ，V(0) =Y(0) = 0。 

16 假设 描述 系统 的 常 微分 方程 为 VE) ( 昌 二 10 只 的 十 328( 区 二 328y( 昌 三 6u(3)( 昌 十 4 人 (十 
2(b+2u(t， 请 用 MATLAB 语言 表示 该 方程 的 数学 模型 。 该 模型 的 零 极点 模型 
如 何 求 取 ? 由 微分 方程 模型 能 和 否 直接 写 出 系统 的 传递 函数 模型 ? 

17 请 将 下 面 的 系统 模型 输入 到 MATLAEB 环境 

8(s 十 1 一 jis 十 1 十 j 3s“ 十 5s 十 6 
Da- 着 9co-TETTE 5 

18 试 求 出 下 面 函 数 的 Fourier 变换 ， 对 得 出 的 结果 再 进行 Fourier 反 变 换 ， 观 察 是 否 

能 得 出 原 函 数 。 
四 /ftz)=7zZ2(3r--2z, 0 和 z 和 2r，@ HHN)=12t -2r2 0 入 1 护 2r 
@ j=e -Stgi 国 j=teri -rsStsr 
sin(nbO/2) cos[(m 十 1 
sin0 /2 

20 试 求 出 下 面 函 数 的 Fourier 正弦 和 余弦 变换 ， 并 用 Fourier 正弦 、 余 弦 反 变换 对 得 

出 的 结果 进行 处 理 ， 观察 是否 能 还 原 成 原始 函数 。 


GD /=eont @j/ 四 = 图 jn 
1 十 委 2 


19 旗 证 明 cosg 上 +cos20 十 … :十 cosm0 一 
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21 试 求 下 面 函数 的 离散 Fourier 正弦 、 余 弦 变 换 。 
四 1(z) = er7， @ flz)= 

22 请 将 下 述 时 域 序 列 函 数 FUET) 进行 乙 变 换 ， 并 对 结果 进行 反 变 换 检验 。 
@ f(ET) = cos(paT)，@ FET) = (KT) er 国 FET) = (akRT 一 1 十 erek7) 
国 FT) =e -em 国 FT) =sin(akT),@ FEI) 王 1 一 eakT(I 二 akT) 

23 已 知 下 可 各 个 2 变 执 表达 式 2)， 试 对 它们 分 别 进行 避 反 变换 。 


10z 4 -_  ” 
由 7=TTz 2 OreiE0aC20T STR 
@ Fn)= 2 (1 一 e ”) @@ F(z) = 4zlzcosH 一 cos(a 了 一 人 


(1 一 2 一 划 (1 一 zle-c7) 
24 已 知 某 信 号 的 Laplace 变换 为 二 ， 试 求 基 忆 变换， 并 验证 结果 。 
25 请 将 下 面 的 传递 函数 模型 输入 到 MATLAB 环境 。 
5(z 一 0.2)? 

出 呈 () 2(2 一 0.4)(z 一 1)(z 一 0.9) 十 06 汪 一 区 
_1、_ (z 十 3.2)(z-! 十 2.6) 

BR ) 
26 已 知 某 系统 的 差分 方程 模型 为 WE 十 2) 十 y(g 十 1) 十 0.16y(b) = wk 一 1) 十 2u( 一 2)， 

试 将 其 输入 到 MATLAB 工作 空间 。 


2 一 2zcos(a7) 十 1 


,了 三 0.05 秘 


、 加 Z2 十 47 十 3 本 
27 处 交 症 两 二 和 30+205 二 下 下 的 奇 点 、 奇 点 重 数 及 各 个 奇 点 


28 从 下 面 给 出 的 典型 反馈 控制 系统 结构 子 模 型 中 ， 求 出 总 系统 的 状态 方程 与 传递 函 
数 模型 ， 并 得 出 各 个 模型 的 零 极 点 模型 表示 。 





211.87s 十 317.64 169.6s 十 400 T 
中 co)= GT5)5T94305T0T cc) 一 一 5 和 (一 TO 
35786.7z- 上 十 108444 ] 1 
-1\ 一 1 一 1 一 
Oct )= CITTEIT20CCITT7J et ) 二 人 ) 0.5z-1 一 1 
攻 mv7 La 一 
昌 c06) - 7 二 55 十 丽 ，Ge(9) = 去 时评 ， 且 (9) 一 sf。 


29 假设 系统 的 对 象 模 型 ， 并 定义 一 个 PID 控制 器 


10 1 0.4353s 
C(s) 一 GTTs， GPID(s) 一 0.48 (4 十 8135 十 于) 
这 个 控制 器 与 对 象 模 型 进行 串联 连接 ,假定 整 个 闭环 系统 是 由 单位 负 反馈 构成 的 ， 
请 求 出 闭环 系统 的 传递 函数 模型 ， 并 求 出 该 模型 的 各 种 状态 方程 的 标准 型 实现 和 
霉 极 点 模型 。 





2.7 习题 与 思考 题 


呈 


30 假设 多 变量 系统 和 控制 器 如 下 给 出 





一 U.2502 0.43 
(1 ++3.35)3(1 十 1800s) (二 12s)(1 十 1800s) _10 77.5 
C(s) 一 ) Cc(3) 一 
一 0.0435 0.097 b 50 


(1+ 25.3s)3(1 十 360s) ”人 十 12s)(1 干 3605) 


斌 求 出 单位 负 反 馈 下 闭环 系统 的 传递 函数 托 阵 模型 ， 并 得 出 状态 方程 模型 。 


已 知 系统 的 方 框图 如 图 2-14 所 示 ,， 试 推导 出 从 输入 信号 7(t) 到 输出 信号 y(b) 的 总 
系统 模型 。 


rt) 1 区 2y( 动 
0 


4s 十 2 


了 


| 一 








| 3 二 2 
s5 十 14 


图 2-14 某 线性 系统 结构 图 
己 知 系统 的 方 框图 如 图 2-15 所 示 ， 试 推导 出 从 输入 信和 号 r( 昌 到 输出 信号 zy 昌 的 总 


系统 模型 。 
EC SEE | 人 


3 


[we 


万 2(s) 
ms 小 一 一 
图 2-15 ” 某 线性 系统 结构 图 


在 Simulink 等 软件 环境 出 现 之 前 , 为 衡量 仿真 工具 的 优 劣 曾 出 现 了 各 种 各 样 的 基 
准 测试 模型 ，F-14 战斗 机 模型 就 是 其 中 之 一 回 ， 该 系统 框图 如 图 2-16 所 示 ， 该 系 
统 共 有 两 路 输入 信和 号， 其 向 量 表示 为 也 = [fn 人 (tac(b]T， 其 中 必 ( 昌 为 单位 方差 的 
日 噪声 信和 号， 而 ac 介 王 天 ge- 于- e-4)18 一 7) 为 攻击 角度 命令 输入 信和 号， 这 
里 六 = acaswerm， 且 ac 三 0.0349, tm = 0.025,， 8 = 426.4352, ” = 0.01， 整 
个 系统 的 输出 有 三 路 信号， 2 人 的 = [Nzo(ta 人 ,9 的 ， 这 里 Nz 人 信号 定义 为 
Nzz 提 = 有 [7 的 十 Dog(b 二 22.89(]， 已 知 系统 中 各 个 模块 的 参数 为 : 

7a 三 0.05,，owG = 3.0, a = 2.5348. 5 = 64.13 

yn =690.4, cue 一 5.236 x 10-3, 2 = 一 063.9979， 1 一 一 6.8847 


纪 


< 
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LUo=689.4, Zv = 一 0.6385, Ma = -0.6571, Mw = 一 5.92x10-3 

wl = 2.971，uwa = 4.144,， Ts = 0.10, 7u = 0.3959 

Ka = 0.8156,，Ku = 0.6770，Kr = -3.864，KF = 一 1.745 
试 采 用 系统 互联 的 方法 得 出 系统 的 闭环 系统 模型 。 


oawG V3as 十 1 





图 2-16 F-14 战斗 机 模型 的 系统 方 框图 


参考 文献 


出 Munro N，Multivariable control 1: the inverse Nyquist array design method，In: 
Lecture notes of SERC vacation school on control system design [M]，UMIST， 
Manchester，1989 

站 《数学 手册 》 编写 组 . 数学 手册 [M]. 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1979 

[] Kuo B C，Digital control systems [M]，New York: Holt， Rinehart and Winston 
Jnc，1980 

辕 大 定 宇 . 控制 系统 计算 机 辅助 设计 一 MATLAB 语言 与 应 用 (第 2 版 ) [M]. 北京 : 
清华 大 学 出 版 社 , 2006 

[5] Frederick D K, Rimer M. Benchmark problem for CACSD packages [Aj. Abstracts 
of the second IEPEE symposium on computer-aided control System design |C 〇 ]. 
5anta Barbara， USA,， 1985 


一 一 第 3 章 一 一 一 一 一 
线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


线性 代数 问题 是 科学 技术 中 最 常 匈 的 数学 问题 ， 很 多 理论 和 应 用 
都 是 建立 在 线性 代数 的 基础 上 的 , 因此 解决 线性 代数 问题 是 很 有 意义 
的 。 然 而 经 典 线性 代数 的 课程 中 介绍 的 都 是 手工 推导 的 方法 ,不 适合 
于 高 阶 矩 阵 的 分 析 与 计算 ， 所 以 需要 计算 机 数学 语言 来 解决 这 些 高 阶 
问题 . 

很 多 计算 机 数学 语言 , 如 MATLAB 语言 ， 都 起 源 于 对 线性 代数 
问题 的 研究 。 早 期 的 线性 代数 计算 问题 侧重 于 数值 解法 下 外 ， 很 多 数 
学 软件 包 也 都 是 从 线性 代数 的 计算 开始 的 。 例 如 ， 国 际 上 最 著名 的 
EISPACK 是 求解 矩阵 特征 值 问题 的 软件 包 ,，LINPACK 是 求解 一 般 
线性 代数 问题 的 软件 包 , 目前 最 新 的 LaPACK 也 是 解决 线性 代数 计 
算 的 软件 包 。 贿 着 计算 机 科学 的 发 展 ， 当 前 能 解决 抢 阵 分 析 与 运算 问 
题 的 计算 机 数学 语言 已 经 不 局 限于 数值 线性 代数 方法 了 , 逐渐 也 可 以 
求解 解析 解 问题 。 Mathmetica 和 Maple 等 大 型 计算 机 数学 语言 都 已 
经 能 直接 求解 线性 代数 的 解析 解 问题 . MATLAB 语言 的 符号 运算 工 
具 箱 可 以 调用 Maple 的 各 种 解析 运算 功能 ,可 以 很 好 地 解决 线性 代 
数 的 解析 解 运算 问题 。 

线性 代数 是 线性 系统 中 最 重要 的 理论 基础 。 基 于 线性 代数 理论 ， 
建立 了 在 控制 理论 中 有 重要 影响 的 状态 空间 模型 和 状态 空间 理论 。 本 
章 首 先 在 3.1 节 中 介绍 如 何在 MATLAB 中 输入 各 种 特殊 矩阵 的 方 
法 ,然后 介绍 线性 系统 的 MATLAB 表示 方法 。3.2 节 将 系统 介绍 矩 
阵 分 析 的 理论 与 求解 ， 首先 介绍 矩阵 的 行列 式 、 秩 、 范 数 等 概念 与 求 
解 方法 ， 然 后 介绍 矩阵 求 逆 、 特 征 值 特征 向 量 求 取 等 内 容 。 由 矩阵 分 
析 理 论 可 以 容易 地 进行 线性 系统 中 最 重要 的 一 些 性 质 的 分 析 ， 如 系统 
的 稳定 性 、 可 控 性 和 可 观测 性 等 , 可 以 利用 矩阵 道 矩 阵 和 求 逆 的 方法 
建立 起 状态 方程 到 传递 函数 模型 的 转换 方法 以 及 系统 的 频 域 分 析 方 
法 等 , 可 以 进行 状态 反馈 的 极点 配置 设计 ， 还 可 以 利用 特征 值 估 算 的 
Gershgorin 定理 建立 起 多 变量 系统 的 频 域 分 析 体 系 。3.3 节 将 介绍 第 
阵 的 基本 变换 与 分 解 方法 ,首先 给 出 矩阵 相似 变换 及 正 交 矩阵 的 基本 
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概念 ， 然 后 介绍 矩阵 的 三 角 分 解 和 Choleskry 分 解 ,给 出 正定 矩阵 的 概念 ， 并 介绍 
几 种 常用 的 矩阵 变换 方法 ,如 伴随 矩阵 变换 、Jordan 矩阵 变换 以 及 矩阵 的 奇异 值 
分 解 等 。 基 于 筷 阵 分 解 和 线性 变换 方法 ,可 以 很 容易 地 建立 起 线性 系统 的 相似 变 
换 理 论 与 方法 ,对 一 般 的 线性 系统 模型 变换 出 有 用 的 可 控 性 、 可 观测 性 、Jordan 
及 Luenberger 标准 型 ,并 可 以 对 系统 进行 结构 分 解 ， 获 得 系统 的 最 小 实现 模型 。 
还 可 以 根据 正定 矩阵 和 正定 函数 的 概念 ,介绍 利 用 ELyapunorv 直接 方法 对 非 线性 
系统 稳定 性 进行 定性 分 析 。3.4 节 将 介绍 各 种 抢 阵 方程 的 求解 方法 ， 如 一 般 的 线 
性 代数 方程 ,一般 意义 下 的 Lyapunoyv 方程 和 Sylvester 方程 的 求解 ， 还 将 介绍 
Riccati 二 次 型 方程 的 求解 方法 ,基于 抑 阵 方程 , 介绍 控制 系统 的 Gram 和 矩阵 求解 
方法 、 系 统 范 数 指 标的 定义 与 求解 、 线 性 二 次 型 最 优 控制 等 线性 系统 中 重要 的 分 
析 与 设计 方法 。3.5 节 将 介绍 矩阵 函数 的 求解 方法 ， 以 常用 的 指数 函数 和 三 角 函 数 
为 例 介绍 抢 阵 函数 的 解析 解 方 法 , 还 给 出 了 和 拖 阵 一 般 函 数 的 解析 解 方法 。 基 于 此 
理论 介绍 了 控制 系统 连续 和 离散 模型 的 相互 转换 方法 ,连续 状态 方程 解析 解 方法 
等 ， 为 线性 系统 的 分 析 和 设计 打下 了 基础 。 


3.1 ”特殊 矩阵 的 输入 


前 面 介 绍 了 一 般 实 数 或 复数 矩 阵 的 MATLAB 输入 方法 。 在 实际 应 用 中 , 经 
币 人 存在 一 些 特 殊 的 矩阵 , 例如 单位 矩阵 ,由 于 其 特殊 性 无 须 用 底层 方法 去 输入 , 所 
以 本 节 介 绍 一 些 特 殊 和 矩阵 的 输入 方法 , 并 将 引入 特殊 矩阵 的 符号 表示 方法 。 


3.1.1 数值 矩阵 的 输入 


1. 零 抢 阵 、 允 矩阵 及 单位 矩阵 

在 一 般 的 矩阵 理论 中 , 把 所 有 元 素 都 为 零 的 矩阵 定义 成 零 和 矩阵， 把 元 素 全 为 
1 的 矩阵 称 为 么 矩阵 , 把 主 对 角 线 元 素 均 为 1， 而 其 他 元 素 全 部 为 0 的 方 阵 称 为 单 
位 算 阵 。 这 里 进一步 扩展 单位 矩阵 的 定义 ， 使 其 为 mm xz7m 的 矩阵 。 零 矩阵 、 么 矩 
阵 和 扩展 单位 矩阵 的 MATLAB 生成 函数 分 别 为 


4=zeros (7 ) ， 玉 =ones(2) ，C=eye(n) 4 生成 mx7m 方 阵 
4=zeros(m,0); 瑟 =ones(m 0); C=eye(m ,nm) %Y 生成 mm x7 和 矩阵 
4z=zeros(size()) YY 生成 和 矩 阵 吾 同样 维 数 的 矩阵 


例 3-1 下 面 的 语 各 可 以 生成 一 个 3 x8 的 零 矩 阵 4， 并 可 以 生成 一 个 和 人 维 教 相同 
的 扩展 单位 阵 召 。 可 见 ， 这 些 特 殊 和 给 阵 的 输入 还 是 很 容易 的 。 
>> A=zeros(3,8) ， 4 零 矩 阵 输 入 
B=eye(size(A)) 4% 单位 短 阵 输入 
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浊 


前 面 两 条 语 白 将 分 别 给 下 面 两 个 失 阵 赋值 
000000000 100000000 
4=|00000000|，B=|I010000060 
000000000 001000000 


函数 zeros() 和 ones() 还 可 用 于 多 维 数组 的 生成 ， 例 如 ，zeros(3 ,4,5) 
将 生成 一 个 3x4x5 的 三 维 数组 ， 其 元 素 全 部 为 0。 

2. 对 角 元 素 矩 阵 

对 角 和 矩阵 是 一 种 特殊 的 矩阵 ,这 种 矩阵 的 主 对 角 线 元 素 可 以 为 0 或 非 0 元 素 ， 
而 非 对 角 线 元 素 的 值 均 为 0。 对 角 和 矩阵 的 数学 描述 方法 为 diag(al,az,……… ,an)， 
其 中 对 角 和 拖 阵 的 数学 表示 为 


diag(al， CQ2 ,Oo 】 一 ， (3-1-1) 
CQm 


MATLAB 提供 了 对 角 和 所 阵 的 生成 函数 diag() 。 该 函数 的 调用 格式 为 


4=diag( 人 ) % 已 知 问 量 生成 对 角 拖 阵 
VY=diag(4) % 己 知 和 矩阵 提取 对 角 元 素 列 向 量 
4=diag(Y ,大 ) % 生成 主 对 角 线 上 第 玉 条 对 角 线 为 Y 的 矩阵 


例 3-2 MATLAB 中 的 diag() 函数 是 很 有 特色 的 ， 其 不 同方 式 执行 不 同 的 任务 。 例 
如 ， 直 接 使 用 此 语句 可 以 分 别 输入 各 种 矩阵 
>> C=[l 2 3] ; V=diag(C) % 由 给 定向 量 构造 对 角 撼 阵 
V1=diag(V) % 由 和 托 阵 提 取 对 角 元 素 得 出 行 向 量 
C=[1 2 3]; V2=diag(C,2) 人 由 次 对 角 线 元 素 构造 矩阵 
V3=diag([1 2 3 4])+diag([2 3 4] ,1)+diag([5 4 3] ,-1) 
这 样 ， 前 面 的 语 自 将 给 下 面 答 阵 号 值 


00100 

1 0 0 1 00020 = 0 
Y=|02 0 ,下 =|2 态 =|00003 ,= 2 3 0 
003 3 000000 0 4 3 4 
000000 1 


在 实际 应 用 中 还 可 以 取 天 为 负 值 ， 表 示 主 对 角 线 下 数 的 第 大 条 对 角 线 。 利 用 这 样 的 性 
质 ， 由 上 面 语 名 构造 出 了 三 对 角 矩 阵 了 5。 
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如 果 有 若干 个 子 矩阵 4;,，42>，.… ,4。 可 以 编写 一 个 diagm{() 函数 ,构造 
块 对 角 和 拖 阵 。 该 函数 的 清单 为 
function A=diagm(varargin) 
A=[] ; 
for ji=1;:1ength(Vvarargin) ，B=VaraITgin{ij; 
[mnA ,mA]=size(A)y，， [tnB,mB]=size(B); ACnA+1:nA+DB ,mA+1:mA+mB)=B; 


end 
该 函数 的 调用 格式 为 4=diagmn(4i， > ， 和 ) ? 其 中 ， 子 矩 阵 个 数 是 
任意 多 的 。 该 函数 可 以 得 出 块 对 角 和 矩阵 
4 
42 
一 (3-1-2) 
AAA， 
3. Hankel 和 矩阵 
Hankel 矩阵 的 一 般 形 式 如 下 : 
C1 C2 Cr 
=| (3-1-3) 
Cn Cn+i ”Cn+Hm 一 tt 


如 果 了 7 一 oo， 则 可 以 构造 无 穷 型 Hankel 矩阵 。Hankel 宅 阵 是 对 称 上 矩阵 ， 且 
其 反对 角 线 上 上 所 有 的 元 素 都 相同 。 

在 MATLAB 语言 中 , 给 定 两 个 向 量 c 和 ”， 如 果 用 互 =hankel(e,mr) ,来 
生成 五 , 则 首先 将 五 窍 阵 第 一 列 的 各 个 元 素 定义 为 ec 向 量 , 将 最 后 一 行 各 个 元 
素 定 义 为 ”， 这 样 就 可 以 依照 Hankel 矩阵 反对 角 线 上 元 素 相等 这 一 特性 来 写 出 
相应 的 Hankel 和 矩阵。 根据 Hankel 矩阵 的 性 质 ， 其 最 后 一 行 的 第 一 个 元 素 应 该 等 
于 第 1 列 的 最 后 一 个 元 素 , 如 果 冲 突 将 给 出 元 素 冲 突 的 警告 信息 。 

如 果 已 知 一 个 问 量 c， 则 也 可 以 由 五 =hankel(c) 本 数 来 构造 出 一 个 
Hankel 德 阵 。 将 互 抢 阵 的 第 一 列 的 各 个 元 素 定 义 为 e 向 量 ， 这 样 就 可 以 依 
照 Hankel 矩阵 反对 角 线 上 元 素 相 等 这 一 特性 来 写 出 相应 的 Hankel 扼 阵 ， 使 得 下 
三 角 和 拖 阵 均 为 0。 


例 3-3 试用 MATLAB 语 自 输入 下 面 给 出 的 Hankel 算 阵 瑟 
1234567 了 
F=-|2345678 
3456789 
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求解 分 析 给 出 的 矩阵 ， 用 向 量 分 别 表 示 该 矩阵 的 首 列 和 最 后 一 行 ， 则 可 以 由 下 面 语 
名 生成 Hankel 和 矩阵。 如 果 只 给 出 一 个 向 量 C， 则 可 以 生成 下 三 角 撼 阵 为 0 的 方 阵 。 
>> C=[123]; R=[3456789]j; H=hankel(C;R) 
C=[t 2 3]j; HL=hankel1(C) 
这 样 输入 的 两 个 给 阵 分 别 为 


1 2345 6 7 了 1 > 2 
五 =|234567 8: 1I=-|l2 3 0 
dp5606078 9 3 0U DO0 

4. Hilbert 窍 阵 及 闭 Hilbert 矩阵 


Hilbert 矩阵 是 一 类 特殊 矩阵 , 它 的 第 (*, 7) 元 素 的 值 满足 太 ;， 三 1706+7 一 1， 
这 时 一 个 风 Xx 史 阶 的 Hilbert 矩阵 可 以 写成 


1 1712 1/3 1/m 
四 1 4 人 (4 
1/mn 1/m +1 1 +T2) 1/(2m 1) 


产生 Hilbert 窍 阵 的 MATLAB 国 数 为 4=hilb(m") ， 其 中 , 7 为 要 产生 的 
矩阵 阶 次 。 

高 阶 Hilbert 矩阵 一 般 为 坏 条 件 的 矩阵 ， 所 以 直接 对 之 求 道 往往 会 引出 浮 点 
禾 出 的 现象 。MATLAB 提供 了 直接 求 取 逆 Hilbert 和 矩阵 的 算法 及 函数 , 其 调用 格 
式 为 刀 =invhilb(m) 。 

由 于 Hilbert 窍 阵 本 身 接 近 奇 异 的 性 质 ,， 所 以 在 处 理 该 矩阵 时 建议 尽量 采用 
符号 运算 工具 箱 ， 而 采用 数值 解 时 应 该 检验 结果 的 正确 性 。 

5. Vandermonde 和 矩阵 

假设 有 一 个 序列 c, 其 各 个 元 素 为 {fcl.ca，…… ,cn}， 则 可 以 写 出 一 个 矩阵 ， 其 
第 (2 7) 元 素 满足 wy = c 77 = 12.…,n。 这 样 可 以 构成 一 个 矩阵 


上 _ 
C] cc 1 
一 1 _ 
Co cc 1 
7 (3-1.5) 
cn cr cn 1 


该 矩阵 称 作 Vandermonde 抢 阵 。 如 果 已 知 一 个 向 量 c， 则 可 以 由 MATLAB 
提供 的 vander() 函数 来 构造 一 个 Vandermonde 矩阵 V=vander(ey) 。 


例 3-4 若 向 量 C=[1,2,3,4,5]， 则 可 以 得 出 该 向 量 对 应 的 Vandermonde 婚 阵 为 





70 第 3 章 线性 代数 问题 的 计 尊 机 求解 


和 


>> C=[1，2，3，4，5];， V=vander(C) 


1 ] 1 1 1 
16 & 4 2 1 
这 样 构造 出 的 Vandermonde 矩阵 为 YY = |81 27 9 3 1 
256 64 16 4 1 
625 125 25 5 1 
6. 伴随 托 阵 
假设 有 一 个 首 一 化 的 多 项 式 
P(s) = ss" 二 ais" 十 as 十 .十 an 13 十 an (3-1-6) 
则 可 以 写 出 一 个 伴随 矩阵 
本 一 人 2 一 CT7 一 1 一 Cn 
1 0 0 0 
4.= | 0 1]  …: 0 0 (3-1-7) 
0 0 1 0 


生成 伴随 矩阵 的 MATLAB 函数 调用 格式 为 召 =compan(P) ， 其 中 , 了 为 一 
个 多 项 式 的 系数 向 量 ， 该 函数 将 自动 对 多 项 式 进行 首 一 化 处 理 。 
例 3-5 考虑 一 个 多 项 式 已 (5) = 2s4 二 48s2 十 5s 十 6， 试 写 出 该 多 项 式 的 伴随 矩阵 。 
求解 先 输 入 特征 多 项 式 ， 则 伴随 短 阵 可 以 通过 下 面 的 语 卸 建立 起 来 ， 典 给 4 矩阵 。 
>> P=[2 0456]; A=comnpan(P) 
0 -2 -2.5 -3 


， 10 0 .00 
则 可 以 得 出 矩阵 4 = 0 1 0 0 
0 0 ] 0 


7. 随机 元 素 矩 阵 

顾名思义 ， 随 机 元 素 矩 阵 的 各 个 元 素 是 随机 产生 的 。 如 果 和 所 阵 的 随机 元 素 满 
趾 [0,1] 区 间 上 的 均匀 分 布 , 则 可 以 由 MATLAB 函数 rand() 来 生成 ,该 函数 通 
利 的 调用 格式 为 


4=rand(m) % 生成 浆 x 到 阶 标准 均匀 分 布 伪 随 机 数 方 阵 
4=rand(n,7n) 7% 生成 mx 了 mn 阶 标准 均匀 分 布 伪 随 机 数 和 矩阵 


函数 rand() 还 可 以 生成 多 维 数组 。 满 足 标准 正 态 分 布 的 随机 数 和 矩阵 可 以 由 
randn() 国 数 获得 ， 当 然 也 可 以 使 用 吾 =rand(size(4)) 形式 调用 该 函数 。 

这 里 的 随机 数 实际 上 是 “ 擅 随 机 数 " 。 所 谓 伪 随 机 数 ， 就 是 通过 某 种 数学 公式 
生成 的 、 满 足 某 些 随机 指标 的 数据 。 这 样 的 随机 数 是 可 以 重复 的 ， 与 某 些 用 电子 
方法 获得 的 不 可 重复 的 随机 数 是 不 同 的 。 
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更 一 般 地 ， 如 果 想 生成 在 (a, 中 区间 上 均匀 分 布 的 随机 数 托 阵 ， 则 可 以 首先 
用 Y=rand(m ,7m) 命令 生成 一 个 在 (0,1) 区 间 上 的 均匀 分 布 随机 数 和 矩阵  ， 再 
用 内 =a+-a*y 语句 则 可 以 生成 满足 需要 的 和 抢 阵 屿 。 如 果 想 生成 满足 
No2) 的 正 态 分 布 的 随机 数 ， 则 可 以 先 用 Y=randn(nm ,mm) 命令 生成 标准 随 
机 分 布 的 随机 数 和 矩阵 了 , 再 用 人 酌 = 二 axWY 命令 就 可 以 转换 成 所 需 的 矩阵 。 
MATLAB 的 统计 工具 箱 还 提供 了 大 量 满足 特殊 分 布 的 随机 数 生成 函数 ， 如 
\` 满足 Rayleigh 分 布 的 raylrnd()， 满足 vz 分 布 的 chi2rnd()， 具 体 请 参见 文 
献 [3, 4]。 


3.1.2 ”符号 憩 阵 的 输入 


如 果 已 经 建立 起 了 数值 抢 阵 4, 则 可 以 由 互 =sym(4) 语句 将 其 转换 成 符号 
和 矩阵。 这样 , 所 有 数值 窍 阵 均 可 以 通过 这 样 的 形式 转换 成 符号 扎 阵 ， 并 利用 符号 
运算 工具 箱 获 得 更 高 精度 的 解 。 

对 于 一 些 特殊 矩阵 形式 ， 如 Vandermonde 抢 阵 、Hankel 和 矩阵 及 伴随 气 阵 ， 
符号 运算 工具 箱 不 直接 支持 它们 , 所 以 需要 编写 下 面 的 一 些 枉 数 , 将 其 置 于 Csym 
目录 下 ,这样 才 可 以 对 符号 同 量 建立 起 这 些 符 号 抢 阵 。 

参考 MATLAB 语言 对 数字 和 抢 阵 生成 的 相应 函数 ， 可 以 改写 出 适合 符号 运 
算 的 新 函数 。 例如， 可 以 编写 出 生成 伴随 矩阵 的 MATLAB 函数 compan () 。 


function A=compan(c) 
c=cv:).:; A=sym(diag(ones(1,n-2)，,-1)); AL1，:)=-c(2:n)./c(Cl) ， 


例 3-6 试用 解析 方法 建立 起 下 面 多 项 式 的 伴随 撼 阵 。 

P(A) = 中 双 十 ao 入 上 aa 十 十 ay 十 asA 十 ag 
求解 由 上 面 编写 的 阴 数 ， 可 以 先 申明 符号 变量 ， 并 以 向 量 形式 输入 多 项 式 ， 最 后 通过 
下 面 的 语句 直接 建立 所 需 的 伴随 和 矩 阵 。 


>> SymSs al a2 a3 ad4 ap5 a6 a7 a8 a9 
A=compan([al a2 a3 a4 a5 a6 a7 a8 ag9] ) 


这 样 建立 起 所 需 的 憩 阵 
--Q2/al 一 as/al 一 aa/al 一 a5/al -a6/al 一 ar/al 一 a8/al 一 ae/ai 

1 0 0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 0 
4 一 0U U 了 0 0U 0 0 0 

0 U 0 1 U 0 0 0 

U 0 0 b ] 0 0 0 

0 0 O U 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 1 0 
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证 





类 似 地 ，Hankel 抢 阵 的 MATLAB 函数 hankel() 为 

function H=hankel(c,T) 

c=c(:); Bnc=length(Cc) ; 

if nargin==1，IT=Zeros(size(c)); end 

T=T(:); Dr=length(T); x=fc; TY((C2:nr)')]; cidx=(1:nc)，; 

ridqx=0:(nr-1); Hi=cidx(: ,ones(Cnr,1))+ridx(ones(nc,1),:); H=x(H1L1) ; 

还 可 以 建立 起 生成 Vandermonde 和 拖 阵 的 MATLAB 函数 vander()， 其 格式 
与 MATLAB 语言 中 的 数值 函数 完全 一 致 。 

functiona A=Vvander(v) 

n=Tength(Gv); v=v(:); A=sym(ones(n) ) ; 

for j=n-l:-1:1，A(C:，j)=v.xA(C:，j+t)i end 


3.1.3 线性 系统 的 状态 空间 模型 


控制 系统 的 状态 空间 描述 和 前 面 介绍 的 传递 函数 描述 是 刻画 同 -一 问题 的 两 种 
不 同方 法 。 传 递 函数 模型 描述 的 是 系统 的 输入 和 输出 之 间 的 关系 ， 而 状态 方程 模 
型 除 此 之 外 , 还 描述 了 一 些 内 部 的 状态 变量 ,所 以 状态 方程 模型 又 称 为 系统 的 内 
部 模型 ， 而 传递 函数 模型 称 为 系统 的 外 部 模型 。 系 统 的 状态 方程 模型 构造 了 “ 现 
代 控 制 理论 ”的 基础 。 

这 里 首先 介绍 系统 的 状态 方程 描述 方法 ,然后 着 重 介绍 连续 和 离散 线性 时 不 
变 系 统 的 数学 模型 及 其 MATLAB 表示 方法 。 

1. 连续 系统 的 状态 方程 模型 

在 介绍 系统 状态 方程 之 前 先 给 出 “个 实际 系统 状态 方程 建筑 的 例 下 ， 詹 后 从 
出 线性 系统 状态 方程 的 一 般 形 式 。 


例 3-7 重新 考虑 图 2-3 中 的 RLC 串联 电路 ， 式 (2-2-10) 表示 出 该 系统 的 微分 方程 模 
一 。 试 选择 状态 变量 ， 推 导出 对 应 的 状态 方程 模型 。 如 果 输 入 信号 (ft) 为 阶 路 信号 
试 求 出 vc (区 的 解析 解 。 

求解 选择 状态 变量 zi(t) = ii，za = uc( 提 ， 由 式 (2-2-8) 可 以 得 出 zl = Czo， 由 式 
(2-2-9) 可 以 得 出 vb = RRzi 十 EL2a +za， 从 而 可 以 写 出 系统 的 状态 方程 为 


1 一 妨 / 世 一 1/ 艺 必 ] 1 /元 小 1 
区 图 :sea 加 
阁 选择 状态 变量 zl = tu, za =1 则 可 以 写 出 Z2 一 CZ1， UL 人 Ht 王 玉 za 十 也 2 十 Z1， 
这 样 可 以 改写 状态 方程 为 


瘟 Le 国 oa 加 


可 见 ， 随 着 状态 变量 的 不 同 选择 ， 得 出 的 状态 方程 模型 是 不 惟一 的 。 





3.1 特殊 纸 阵 的 输入 


间 


连续 线性 时 不 变 系统 状态 方程 的 一 般 表 示 为 
宛 ( 提 二 4zfb) 十 瑟 t( 
(四 一 CZt 十 万 人 


式 中 你 = [ai 与 = [分 别 为 系统 的 输入 和 输出 向 量 ，z 为 
系统 的 状态 向 量 。 和 抢 阵 4, 吾 ,C 和 姜 为 维 数 相 容 的 矩阵 。 这 里 维 数 相 容 是 指 在 
方程 里 相应 的 项 是 可 乘 的 。 准 确 地 说 ,4 和 矩阵 是 mx 即 方 阵 , 互 为 风 .xp 和 阵 ，C 
为 gx 即 矩 阵 , 万 为 gxp 惩 阵 。 

在 MATLAB 中 表示 系统 的 状态 方程 模型 是 相当 直观 的 ， 只 需要 将 各 个 系数 
矩阵 按照 常规 矩阵 的 方式 输入 到 工作 空间 中 即 可 ,， 这样， 系统 的 状态 方程 模型 可 
以 用 下 面 的 语句 直接 建立 起 来 C=ss(4, 妃 ,C ,万 ) 。 


例 3-8 多 变量 系统 的 状态 方程 模型 可 以 用 前 面 介 绍 的 方法 直接 输入 ,无 需 再 进行 特 
殊 的 处 理 。 试 将 如 下 双 输 入 双 输 出 系统 的 状态 方程 模型 输入 MATLAB 环境 。 


一 12 一 17.2 一 16.8 一 11.9 1.5 0.2 
6 8.6 .4 6 
6 S.7 8.4 6 

一 5.9 一 86 一 8.3 一 6 0 0.5 


2 05 0 0.8 
y 风 二 |03 03 0.2 站 > 


求解 系统 的 状态 方程 模型 可 以 用 下 面 的 语句 直接 输入 
>> A=[-12,-17.2,-16.8,-11.9; 6,8.6,8.4,6; 
6,8.7,8.4,6; -5.9,-8.6,-8.3,-6] ; 
B=[1.5,0.2; 1,0.3; 2,1; 0,0.5]; C=[2,0.5,0,0.8; 0.3,0.3,0.2,1]; 
D=zetos(2,2); G=ss(A,B,C,D) / 输入 并 显示 系统 状态 方程 模型 
2. 离散 系统 的 状态 方程 模型 
离散 系统 状态 方程 模型 可 以 表示 为 


zt) 一 


| Z[E 十 1)T = 三 zkT) 十 Gu(KET) (3-1-9) 


y(ET) = Ce(kT) + Du(kT) 
这 里 了 为 离散 系统 的 采样 周期 。 可 以 看 出 ， 该 模型 的 输入 应 该 与 连续 系统 状态 


方程 一 样 ， 只 需 输 入 五 , G, C 和 姜 和气 阵 ,就 可 以 用 ss () 函数 将 该 模型 输入 到 
MATLAB 的 工作 空间 了 :万 =ss ( 王 ,G,C,D,:Ts:,T) 。 
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本 


3.2 ”和 拖 阵 基本 分 析 


3.2.1 和 矩阵 基本 概念 与 性 质 


1. 矩阵 的 行列 式 
抢 阵 4 = {aij} 的 行列 式 定 义 为 


万 =|4|= det(4) = 》 (-1H8*aae aok anks (3-2-1) 


式 中 ，jia ka … ,pr 是 将 序列 1,2,…… ,7 的 元 素 交 换 8 次 所 得 出 的 一 个 序列 ， 
每 个 这 样 的 序列 称 为 一 个 置换 (permutation); 而 了 表示 对 1 ,大 取 己 
1,2…… ,79 的 所 有 排列 的 求 和 。 

计算 矩阵 的 行列 式 有 多 种 算法 , 在 MATLAB 中 采用 的 方法 是 对 原 矩 阵 4 
进行 三 角 分 解 ( 又 称 为 上 U 分 解 ， 后 面 将 介绍 ),， 将 其 分 解 成 一 个 上 三 角 搬 阵 V 和 
一 个 下 三 角 抑 阵 王 的 积 , 即 4 三 三 芝 ， 这 样 可 以 先 求 出 工 矩阵 的 行列 式 。 注 意 ， 
在 这 一 第 阵 中 只 有 一 种 非 0 的 排列 方式 且 其 行列 式 的 值 s 为 1 或 -1。 同样 ,， 因 
为 UV 为 上 三 角 和 矩阵 ,所 以 其 行列 式 的 值 为 该 矩阵 主 对 角 线 元 素 之 积 ， 即 4 和 矩阵 
行列 式 为 det(4) = sTL_w MATLAB 提供 了 内 在 函数 det()， 其 调用 格式 
很 直观 , 为 d=det(4) ， 利 用 它 可 以 直接 求 取 矩阵 4 的 行列 式 。 该 函数 同样 适用 
于 符号 矩阵 4。 
Il]0 2 34 13 
5 1 10 8 


9 7 6 12 
4 14 15 1 


求解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 矩阵 的 行列 式 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 97612; 414141415 1];， det(A) 
该 矩阵 的 行列 式 为 0， 表明 抵 阵 4 奇异 。 
例 3-10 高 阶 Hilbert 敌阵 是 接近 奇异 的 矩阵 。 试 用 解析 解 方法 计算 出 20 x 20 的 
Hilbert 甜 阵 的 行列 式 。 
求解 首先 用 hilb() 函数 可 以 定义 一 个 20 x 20 的 Hilbert 短 阵 ， 将 其 转换 成 符号 拭 
阵 ， 则 MATLAB 的 det() 函数 会 自动 采用 | 其 行列 式 的 值 。 

>> tic，A=sym(hilb(20)); det(A) ， 
可 以 得 出 如 下 行列 式 的 解析 解 及 近似 值 为 

1 

2377454716 … 36800000000000000000000000000000000000 
全 章 拓 展 条 用 咯 了 中 间 的 雪 


并 得 出 运行 时 间 为 0.862 秒 。 从 计算 结果 还 可 以 看 出 ， 利用 解析 方法 在 1 秒 内 就 可 以 


例 3-9 试 求 出 短 阵 4 = 的 行列 式 。 


det( 鳌 ) = A 42x10-224 








3.2 甜 阵 基 本 分 析 


硬 和 和 本 


得 出 原 问 题 的 解析 解 ， 因 为 这 里 采用 的 方法 是 矩阵 三 角 分 解 的 方法 ， 而 不 是 代数 余子 
式 算法 。 

2. 拓 阵 的 迹 

假设 一 个 方 阵 为 4 = fa 2 = 1 2 ,n， 则 矩阵 4 的 迹 定义 为 该 矩阵 
对 角 线 上 各 个 元 素 之 和 


tTr( 4) = yo (3-2-2) 


由 代数 理论 可 知 ， 和 矩阵 的 迹 和 该 矩 阵 的 特征 值 之 和 是 相同 的 , 抢 阵 4 的 迹 可 以 由 
MATLAB 函数 trace() 求 出 ， 该 函数 的 调用 和 数学 表示 相似 ttrace(4) 。 其 
实 , 矩阵 的 迹 还 可 以 由 底层 命令 tsum(diag(4)) 求 出 。 

例 3-9 中 矩阵 的 迹 可 以 由 MATLAB 语句 直接 求 出 : trace(4)=34。 

3. 矩阵 的 秩 

寿 和 矩阵 所 有 的 列 同 量 中 共有 ” 个 线性 无 关 ， 则 称 和 矩阵 的 列 秩 为 rv。 如 果 
re 一 ?772， 则 称 4 为 列 满 秩 矩 阵 。 相 应 地 ,， 若 上 矩阵 4 的 行 向 量 中 有 ” 个 是 线性 无 
关 的 ,， 则 称 和 矩阵 4 的 行 秩 为 六 。 如 果 = 了 4， 则 称 4 为 行 满 秩 和 矩阵。 可 以 证 明 ， 
符 阵 的 行 秩 和 列 秩 是 相等 的 ， 故 称 之 为 矩阵 的 秩 , 记 作 


Tank(4) 一 mr 王 六 (3-2-3) 


这 时 , 算 阵 的 秩 为 rangk(4)。 和 托 阵 的 秩 也 表示 该 官 阵 中 行列 式 不 等 于 0 的 子 式 的 
最 大 阶 次 。 所 谓 子 式 ,， 即 为 从 原 算 阵 中 任 取 天 行 及 大 列 所 构成 的 子 矩 阵 。 

矩阵 求 秩 的 算法 也 是 多 种 多 样 的 ， 其 区 别 是 有 的 算法 是 稳定 的 ， 而 有 的 算 
法 可 能 因 窍 阵 的 条 件数 变化 不 是 很 稳定 。NIATLAB 中 采用 的 算法 是 基于 和 窍 阵 的 
奇异 值 分 解 的 算法 辐 。 首 先 对 和 托 阵 进行 奇异 值 分 解 ， 得 出 矩阵 4 的 ” 个 奇异 值 
0iii = 1 2 7， 在 这 叶 个 奇才 值 中 找 出 大 于 给 定 误差 限 e 的 个 数 r， 这 时 > 
就 可 以 认为 是 4 矩阵 的 秩 。 

MATLAB 提供 了 一 个 内 在 函数 rank(), 用 它 可 以 求 取 给 定 矩 阵 的 秩 。 该 函 
数 的 调用 格式 为 


r=Trank( 4) % 用 默认 的 精度 求 数值 秩 
r=rank(4,s) Y 给 定 精度 s 下 求 数值 秩 
其 中 , 4 为 给 定 矩 阵 ，s 为 机 器 精度 。 符 号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 rank() 函数 ， 
可 以 求 出 数值 官 阵 秩 的 解析 解 ， 其 调用 格式 与 前 面 的 方法 完全 一 致 。 
例 3-11L 试 求 出 例 3-9 中 给 出 的 4 憩 阵 的 秩 。 
求解 用 rank(4) 函数 可 以 得 出 该 给 阵 的 秩 为 
>> A=[162 3 13;5141108;97612;41445 切 rank(A) 


昌 有 知 时 
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该 答 阵 的 秩 为 3， 小 于 敌阵 的 阶 次 ， 故 甜 阵 4 是 非 满 秩 和 矩阵 。 
例 3-12 现在 考虑 例 3-10 中 给 出 的 20 x 20 Hilbert 徐 阵 ， 考 虑 用 数值 方法 和 解析 方 
法 分 别 求 该 矩阵 的 秩 ， 并 比较 其 正确 性 。 
求解 先 考虑 数值 方法 ， 应 该 给 出 命令 

>> H=hilb(20)，TranK(H) 
故而 可 以 得 出 结论 。 因 为 该 矩阵 的 秩 为 13,， 该 值 和 给 阵 阶 次 相差 太 多 ,所 以 百 矩阵 为 
非 满 秩 婚 阵 。 其 实 该 函 数 对 一 些 接近 奇异 的 给 阵 可 能 出 现 错误 结论 ， 用 数值 解 的 方法 
应 该 注意 。 如 果 有 可 能 应 该 采用 解析 解 的 方法 求解 该 问题 ， 该 方法 将 得 出 玖 矮 阵 的 
秩 为 20， 为 满 秩 姓 阵 。 

>> H=sym(hilb(20)); rank(H) % 可 见 原 和 给 阵 为 非 奇 异 矩 阵 

4. 垂 阵 范 数 

矩阵 的 范 数 是 对 和 矩阵 的 一 种 测度 。 在 介绍 矩阵 的 范 数 之 前 ， 首 先 要 介绍 向 量 
苑 数 的 基本 概念 。 如 果 对 线性 空间 中 的 一 个 向 量 z 存在 一 个 函数 o(z) 满足 下 面 
3 个 条 件 ; 

po(z) 关 0 且 p(z) = 0 的 充 要 条 件 是 z=0 

2 po(az) = |aqlpo(z), a 为 任意 标量 

3 对 辐 量 z 和 yy 有 pz 十 切 世 pp(z) 十 py 
则 称 p(z) 为 z 向 量 的 范 数 。 范 数 的 形式 是 多 种 多 样 的 。 可 以 证 明 , 下 面 给 出 的 一 
族 式 子 都 满足 上 述 的 3 个 条 件 。 


亲 1/ 
一 一 1 一  .，， -一 ， _ 另 _ 
zl。 = ppE | ,了 一 上 2， . 且 |lzl|> Ra | | (3-2-4) 


这 里 用 到 了 向 量 范 数 的 记号 ||z|ll。。 向 量 范 数 可 以 由 MATLAB 底层 命令 直接 解 
出 sum(abs(4).P) (1/P) 。 
窍 阵 的 范 数 定义 比 向 量 的 稍 复杂 一 些 ， 其 数学 定义 为 : 对 于 任意 的 非 零 向 量 
zZ,， 和 矩阵 4 的 范 数 为 
14I= sup zl 
zzo jz|| 


和 问 量 的 范 数 一 样 ， 对 矩阵 来 说 也 有 常用 的 范 数 定义 方法 


(3-2-5) 


了 瑟 
一 ， 一 开 一 .. 
4 二 更 由 2 oh 4 = Vsoe(44, 4 开 汪 二 oo | 
< 了 一 


(3-2-6) 
其 中 , s( 下 ) 为 天 矩阵 的 特征 值 , 而 smax(4T4) 为 4T4 矩阵 的 最 大 特征 值 。 事 
实 上 , ||4||: 还 等 于 4 矩阵 的 最 大 奇异 值 。 





3.2 矩阵 基本 分 析 


和 


MATLAB 提供 了 求 取 矩阵 范 数 的 函数 norm()， 人 允许 求 各 种 意义 下 的 矩阵 范 
数 。 该 函数 的 调用 格式 为 
IV=norm(4) % 求解 默认 的 14 
INV=normn(4， 选 项 ) 闪 选项 可 以 为 12.inf,:fro， 等 


这 样 , 例 3-9 中 矩阵 4 的 各 种 范 数 可 以 由 下 面 的 MATLAB 函数 直接 求 出 。 
>> A=t16 2 3 13; 5 1141 108;97612; 4141415 1， 
[norm(A) ,normn(A ,2) ,norm(A,1) ,normn(A,Inf) ,norm(A，, :fro))] 

可 以 得 出 | 4 = 14 = 14。 = 34, 14 = 38.6782。 这 里 有 两 点 值得 注 
意 , 首先 norm(4) 和 norm(A4 ,2) 访 该 给 出 同样 的 结果 ,因为 它们 都 表示 ||4||。， 
其 次 因为 巧合 , 在 这 个 例子 中 , | 中 4 巾 = 14。 但 一 般 情 况 下 ,| 4 = 14 
不 一 定 能 满足 。 

遗憾 的 是 ,符号 运算 工具 箱 中 未 提供 norm() 酝 数 。 故 若 需 要 求解 数值 矩阵 
的 范 数 , 应 该 先 将 矩阵 用 double() 函数 转换 成 双 精 度数 值 矩 阵 ， 然 后 再 调用 数 
值 算 阵 的 aorm() 图 数 。 

5. 特征 多 项 式 

引入 算 子 s， 并 构造 一 个 矩阵 s 了 - 4. 再 求 出 该 扎 阵 的 行列 式 ， 则 可 以 得 出 
一 个 关于 算 子 s 的 多 项 式 


C(s) = det(s 了 一 4) 一 5 十 cas 十 :十 cns 十 cn+l (3-2-7) 


这 样 的 多 项 式 C(s) 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 。 其 中 , 系数 ci 一 2,.3,…… ,7m+1 
称 为 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 。 多 项 式 首 项 系数 ci; = 1。 

MATLAB 提供 了 求 取 和 矩阵 特征 多 项 式 系 数 的 函数 poly(), 该 函数 的 调用 格 
却 为 c=poly(4) ,返回 的 ce 为 一 个 行 向 量 , 其 各 个 分 量 为 矩阵 4 的 降 守 排 列 的 
特征 多 项 式 系 数 。 该 函数 的 另外 一 种 调用 格式 是 ,如果 给 定 的 4 为 向 量 ， 则 假定 
该 回 量 是 一 个 矩阵 的 特征 值 ， 由 此 求 出 该 算 阵 的 特征 多 项 式 系 数 ,， 如果 向 量 4 中 
有 无 穷 大 或 NaN 值 , 则 首先 噜 除 它 ,再 计算 特征 多 项 式 的 系数 。 

需要 指出 的 是 ,如果 4 为 符号 扰 阵 ， 该 画 数 仍 然 适 用 , 但 得 出 的 不 是 系数 向 
量 ,， 而 是 多 项 式 的 数学 表达 式 本 丹 。 

例 3-13 试 求 出 例 3-9 中 给 出 的 4 短 阵 的 特征 多 项 式 。 
求解 可 以 通过 下 面 的 poly() 函数 直接 求 出 该 算 阵 的 特征 多 项 式 。 
>> A=[16 2 3 13; 5 11 108; 97612; 4144145 1]; p=poly(A) 
PO=[1 -34 -80 2720 0] ; norm(Pp-pO) 
得 出 特征 多 项 式 系数 为 1.-34, -80,2720. -1.813 x10-13。 该 系数 和 理论 值 的 差 的 范 
数 为 2.2810x10-12。 
用 符号 运算 工具 箱 中 的 poly() 通 数 同样 可 以 来 出 给 阵 的 特征 多 项 式 。 


昌 申 和 
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>> A=Sym(A) ; Poly(A) 
由 解析 解 方法 可 以 得 出 其 特征 多 项 式 为 z4 - 3473 - 80z2 + 2720z。 
在 实际 应 用 中 还 有 其 他 简单 的 数值 方法 可 以 精确 地 求 出 矩阵 的 特征 多 项 式 系 
数 . 例如, 下 面 给 出 的 Leverrier-Faddeerv 递 推算 法 是 求 取 拖 阵 的 特征 多 项 式 的 一 
种 有 效 的 递 推 算法 。 


1 ， 
C++1l 一 一 大 人 4)， +1 一 4 有 十 Ck+1 了 了 ， 8 一 | 机 (3-2-8) 


其 中 书 ; = 了 Tc = 1。 该 算法 首先 给 出 一 个 单位 阵 了 ， 并 将 之 赋 给 尽 ;， 然 后 对 每 
个 大 的 值 分 别 求 出 特征 多 项 式 参 数 ， 并 更 新 尽 , 和 矩阵， 最 终 得 出 矩阵 的 特征 多 项 
式 系数 cx。 该 算法 可 以 直接 由 下 面 的 MATLAB 语句 编写 一 个 poly1() 函数 实 
现 ， 该 函数 还 实现 了 poly() 函数 的 其 他 调用 方法 ,可 以 全 面 取 代 该 函数 。 
function c=polytl(A) 
Lnr ,ncj=size(A) ; 


if nc==nr % 给 出 若 为 方 阵 ， 则 用 Leverrier-Eaddeev 算法 求 特征 多 项 式 
I=eye (nc);  R=I; c=[l zeros(1,nc)]; 
for Kxk=1:nc，cf(k+1)=-1/k*tTrace(A*rR) ; R=Ar*R+C(K+l1)*I，end 
elseif (nr==l | nc==1l) “% 给 出 为 同 量 时 , 构造 矩阵 
A=A(isfinite(A) ); n=length(A); c=[1 zeros(1,n)]; 
for j=l1:n，c(2:(j+l))=c(2:(j+l))-A(Cj).rc(t:j)i end 
else 4% 参数 有 误 则 给 出 错误 信息 
erTor( Argument must be a Vector or a Square matrix.:) 
enda 


调用 新 的 poly1(4) 函数 , 则 可 以 得 出 精确 结果 。 
例 3-14 试 求 向 量 妃 = [ai,aaz,aa,aa,as] 对 应 Vandermonde 矩阵 的 特征 多 项 式 。 
求解 可 以 用 4=vander( 瑟 ) 函数 构造 一 个 Vanderrmonde 矩阵 4 这样 就 能 直接 使 用 
poly(A4) 函数 获得 该 给 阵 的 特征 多 项 式 。 


>> Syms al a2 a3 a4 a5 xi; A=Vvander([al a2 a3 a4 a5]) ; 
collectkpoly(CA) ,x) % 按 Z 合并 同类 项 , 化 简 多 项 式 
该 矩阵 的 特征 多 项 式 数学 表示 为 
det(4)= 六 二 (-aa -al 一 a5) 刀 十 (a5al 十 asal 十 asaa 一 2az 一 2a: 一 Q2 一 a3)z3 
上 +(adai 十 aias 十 ada5 十 a2a5 +alas 一 aaalda5 一 2aoa5ad 十 agal 一 2aoa4a3 十 205 十 @3)Z2 
+(-3a4asa5 十 0 十 ad 十 o 一 agoal 十 ai 上 +2azaza4 -aoaga+T3)z 一 ai 
6. 矩阵 多 项 式 的 求解 
矩阵 多 项 式 的 数学 形式 为 


盏 =ad4"+aa4 1 二 十 aa+aniT (3-2-9) 
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有 


其 中 ,4 为 一 个 给 定 和 矩阵 , 了 工 为 和 4 间 阶 次 的 单位 矩阵 , 这 时 返回 的 拖 阵 吾 为 卸 
阵 多 项 式 的 值 。 和气 阵 多 项 式 的 值 在 MATLAB 语言 环境 中 可 以 由 polyvalm() 函 
数 求 出 ， 该 函数 的 调用 格式 为 瓦 =polyvalm(a,4) ， 其 中 , a 为 多 项 式 系数 降 靶 
排列 构成 的 疝 量 , 即 ea= [al,a2,……. ,aa yi]。 

相应 地 ,还 可 以 按 点 运算 的 方式 定义 一 种 多 项 式 运 算 为 


人 一 CIZ. 7 十 Q2E (人 一 上 十 十 an+l (3-2-10) 


这 时 , 条 阵 C 可 以 由 语句 C=polyval(a,z) 直接 计算 出 来 。 

看 由 MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 给 出 多 项 式 p, 则 可 以 调用 subs () 函数 
求 出 点 运算 意义 下 的 多 项 式 的 值 C=subs(p,s,z) 。 
例 3-15 Cayley-Hamilton 定理 是 给 阵 理论 中 的 一 个 比较 重要 的 定理 ， 其 内 容 为 : 车 
矩阵 从 的 特征 多 项 式 为 


js) = det(s 了 一 4) =als"” +aosn 一 十 .十 aas 十 anal (3-2-11) 


则 有 FI4) = 0,， 亦 即 al4" +az4" 一 +. +an4+ansi = 0。 假 设 矩 阵 4 为 
Vandermonde 天 阵 ， 斌 验证 其 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 
求解 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 来 验证 Cayley-Hamilton 定理 。 
>> A=vander([I1234567]) 
aa=poly(A) ; B=polyvalm(aa,A) ;i norm(B) 
则 可 以 构造 出 下 面 的 Vandermonde 竹 阵 ， 并 求 出 误差 给 阵 的 范 数 为 2.1886x106。 


] 1 ] ] ] 上 1 

6 和 < 16 8 4 2 1 

729 243 8 27 9 3 1 

4=| 4096 1024 26 64 16 4 1 
15620 3l25 62 1125 25 5 1 

46650 7716 1296 216 36 6 1 
117049 16807 2401 343 49 7 1 


由 于 使 用 的 Poly() 通 教 会 产生 一 定 的 误差 ， 而 该 误差 在 甜 阵 多 项 式 求解 中 导致 了 巨 
大 的 误差 ， 从 而 得 出 错误 结论 。 由 此 看 来 ， poly() 函数 的 误 益 有 时 是 不 可 忽略 的 。 如 
果 把 上 面 语 句 中 的 Poly() 也 数 用 poly1i() 函数 代替 ， 则 可 以 得 出 如 下 结果 : 

>> aa1=Ppolyt(A) ; Bt=polyvalm(aal,A);， norm(B1) 

可 见 ， 由 此 得 出 的 召 矩阵 就 会 等 于 0， 故 该 矩阵 满足 Cayley-Hamilton 定理 。 


3.2.2 ”符号 多 项 式 与 数值 多 项 式 的 转换 


大 已 知 数值 多 项 式 系数 构成 的 向 量 p= [al ,az，… ,ai] ， 则 可 以 通过 符号 
运算 工具 箱 提 供 的 poly2sym() 函数 转换 成 多 项 式 表 示 。 若 已 知 多 项 式 的 符号 表 
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达 式 ， 则 可 以 由 sym2poly() 函数 转换 成 系数 向 量 形 式 。 这 两 个 函数 的 调用 格式 
都 是 很 简单 的 : 
=poly2sym(D) 或 F=poly2sym(Pp,z) YY 向 量 转 多 项 式 
D=sym2poly( 户 ) % 多 项 式 转向 量 


例 3-16 已 知 多 项 式 上 =s5 十 2s4 十 3s3 十 4s2 十 5s 十 6， 试用 不 同形 式 表示 该 多 项 式 。 
求解 该 多 项 式 可 以 用 两 种 形式 先 定义 出 来 。 例 如 ， 可 以 用 数值 形式 先 定 义 再 用 相应 
的 方式 将 其 转换 成 符号 型 的 多 项 式 。 
>> P=[123456]; 先 由 系数 按 降 寺 顺 序 排列 表示 多 项 式 
f=poly2sym(P, vv) 人 以 了 为 算 子 表示 多 项 式 


这 样 得 出 的 多 项 式 为 Fo) 三 妇 十 204 二 3o3 +4o2 十 5 十 6。 显 然 ， 另 一 种 方法 是 需要 
先 表示 符号 形式 的 多 项 式 ， 然 后 用 转换 函数 将 其 转换 成 数值 形式 。 

>> P=Sym2poly(f)  % 转换 成 数值 形式 的 多 项 式 
这 样 会 得 出 向 量 Pp = 上 ,2,3,4,5,6]。 


3.2.3 ” 邮 矩 阵 与 广义 逆 和 矩阵 


1. 窍 阵 的 逆 矩 阵 
对 一 个 已 知 的 m xz7m 非 奇异 方 阵 4 来 说 , 若 有 一 个 同样 大 小 的 C 矩阵 满足 


4C=-C4=T (3-2-12) 


式 中 了 工 为 单位 阵 ， 则 称 C 和 矩阵 为 4 所 阵 的 道 矩 阵 ,， 并 记 作 C = 4-1。 
MATLAB 语言 中 提供 了 inv() 函数 ,可 以 直接 用 来 求 取 矩阵 的 首 和 矩阵 ， 亦 
邱 C=inv(4) 。 该 函数 同样 适用 于 符号 变量 构成 的 矩阵 的 求 道 。 
例 3-17 试 求 取 Hilbert 甜 阵 的 着 矩阵 。 
求解 考虑 4x4Hilbert 抵 阵 ,调用 MATLAB 的 短 阵 求 北 邓 数 inv()， 则 可 以 立即 得 
出 该 纸 阵 的 逆 和 矩阵 。 
>> H=hilb(4); H1=inv(H) ，H+*H1 
这 样 得 出 的 六 敌阵 五 ; 为 
15.9999999999993 --119.999999999992 ”239.999999999979 -139.999999999986 
一 119.999999999992 ”1199.9999999999 -- 2699.99999999976 1679.99999999984 


239.99999999998 ”一 2699.99999999976 “6479.9999999994 -4199.99999999961 
一 149.999999999987 ”1679.99999999984 --4199.99999999961 ”2799.99999999974 


这 里 还 可 以 应 用 MATLAB 的 语句 来 检验 得 出 的 逆 短 阵 是 否 符 合 条 件 。 例 如 ,计算 原 
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本 


憩 阵 互 和 求 出 的 北 和 矩阵 互 ; 之 积 ， 则 


1 2.2737x10” 1 一 4.5475x10-13 2.2737X10- 忆 

7.1054x107- 坛 1 -1.1369x10-13 1.1369x10 一 3 
人 一 |71054x10-15 (0 1 0 
3.5527x10-15 1.1369x10-1 一 11369x10-33 开工 


二 者 之 积 应 该 为 单位 阵 ,， 但 实际 上 这 样 的 积 有 点 误差 。 对 大 规模 甜 阵 来 说 ， 如 果 
用 上 述 的 检验 方法 显得 太 麻 烦 ， 所 以 可 以 将 结果 减 去 一 个 单位 阵 ， 对 其 误差 用 求 范 
数 的 方法 ， 对 得 出 的 天 阵 进行 检验 。 如 果 误 差 矩 阵 的 范 数 是 一 个 微小 的 数 ， 则 可 以 接 
受 得 出 的 北 短 阵 ， 耕 则 应 该 认为 其 不 正确 。 从 结果 看 ， 此 误差 虽然 未 小 于 MATLAB 
短 阵 运算 的 一 般 误 差 (10- ~ 10-…” 数量 级 )， 但 还 是 比较 小 的 ， 因 此 可 以 接受 得 出 
的 弟 天 阵 。 

考 谋 到 高 阶 Hilbert 给 阵 接 近 于 奇异 算 阵 ， 一 般 不 建议 用 inv() 函数 直接 求解 ， 
可 以 采用 invhilb() 函数 直接 产生 送 和 矩阵 。 对 于 低 阶 抵 阵 ,用 invhilb() 计算 出 来 的 
逆 答 阵 的 精度 也 显著 改善 了 。 著 扩大 和 矩阵 的 阶 次 ， 例 如 需要 研究 13 x 13 的 Hilbert 于 
阵 ， 则 两 种 求 北 的 方法 都 将 失效 。 解 决 这 样 问题 的 最 好 方法 是 采用 解析 解 方法 。 

符号 运算 工具 箱 中 也 对 符号 给 阵 定 义 了 inv() 函数 ， 即 使 对 更 高 阶 的 非 奇 异 短 
阵 也 可 以 精确 求解 出 纸 阵 的 逆 和 矩阵 来 。 现 在 先 显 示 6x6 的 Hilbert 遂 托 阵 为 

>> H=sym(hilb(6));， Hi=inv(H) 


这 样 求 出 的 精确 逆 矩 阵 为 
36 一 630 3360 一 7560 7560 一 2772 
-630 14700 -88200 ”211680 -220500 83160 
万 3360 -88200 ”564480 “”--1411200 ”1512000 ”一 582120 
1 一 


一 fob0 211680 一 1411200 3628800 “一 3969000 1552320 
7560 ”一 220500 ”1512000 -3969000 4410000 ”一 1746360 
一 2772 83160 一 582120 1552320 ”一 1746360 ”698544 


其 实 ， 用 符号 运算 工具 箱 可 以 求解 出 更 高 阶 Hilbert 姓 阵 的 逆 和 给 阵 。 例 如 ， 求解 
30 阶 甜 阵 ， 可 以 使 用 下 面 的 命令 ， 得 出 精确 的 北 和 矩阵 ， 这 时 误差 为 0。 

>> H=Ssym(hilb(30)); norm(double(Hxinv(H)-eye(size(H))) ) 
例 3-18 试 对 例 3-9 中 给 出 的 奇异 甜 阵 六 求 北 ， 并 观察 用 数值 方法 对 真正 奇异 的 矩阵 
求 弟 会 发 生 什么 现象 。 
求解 首先 输入 该 矩阵 ， 则 可 以 用 inv() 函数 对 其 求 道 。 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8;976142;4144145 1:; 

B = inV(A) ，A*+B 

该 函数 而 用 将 给 出 如 下 的 警告 信息 ， 提 示 用 户 该 纸 阵 接近 于 奇异 。 


WaTning: MatTrix is close to singular or badly scaled. 
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昌 


Results may be inaccurate，.RCOND = 1.306145e-017 . 


事实 上 ，44 天 阵 是 奇异 给 阵 ， 但 通过 数值 算法 后 得 出 的 是 接近 奇异 的 结论 。 该 提 
示 说 明 得 出 的 遂 矩 阵 可 能 是 不 正确 的 ， 得 出 的 “着 ”上 算 阵 召 和 4 已 矩阵 分 别 为 


0.9383 “2.8147 -2.8147 一 0.9383 ] 0 一 1 一 0.25 
盏 一 1014 2.8147 “8.4442 一 8.4442 一 2.8147 4 万 二 一 0.25 0 0 0.875 

一 4.8147 一 8.4442 8.4442 2.8147| ， 0.25 0.5 0 0.25 

一 0.9383 -2.8147 2.8147 0.9383 0.15634 0.125 0 1.734 


事实 上 ， 奇 异 和 给 阵 根 本 不 存在 一 个 相应 的 北 矩 阵 ， 能 满足 式 (3-2-12) 中 的 条 件 。 
对 这 里 给 出 的 问题 还 可 以 试用 符号 运算 工具 箱 中 的 函数 ,但 由 于 矩阵 奇异 ， 故 inv() 


函数 也 无 能 为 力 。 
>> A=Sym(A) ; inV(CA) 
这 时 将 得 出 错误 信息 为 


?9?? Error usSing ==> SYym/inv 
ETITOT，(in inverse) Singular 轴 atLix 


例 3-19 MATLAB 的 给 阵 求 北 函 数 同样 适用 于 含有 变量 的 矩阵 。 例 如 ， 对 于 下 面 的 
了 ankel 给 阵 ， 可 以 直接 用 inv() 函数 得 出 其 北 短 阵 。 
>> Syms al a2 a3 a4; H=hankel([al a2 a3 a4]) ，inv(H) 


这 样 得 出 其 北 托 阵 为 
0 0 0 1/a4 
P-L1_ | 0 0 1 /ax 一 1/aydaas 
| 0 1/a4 一 1 /adaas 一 1/ad(aazaa 一 a3) 
1/aas 一 1/aias 一 1/ai(aaas - a3) (-alia3 十 2a2asad -- a3)/ad 
2. 矩阵 的 广义 道 


前 面 已 经 介绍 过 ， 即 使 用 解析 解 求解 的 符号 运算 工具 箱 对 奇异 矩阵 的 求 道 也 
是 无 能 为 力 的 ,因为 其 道 和 矩 阵 根 本 不 存在 。 另 外 ,长 方形 的 矩阵 有 时 也 会 涉及 到 
个 能 求 道 的 问题 ， 这 样 就 需要 定义 一 种 新 的 “ 道 矩阵 >”。 对 于 要 研究 的 矩阵 4,， 如 
果 存 在 一 个 矩阵 汶 ,， 满足 

4N4=4 (3-2-13) 


则 矩阵 称 为 4 的 广义 道 矩阵 , 记 作 IN = 4-。 如 果 4 矩阵 是 一 个 风 xmm 的 
长 方形 矩阵 , 则 六 矩阵 为 m xm 阶 和 矩阵 。 满 足 该 条 件 的 广义 逆 矩 阵 有 无 穷 多 个 。 
定义 下 面 的 范 数 最 小 化 指标 为 


min | 4z -- 吾 | (3-2-14) 


则 可 以 证 明 , 对 于 一 个 给 定 的 矩阵 4,， 存在 一 个 惟一 的 矩阵 RMM 使 得 下 面 的 3 个 
条 件 同 时 成 立 。 
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(4RATA4A=-4 
OO AIT4AMT = AI 
@4NAM 与 MA4 均 为 Hermite 对 称 拖 阵 
这 样 的 矩阵 Ad 称 为 失 阵 4 的 Moore-Penrose 广义 道 矩 阵 , 记 作 RM = 4+。 
从 上 面 的 3 个 条 件 中 可 以 看 出 ,第 一 个 条 件 和 一 般 广义 道 的 定义 也 是 一 样 的 ,所 
不 同 的 是 它 还 要 求 满足 第 二 个 和 第 三 个 条 件 ， 这 样 将 得 出 惟一 的 广义 逆 拖 阵 了 。 
MATLAB 提供 了 求 取 和 玫 阵 Moore-Penrose 广义 道 的 函数 pinv() 。 该 函数 
的 调用 格式 为 


AM=pinv(4) % 按 默认 精度 求 取 Moore-Penrose 广义 道 
AM=pinv(4,e) 7 按 指定 精度 e 求解 广义 道 矩 阵 


其 中 , e 为 判 0 用 误差 限 , 如 果 省 略 此 参数 , 则 判 0 用 误差 限 选用 机 器 的 精度 eps， 
这 时 将 返回 4 的 Moore-Penrose 广义 逆 托 阵 ARf。 如果 4 矩阵 为 非 奇异 方 阵 ， 则 
该 国 数 得 出 的 结果 就 是 矩阵 的 道 阵 ,但 这 样 求解 的 速度 将 明显 慢 于 inv() 函数 。 


例 3-20 考虑 例 3-9 中 给 出 的 奇异 答 阵 4， 例 3-18 中 用 符号 运算 工具 箱 中 inv() 函 
数 仍 不 能 获得 问题 的 解析 解 ， 因 为 解析 解 不 存在 。 所 以 这 里 将 考虑 Moore-Penrose 广 
义 北 短 阵 的 求解 。 
>> A=[lLl6 2 3 13; 5 11 10 8; 97 6 12;, 414 15 1] ; 
B=pinv(CA) ，A*B 
这 样 可 以 得 出 广义 北 和 天 阵 万 ,并 求 出 4 巨 如 下 


0.1011 一 0.0739 一 0.0614 0.0636 0.95 ”一 0.15 0.15 0.05 
万 二 一 0.0364 0.0386 0.0261 0.0011 4 万 一 一 0.15 0.55 0.45 0.15 
0.0136 --0.0114 -0.0239 0.0511| 0U.15 0.45 0.55 ”一 0.15 
一 0.0489 0.0761 0.0886 一 0.0864 0.05 0.15  --0.15 0.95 


这 个 结果 就 不 再 是 单位 阵 了 ， 因 为 不 存在 一 个 4+ 能 使 它 成 为 单位 阵 。 这 样 得 出 
的 4” 应 该 能 使 得 式 (3-2-14) 中 的 范 数 取 最 小 值 。 现 在 检验 Moore-Penrose 广义 递 的 
3 个 条 件 如 下 : 

>> DOTm(A*B*A-A) ，normk(BrA*+rB-B) ，Dorm(A+B-B 7:*A，) ，norm(B+ 上 A-A，*B，) 
这 4 个 误差 矩阵 范 数 分 别 为 3.3781x10-! ,9.3458x10-17,1.3651x10-15.1.6555x10-15。 
由 此 证 实 得 出 的 逆 短 阵 确 实 是 原 和 矩阵 的 Moore-Penrose 广义 逆 。 现在 对 得 出 的 五 再 
求 一 次 Moore-Penrose 广义 放 ， 则 可 看 出 


16 1.99999999999999 3 13 
C++ 二 5 11 10 8.00000000000001| 
”|8.99999999999998 ”6.99999999999999 ”6 12 


人 14 15 1.00000000000001 





84 第 3 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


本 


b ] 二 
例 3-21 考虑 给 定 的 长 方形 短 阵 4 三 E 0 1 2| ， 试 对 该 徐 阵 进 行 基本 

-3 一 2 一 9 全 
分 析 ， 例 如 获得 矩阵 的 秩 、Moore-Penirose 广义 递 等 ,并 分 析 得 出 的 广义 递 给 阵 性 质 。 
求解 可 以 给 出 下 面 的 语 撮 对 该 矩阵 进行 分 析 ,， 则 可 见 该 矩阵 的 秩 为 2， 故 原 矩 阵 为 非 
满 秩 矩阵 。 

>> A=[6,1,4,2,1; 3,0,1,4,2; -3,-2,-5,8,4] ;rank(A) 

由 于 和 答 阵 为 奇异 矩阵 ， 所 以 应 该 使 用 Pinv() 函 数 求 取 甜 阵 的 Moore-Penrose 
广义 北 ， 并 可 用 通过 下 面 的 检验 语 旬 对 Moore-Penrose 广义 递 的 条 件 逐 一 验证 ,证 实 
该 广义 北 绑 阵 确 实 满足 条 件 。 

>> jiA = pinv(A) ，norm(iA*rAxiA-ia)，% 非 满 秩 短 阵 的 广义 逆 

DOTm(A* 工 AA-A) ，TDorm(iAz*+A-A7*iA) ，Dnorm(A*+jiaA-A7*A7) 


0.073025 ”0.041301 “一 0.022147 
0.010774 0.0019952 ”一 0.015563 
广义 弟 短 阵 为 4 = | 0.04589 ”0.017757 ”一 0.038508| ， 并 得 出 4 个 误差 矩阵 的 范 
0.032721 “0.043097 “0.063847 
数 分 别 为 0.016361 “0.021548 ”0.031923 


14+44+ - 4+||=1.0264x10 16, | 44+ 人 一 | =8.1145x10-35 
14+4 -4T(04+)|| = 3.9098x10-18. 1 44+ - (4+)TA4TI| = 1.6653x10-1 





3.2.4 德 阵 的 特征 值 问 题 


1. 一 般 和 矩阵 的 特征 值 与 特征 向 量 
对 一 个 定 阵 4 来 说 ,如 果 存 在 一 个 非 零 的 向 量 >， 且 有 一 个 标量 和 满足 


4z 一 AZ (3-2-15) 


则 称 和 为 4 矩阵 的 一 个 特征 值 ， 而 z 称 为 对 应 于 特征 值 和 的 特征 向 量 。 严格 说 
来 , z 应 该 称 为 4 的 右 特 征 向 量 。 如 果 和 矩阵 4 的 特征 值 不 包含 重复 的 值 , 则 对 应 
的 各 个 特征 向 量 为 线性 无 关 的 ,这样 由 各 个 特征 向 量 可 以 构成 一 个 非 奇异 的 矩阵 。 
如 果 用 它 对 原始 矩阵 作 相 似 变换 ， 则 可 以 得 出 ”个 对 角 抵 阵 。 和 拖 阵 的 特征 值 与 特 
征 问 量 由 MATLAB 提供 的 函数 eig() 可 以 容易 地 求 出 。 该 函数 的 调用 格式 为 


d=eig(4) % 只 求解 特征 值 
[YY ， 疙 ]=eig(4) 4% 求解 特征 值 和 特征 向 量 
其 中 , & 特征 值 构成 的 向 量 ， 万 为 一 个 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 线 上 的 元 素 为 矩阵 4 的 


特征 值 , 而 每 个 特征 值 对 应 的 Y 矩阵 的 列 为 该 特征 值 的 特征 向 量 , 该 矩阵 是 一 个 
满 秩 起 阵 。MATLAB 的 和 矩阵 特征 值 的 结果 满足 4Y = 人 万, 且 每 个 特征 向 量 各 
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元 素 的 平方 和 ( 即 2 范 数 ) 均 为 1。 如 果 调 用 该 函数 时 只 给 出 一 个 返回 变量 ， 则 将 
只 返回 矩阵 4 的 特征 值 。 即 使 4 为 复数 官 阵 . 也 照样 可 以 由 eig() 函数 得 出 其 
特征 值 与 特征 问 量 矩阵 的 。 

前 面 介绍 的 窍 阵 特 征 多 项 式 的 根 和 特征 值 是 同样 的 概念 , 所 以 若 精确 已 知 托 
阵 的 特征 多 项 式 系数 , 则 可 以 调用 roots() 函数 来 计算 矩阵 的 特征 值 。 

矩阵 特征 值 的 求解 算法 是 多 种 多 样 的 ,最 常用 的 有 求解 实 对 称 和 矩阵 特征 值 
与 特征 向 量 的 Jacobi 算法 、 原 点 平移 QR 分 解法 与 两 步 QR 算法 器。 矩阵 的 特 
征 值 与 特征 回 量 的 求解 有 许多 标准 的 车 程序 或 程序 库 可 以 直接 调用 ， 如 著名 的 
EISPACK 软件 包 ! 3 等 .MATLAB 中 的 eig() 函数 是 基于 两 步 QR. 算法 实现 
的 ， 该 函数 也 同样 可 以 求解 复数 窍 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 和 矩阵 。 当 矩阵 含有 重 特 
征 值 时 , 特征 同 量 和 矩阵 可 能 趋 于 奇异 . 所 以 在 使 用 此 函数 时 应 该 注意 。 
例 3-22 求 出 例 3-9 中 给 出 的 短 阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 和 矩阵 。 
求解 可 以 调用 eig() 函数 直接 获得 纸 阵 4 的 特征 值 。 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 976 12; 4141415 1]; eig(A) 
得 出 的 特征 值 为 34;,8.9443, -8.9443,0。 符 号 运算 工具 箱 中 也 提供 了 eig() 函数 ， 理 
论 上 可 以 求解 任 意 高 阶 矩 阵 的 精确 特征 值 ， 对 于 给 定 的 入 短 阵 ， 可 以 由 eig(sym(A) ) 
命令 求 出 特征 值 的 精确 解 为 0,34, 士 4V5。 

如 果 想 求 出 高 精度 的 数值 解 ， 则 可 以 给 出 如 下 命令 vpa(ans ,70) 。 

对 于 数值 给 阵 4， 可 以 通过 下 面 的 语句 同时 求 出 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 为 

>> [fv,dj=eig(A)》 
得 出 的 特征 向 量 矩 阵 和 特征 值 短 阵 分 别 为 





-0.5 一 0.8236 0.3764 -0.2236 34 00 0 ( 
，_ --0.5 0.4236 “0.0236 一 0.6708 了 _- 0 8.9443 0 0 

-0.5 0.0236 0.4236 0.6708 | 0 0 一 8.9443 0 

-0.5 0.3764 -0.8236 “0.2236 0 0 0 6.67x10-1 


同样 ， 用 符号 运 葡 工具 箱 中 的 [u,d]=eig(sym(4)) 函数 也 可 以 求解 出 特征 值 和 
特征 向 量 和 矩 阵 的 解析 解 为 


-8VvV5-17 8v5-17 1 -1 4v5 0 0 0 
4V5+9 -4V5+9 1 -3 1_|0 -4v5 0 0 
1 1 1 0 34 0 
4v5+7 -4vV5+7 1 1 ( 0 0 0 


可 大, 在 前 面 的 例子 中 两 次 调用 了 eig() 函数 , 但 由 于 返回 参数 个 数 不 一 致 ， 
所 以 前 面 的 调用 返回 矩阵 4 的 特征 值 与 特征 向 量 , 而 后 面 的 调用 只 返回 矩阵 入 
的 特征 值 而 不 返回 特征 向 量 和 矩阵 。 另 外 , 返回 特征 值 的 格式 也 因 返 回 变量 个 数 不 
同 而 不 同 。 
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如 果 一 个 矩阵 包含 重 特征 值 ， 则 理论 上 矩阵 Y 将 为 奇异 矩阵 。 但 因为 
MATLAB 数值 运算 出 现 的 误差 , 不 一 定 能 精确 计算 出 矩阵 的 重 根 ,这 样 将 得 出 
接近 奇异 的 Y 矩阵 ， 

若 想 由 C 或 Fortran 语句 从 最 底层 编程 , 则 需要 编写 相当 大 的 程序 才 可 以 完 
成 特征 值 和 特征 向 量 的 计算 , 例如 ，EISPACK 回 中 提供 的 子 程序 源 程序 有 500 
多 条 语句 。 该 子 程序 提供 的 算法 是 数值 的 ， 不 能 进行 解析 运算 。 

2. 矩阵 的 广义 特征 向 量 问题 

着 某 矩 阵 4 含有 重 特征 值 , 则 必定 会 使 得 特征 向 量 矩阵 为 奇异 矩阵 ， 这 会 
约束 特征 向 量 矩阵 的 应 用 。 为 了 保证 特征 向 量 矩 阵 非 奇异 ， 需 要 引入 广义 特征 向 
量 的 问题 。 假设 存在 一 个 标量 和 一 个 非 零 向 量 ,使 得 


4zr 一 和 z (3-2-16) 


成 立 , 其 中 吾 窍 阵 为 对 称 正定 矩阵 , 则 入 称 为 广义 特征 值 , 而 z 向 量 称 为 广义 特 
征 癌 量 。MATLAB 还 提供 了 求 取 广义 特征 值 的 方法 。 事 实 上 ,普通 的 矩阵 特征 值 
问题 可 以 看 成 是 广义 特征 值 问 题 的 一 个 特例 ,因为 车 假定 妃 = 了 为 单位 阵 ， 则 式 
(3-2-16) 中 的 形式 可 以 直接 转化 成 普通 托 阵 特征 值 问题 。 

文献 {9] 中 给 出 了 广义 特征 值 问题 的 QZ 算法 .在 MATLAB 中 给 出 的 eig() 
图 数 可 以 直接 用 来 求 取 矩阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 , 这 时 的 调用 格式 为 


Cd=eig(4, 已 ) % 求解 广义 特征 值 
[Y ,D]=eig(4, 刀 ) % 求解 广义 特征 值 和 特征 向 量 
这 一 函数 可 以 直接 得 出 抢 阵 的 广义 特征 值 向 量 @&， 也 可 以 返回 一 个 特征 向 量 
矩阵 Y 及 一 个 对 角 型 特征 值 矩 阵 刀 , 满足 4V = 玉 太 万 。 值得 指出 的 是 ， 该 函 
数 可 以 求解 召 和 抢 阵 为 奇异 矩阵 时 的 广义 特征 值 问题 。 


例 3-23 假设 给 出 如 下 的 徐 阵 


D] 7 6 5 2 6 一 1 一 2 
7 10 8 了 0 -1 2 了 
4= 6 8 10 9|” = -da -4 1 10 
D 7 9 10 D] -2 -3 8 


请 求 出 44, 妃 天 阵 的 广义 特征 值 与 特征 向 量 和 矩阵 。 
求解 使 用 下 列 命令 可 以 求 出 算 阵 的 广义 特征 值 和 特征 向 量 。 
>> A=[5,7,6,5; 7,10,8,7; 6,8,10,9; 5,7,9,10] ; 
B=[2,6,-~1,-2; 5,-~-1,2,3; -3,-4,1,10， 5,-2,-3,8] ; 
以 ,D]=eig(A,B) 
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证 


这 样 可 以 得 出 特征 值 和 特征 向 量 纸 阵 分 别 为 


4.7564 0 0 0 
门 _| 0 0.047055 十 0.17497j 0 0 
”| 0 0 0.047055 一 0.17497j 0 
0 0 0 一 0.003689 
0.3697 “” -0.37409 + 0.62591j 一 0.37409 -- 0.62591j 1 


0.99484 ”一 0.067434 -- 0.25314j 一 0.0674344 + 0.25314j 一 0.60903 
0.79792 “0.92489 十 0.026481 0.92389 -- 0.026381j -0.23164 
工 一 0.65986 -- 0.32628j ”一 0.65986 十 0.32628] 0.13186 


符号 运算 工具 箱 中 的 eig() 函数 不 支持 广义 特征 值 的 运 划 。 

3. 复数 筷 阵 的 特征 值 与 Gershgorin 定理 

当然 , 任意 复数 搜 阵 的 特征 值 可 以 由 MATLAB 中 的 eig() 函数 精确 求解 。 
这 里 探讨 的 内 容 虽 然 不 能 直接 用 于 复数 矩阵 特征 值 的 精确 求解 ,但 由 该 方法 引 
出 了 一 个 新 的 多 变量 系统 分 析 与 计算 机 辅助 设计 的 领域 -一 多 变量 系统 的 逆 
Nyquist 阵列 频 域 分 析 。 

Gershgorin 定理 是 基于 道 Nyquist 阵列 的 多 变量 方法 的 核心 。 对 复数 矩阵 


C11 站 全 [天 交 人 1 六 
人 一 ch CR CR (3-2-17) 
CI CC 天 CPP 
来 说 , 矩阵 的 特征 值 入 满足 
[一 ci 区》 |co| 且 | 和 -curl 和 >》 el| (3-2-18) 
5 IF 


换 人 本 话说 ， 该 矩阵 的 特征 值 位 于 一 族 以 ex 为 圆心 ， 以 不 等 式 右面 的 表达 式 
为 半径 的 圆 构成 的 并 集 内 ， 而 这 些 圆 又 称 为 Gershgorin 圆 。 另 外 ， 上 面 两 个 不 等 
式 表 示 的 关系 分 别称 为 列 Gershgorin 圆 和 行 Gershgorin 圆 。 

其 实 ， 对 传统 的 Gershgorin 定理 直接 拓展 ,就 可 能 得 出 更 小 半径 的 圆 ; 


| 入 一 ck | 冬 Iin 开 | cn | 》 | ce 站 ] (3-2-19) 


7 JR 
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间 


3.2.5 “矩阵 的 Kronecker 乘积 


官 阵 的 KKronecker 乘积 在 一 些 特殊 矩阵 方程 求解 中 有 其 独特 的 作用 。 假设 4 
和 矩 阵 为 风 x?7a 和 矩阵 ,， 则 矩阵 4 和 号 的 KKronecker 乘积 如 下 定义 
Qi1 尾 四 arm1 瑟 
4C 有 =-| (3-2-20) 
0 有 0 吾 
MATLAB 提供 了 kron() 函数 ,可 以 计算 C = 4 @ 万 ,该 国 数 的 调用 格式 
为 C =kron(4 ,) 。 任 意 维 数 的 和 托 阵 均 可 计算 人 ronecker 乘积 。 
例 3-24 假设 4 和 已 和 矩 阵 如 下 给 出 ， 试 求 出 4 四 已 和 万 @ 4。 


2 0 2 
6=| 31 
求解 可 以 输入 这 两 个 给 阵 ， 然 后 得 出 所 需 的 ronecker 乘积 给 阵 

>> A=[7,5,5; 4,4,2; 9,8,7]; B=[2,6,2; 2,3,0]， 

C1=Kron(A,B) ，C2=kron(B ,A) 

两 个 乘积 短 阵 如 下 ， 可 见 ， 二 者 是 不 相同 的 ， 


ff 5 5 
4=|44 2 
9 8 7 








14 42 14;10 30 10;10 30 10 14 10 10;42 30 30;14 10 10 
1421 0;1015 0;10 15 0 8 84:2424128 8 4 
C， -~ ES Co 18 16 14;54 48 4218 16 14 
8 120;8120:4.60 14.10 10:21 15 15: 0 0 0 
18 54 18!16 48 16:14 42 14 38412126:000 
1827 0;1624 0;1421 0 18 16 14.27 24 21;0 0 0 


3.2.6 ”和 纸 阵 微 积分 运算 


前 面 介 绍 的 微 积分 问题 都 是 标量 函数 的 微 积 分 问题 , 可 以 由 符号 运算 工具 
箱 中 的 diff() 和 int() 函数 直接 求解 。 对 给 定 函数 为 矩阵 函数 的 情况 ， 则 需要 
按照 下 面 几 种 情况 单独 讨论 。 

1. 单 变 量 困 数 的 微 积分 

估 议 矩阵 4 的 的 每 个 元 素 aij(b 都 是 上 的 函数 , 则 4 人 矩阵 的 微分 定义 为 
由 每 个 元 素 对 微分 构成 的 矩阵 。 第 阵 4fb 的 积分 定义 也 是 -一样 的 。 

MATLAB 的 diff() 和 int() 国名 可 忆 下 楼 用 于 乱 阵 的 微分 和 积分 。 


人 | 各 了 4e fsint ， 
例 3-25 假设 已 知 给 阵 4(D) = | 1 COS 与 Sincit ， 斌 求全 (， 将 其 积分 ,观察 
是 否 能 还 原 4(b) 和 矩阵 。 
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求解 申明 a,t 为 符号 变量 ， 则 可 以 立即 定义 出 4(t) 天 阵 ， 并 利用 符号 运算 工具 箱 的 
diff() 和 int() 邓 数 直接 来 出 和 矩阵 的 微分 和 积分 答 阵 
>> Syms a 七 ; A=[t”3,3*#t ,4*rexp(-5*#t)*Sin(t); 1 Cos(《5*#t) ,Sin(ayt)] ; 
1=djiff(A) ，A2=int(CAT) 


Ai 


| 3 3 一 20e-5tsint 二 destcost 4 t3 3t 4e-5tsint 
0 -5Sin5t CGOR 9 2 | 0 cos5t Sn Qt 


可 见 ， 纪 阵 的 微分 4i(t) 可 以 立即 得 出 ， 对 其 求 积 分 则 可 以 得 出 4z(t) 和 矩阵 。 可 
见 ， 除了 原 4( 吉 给 阵 的 常数 项 外 ， 其 余 各 项 均 能 还 原 。 


2. 多 元 图 数 对 官 阵 的 微 积 分 
假设 已 知 多 变量 标量 轴 数 六 筷 )， 其 中 天 为 站 xx 了 和 矩阵, 则 djX)/dX 的 
定义 为 





dj /dzlil d 广 da 四 dj dzainm 
dj/( 且 ) 加 dj 六 dz2l Q 广 dzo， ， dj 六 dzom [3.2_21 
4 区 
ddza dj/ /do 四 dj dznm 


例 3-26 考虑 二 次 型 函 数 flz) = zT4z - 2pTzm， 试 求解 该 函数 的 极 值 问题 10]。 
求解 假设 4= fa pb 三 [加 ， 则 二 次 型 也 数 可 以 写成 
jz) 一 az1 十 aa22273 十 十 Co 
十 (ai 十 Galjzlza 十 (al3 十 Cl 十 :十 (ds nil 十 an mn_1i)znZn_l 
一 2b11 一 280o 一 一 20D 
由 高 等 数学 已 知 ， 若 一 个 函数 有 极 值 ， 则 该 函数 对 各 个 自 变 量 的 导数 都 等 于 零 。 
对 给 定 的 函数 求 导 ， 则 


2a1171 十 (alz 十 all 十: HH(an 十 anlycn 一 20 
dr(z) (oz2l 十 al2)71 十 202272 十 十 (azn 十 an2)Zn 一 282 





QZ : 
(anl 十 alm zl 十 (ana 十 Ga2nm ) 工 2 十 …… 十 2QnmpnZPn 一 2bn 


求解 该 方程 则 将 得 出 zi 的 值 ， 这 些 值 相 对 于 也 数 Flz) 的 极 值 点 。 特 别 地 ， 若 拢 
阵 4 为 对 称 短 阵 ， 则 Gij 十 Q 训 一 40i1 一 2071， 故 向 量 立 可 以 由 4z 一 了 直接 来 出 。 
3. 多 元 函数 的 Jacobi 矩阵 
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章 间 


假设 有 ? 个 自 变 量 的 7 个 函数 定义 为 
9 一 户 (CoZ2 Znj 
加 二 7 [3-2-22) 
2m - jz 72 nj 
则 相应 的 w 对 zi 求 候 导 , 则 得 出 矩阵 
90/ 97 097/orz …， Do 0D0zn 
_ 9212 / 921 02 / 972 | Doya / 0zn (32 23) 
0OVm / 0X1 3 DZ2 -。 9Vm On 


该 矩阵 又 称 为 Jacobi 矩阵 ， 它 在 图 像 处 理 、 机 器 人 等 诸多 领域 中 均 是 很 有 用 的 
概念 。Jacobi 矩阵 可 以 由 MAILAB 的 符号 运算 工具 箱 中 的 jacobian() 函数 直 
接 求 得 。 该 函数 的 调用 格式 为 J=jacobian(y,z) ， 其 中 , z 是 自 变量 构成 的 向 
量 , y 是 由 各 个 函数 构成 的 向 量 。 
例 3-27 假设 有 直角 坐标 和 极 坐 标 变换 公式 为 习 = resingcosd yy 一 rsingsin 办 > 一 
rcos0， 斌 推导 其 Jacobi 短 阵 。 
求解 可 以 先 申明 3 个 特 号 变量 并 描述 3 个 函数 ， 这 样 可 以 用 下 面 的 语 旬 容易 地 求解 
出 其 Jacobi 短 阵 。 
>> SYymSs T theta phi; X=T#kSin(theta)kcos(Phi) ; 
y=I*#gsin(theta)*Sin(Phi) ; 2Z=TkCcos(theta) ; 
J=jacobian([x; y; z],[r theta phi]) 
Singcosd 7cos0cosog 一 rsinbsin 兴 


可 以 得 出 JJ= |snosind rcosbsindg 7rsngcosd 由 |。 
cos 一 人 Sill tb 0 


3.2.7 和 窍 阵 分 析 在 控制 理论 研究 中 的 应 用 举例 


本 节 将 针对 控制 理论 中 若干 个 重要 问题 介绍 抑 阵 分 析 的 基本 应 用 。 例 如 ,， 控 
制 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 的 判定 是 基于 判定 抢 阵 求 秩 结果 的 ， 状 态 方程 到 传递 
函数 转换 是 矩阵 求 逆 的 ， 线 性 系统 稳定 性 分 析 是 基于 和 托 阵 或 多 项 式 特征 值 求解 问 
题 的 ， 系 统 的 极点 配置 是 基于 矩阵 的 综合 运算 的 ,所 以 抢 阵 分 析 问 题 在 控制 理论 
研究 中 是 很 重要 的 。 本 节 将 通过 一 些 例子 介绍 这 些 问题 的 求解 方法 。 

1. 状态 空间 的 可 控 性 、 可 观测 性 





3.2 .给 阵 基 本 分 析 ?1 

线性 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 是 基于 状态 方程 的 控制 理论 的 基础 ， 可 控 性 和 
可 观测 性 的 概念 是 Kalman 于 1960 年 提出 的 ,这些 性 质 为 系统 的 状态 反馈 设 
计 、 观 测 器 的 设计 等 提供 了 依据 。 假设 系统 由 状态 方程 ( 4, 已 ,C ,万 ) 给 出 ,对 任 
意 的 初始 时 刻 各， 如 果 状 态 空间 中 任 一 状态 ms(t) 可 以 从 初始 状态 zi(to) 处 ， 由 
有 界 的 输入 信号 (分 的 驱动 下 , 在 有 限时 间 去 内 能 够 到 达 任 意 预 先 指定 的 状态 
zi(t)， 则 称 此 状态 是 可 控 的 。 如 果 系 统 中 所 有 的 状态 都 是 可 控 的 ， 则 称 该 系统 为 
完全 可 控 的 系统 。 

假设 系统 由 状态 方程 ( 4, 吾 ,C ,万 ) 给 出 , 对 任意 的 初始 时 刻 如 ,如果 状 态 空 
闻 中 任 一 状态 zi 的 在 任意 有 限时 刻 去 的 状态 zi(t) 可 以 由 输出 信和 号 在 这 一 时 间 
区 间 内 te 后 ,去 ] 的 值 精 确 地 确定 出 来 ， 则 称 此 状态 是 可 观测 的 。 如 果 系 统 中 所 有 
的 状态 都 是 可 观测 的 , 则 称 该 系统 为 完全 可 观测 的 系统 。 

系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 的 最 简单 测试 方法 是 可 控 性 矩阵 和 可 观测 性 矩阵 的 
求 秩 ,可 控 性 矩阵 和 可 观测 性 矩阵 可 以 分 别 如 下 构造 

C 
C4 
人 一 | 五， 4 互 , 42 瑟 ，， 4" 下 | C43 (3-2-24) 


人 47 一 1 


则 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 可 以 分 别 由 rank(T) 和 rank( 有 到) 直接 判定 。 
例 3-28 判定 下 面 离散 状态 方程 模型 的 可 控 性 。 


22 -07 15 -1 6 
02 -63 6 -15| 4 
zlE+IT=|06 -09 -05|z(kZD)+|4 
14 -01 -1 -35 8 


9 
1 2 (大 了 ) 
4 
求解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语 白 将 系统 的 4 和 召 算 阵 输入 到 MATLAB 的 工 
作 空 间 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语 匈 直接 判定 系统 的 可 控 性 。 

>> A=[-2.2,-0.7,1.5,-1; 0.2,-6.3,6,-1.5，.. 

0.6,-0.9,-2,-0.5; 1.4,-0.1,-1,-3.5]， 
B=[6,9; 4,6; 4,4; 8,4] ; Tc=ctrb(A ,B) 


生成 可 控 性 判定 矩阵 
6 9 -18 -22 54 52 -162 -118 
7 _|46 -12 -18 36 58 -108 -202 
“44 -2 -10 36 26 -108 -74 
84 -24 -6 72 2 -216 34 
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时 


>> Tcl=[B,ArB，A-~2*B,A-3*B]; X% 或 用 直接 方法 建立 可 控 性 判定 矩阵 
rank(Tc) /4 判定 系统 的 可 控 性 ， 因 为 可 得 秩 为 3， 所 以 系统 不 可 控 

2. 状态 方程 到 传递 函数 的 转换 

对 状态 方程 式 (3-1-8) 两 端 同 时 作 Laplace 变换 ， 则 可 以 得 出 


人 2 
式 中 了 为 单位 矩阵 ， 其 阶 次 与 矩阵 4 相同 。 这 样 从 式 (3-1-8) 可 以 得 出 
X(s) = (s-- 4)-BU(s) (3-2-26) 
可 以 由 下 面 的 式 子 得 出 等 效 的 系统 传递 函数 抢 阵 模型 为 
C(s) ==I(s)U 一 (s) =C(sT - 4)-! 玉 十 万 (3-2-27) 


MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 _ Gi=tf(G) 函数 ,可 以 直接 用 来 求 取 
系统 的 传递 函数 模型 。 
例 3-29 试 求 出 例 3-8 中 给 出 的 多 变量 状态 方程 模型 对 应 的 传递 函数 答 阵 。 
求解 由 下 面 语句 可 以 立即 得 出 传递 函数 给 阵 
6,8.7,8.4,6; -5.9,-8.6,-8.3,-6]; 
B=[1.5,0.2; 1,0.3; 2,1; 0,0.5]; C=[2,0.5,0,0.8; 0.3,0.3,0.2,1]; 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); Y 状态 方程 模型 
Gl=tf(G) % 显示 结果 从 略 
由 得 出 的 结果 可 以 按 数学 形式 将 传递 函数 天 阵 改写 成 
3.5s3 -- 144.1s2 -- 20.69s -- 0.8372 0.95s3 - 64.13s2 _ 9.161s -0.374 
中 = 54 十 53 十 0.35s2 +0.05s 十 0.0024 84 十 83 十 035s3 十 0055 干 000 世 


1.15s” -- 36.32s“” -- 6.225s - 0.1339 ”0.85s3 -~ 15.71s2 - 2.619s ~ 0.04559 
s4 十 53 十 0.35s2 十 0.05s 十 0.0024 5 十 53 十 0.35s2 十 0.05s 十 0.0024 


3. 状态 空间 系统 的 稳定 性 

连续 状态 空间 的 稳定 性 要 求 4 和 矩阵 没有 s 右 半 平面 的 特征 值 。 离散 系统 则 要 
求 五 矩阵 不 含有 单位 圆 外 的 特征 值 。 

由 于 历史 局 限 性 ,经 典 控制 中 分 析 系 统 稳定 性 的 方法 主要 采用 间接 方法 ,如 
连续 系统 的 Routh-Hurwitz 判 据 ， 离 散 系统 的 Jury 判 据 03 等 , 这些 判 据 需要 构 
造 啊 应 的 表格 ， 比 较 麻 烦 ， 且 不 直观 。 随 着 计算 机 技术 的 飞速 发 展 , 特别 是 随 着 数 








3.2 矩阵 基本 分 析 


和 和 


学 语言 如 MATLAB 的 日 益 普 及 ,求解 一 个 系统 的 特征 根 轻而易举 ,所 以 无 需 再 
使 用 间接 方法 判定 系统 的 稳定 性 , 由 eig(G) 或 pole(G) 即 可 以 求 出 系统 全 
部 特征 根 , 根据 特征 根 的 实际 分 布 就 能 直接 判定 系统 稳定 性 。 对 离散 系统 来 说 , 用 
abs() 函数 可 以 得 出 全 部 特征 根 的 幅 值 ,， 老 存在 幅 值 大 于 1 的 特征 根 ， 则 离散 系 
统 不 稳定 。 
MATLAB 函数 的 pzmap(C) 可 以 绘制 出 系统 全 部 零 极 点 的 位 置 ， 离 散 系 
统 还 可 以 同时 绘制 出 单位 圆 ， 并 由 极点 和 单位 圆 的 关系 判定 系统 的 稳定 性 。 
例 3-30 假设 有 开 环 高 阶 系统 的 传递 声 数 
10s4 十 50s3 上 + 100s2 + 100s 七 40 
3 十 21s6 十 184s5 + 870s4 十 2384s3 + 3664s2 二 2496s 
试 分 析 单 位 负 反 馈 下 闭环 系统 的 稳定 性 。 
求解 通过 下 面 的 MATLAB 语句 输入 系统 的 传递 函数 模型 并 得 出 单位 负 反 馈 构 成 的 
闭环 系统 模型 ,还 可 以 立即 求 出 系统 的 全 部 闭环 极点 
>> num=[10,50,100,100,40] ; den=[1,21,184,870,2384,3664,2496 ,0] ; 
G=tf (num,den); GG=feedqback(G,1); Y 输入 开 环 模 型 并 得 出 闭环 模型 
pzmap(\GcG) 人 用 图 形 显 示 系 统 的 全 部 的 堆 极 点 位 置 
eig(GG) % 显示 系统 的 极点 ,为 节省 版 面 ， 这 里 只 给 出 其 值 
闭环 系统 的 极点 为 -6.9223, 3.6502 士 j2.302, -2.0633 士 j1.7923, -2.6349， 
-0.015765， 因 为 该 系统 全 部 极点 都 在 5s 左 半 平 面 ， 故 此 闭环 系统 是 稳定 的 。 图 
3-1 中 显示 的 极点 位 置 也 证 实 了 上 面 的 结论 。 


Cs) 一 


Pole-zero Map Pole-Zero Map 


JTJmazimnary 入 Xis 


1maginary 入 xis 





Real 和 xis 


图 3-1 连续 系统 零 极点 位 置 独 3-2 离散 闭环 系统 零 极 点 位 置 


其 实 ， 采 用 零 极 点 变换 语 自 zpk(GG) 可 以 得 出 如 下 的 霍 极 点 模型 
10(s 十 2)(s 十 1)(s2 十 2s 十 2) 


CT{5) 三 一 一 一 一 一 一 
吕 (s 十 6.922)(s 十 2.635)(s 十 0.01577)(s2 + 4.127s 二 7.47)(s7 十 7.35 十 18.62) 


时 看 志 硬 
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和 


6z2 -- 0.6z - 0.12 
24 一 2 十 0.25z2 十 0.25z 一 0.125 


采样 周期 为 了 = 0.1 秒 。 且 已 知 控制 器 模型 为 Ge(z) = 0.3 一 - 过 试 分 析 单 位 负 反 馈 


2 十 0.8 
下 闭环 系统 的 稳定 性 。 
求解 闭环 系统 的 特征 根 及 其 模 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语 白 求 出 
>> num=f6 -0.6 -0.12];， den=[1 -1 0.25 0.25 -0.125] ; 
H=tf(nun,den,'Ts:,0.1);  % 输入 系统 的 传递 函数 模型 
2z=tf(:z,)Ts',0.1);，Gc=0.3+k(Z-0.6)/(z+0.8); % 控制 器 模型 
GG=feedback(H*xGc,t);  % 闭环 系统 的 模型 
pzmap(GG) “ % 绘制 系统 的 闭环 零 极 点 位 置 图 
abs(eig(GG) :) % 求 取 闭环 系统 的 特征 根 的 模 ， 并 将 结果 转 置 显示 
可 以 得 出 各 个 特征 根 的 模 为 1.1644, 1.1644, 0.5536, 0.3232, 0.3232， 可 见 ， 由 于 前 两 个 
特征 根 的 模 均 大 于 1， 所 以 可 以 判定 该 闭环 系统 是 不 稳定 的 。 闭 环 系 统 的 零 极 点 还 可 
以 由 pzmap(GG) 语句 绘制 出 来 ， 如 图 3-2 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ， 系 统 含 有 单位 圆 外 
的 极点 ， 所 以 系统 是 不 稳定 的 。 
利用 系统 零 极点 变换 的 语句 zZpk(GG) 也 能 容易 地 得 出 系统 的 零 极点 模型 
ca- 1.8(z 一 0.6)(z - 0.2)(z 十 0.1) 
(z 一 0.5536)(z2 -- 0.03727z 十 0.1045)(z2 十 0.3908z 十 1.356) 
4. 线性 系统 的 极点 配置 
令 控 制 量 将 人 坟 =v 雪 一 于 z, 代入 开 环 系统 的 状态 方程 模型 , 则 在 状态 
反馈 托 阵 天 下 ,系统 的 闭环 状态 方程 模型 可 以 写成 


Z( 臣 = 一 (4 一 万 外)z( 昌 十 吾 vw 人 (H) 
2 人 =(C 一 万 下 )z( 有 十 奏 人 


例 3-31 假设 离散 系统 的 受 控 对 象 传递 函 数 为 万 (z) 





(3-2-28) 


如 果 一 个 系统 是 完全 可 控 的 , 则 可 以 通过 引入 状态 反馈 的 方法 将 其 闭环 极点 
配置 到 任意 预先 指定 的 位 置 。 假 设 闭 环 系统 期 望 的 极点 位 置 为 /ii = 1…… ,mi 
则 闭环 系统 的 特征 方程 a(s) 可 以 表示 成 

cf(5) 一 ] es 一 Ji) 一 中 十 aas 十 aos 十 十 an_18 十 an (3-2-29) 


i=1 
假设 原 系 统 的 开 环 特征 方程 o(s) 可 以 写成 
a(5) = det(s 一 4) 一 8 十 as 十 as" 十 .十 ao 15 十 an (3-2-30) 
若 该 系统 完全 可 控 ， 则 状态 反馈 向 量 下 可 以 由 下 式 得 出 
素 一 7 太一 人 1 (3-2-31) 





3.2 竹 阵 基本 分 析 


和 


其 中 = [(on 一 oo) (oa 一 o)] 瑞 = 辐 , 人 4 4" 一 吾 ] 为 可 控 性 判 
定 矩 阵 , 且 


Q 1 Ch o Q1 工 
Cn _ 2 Qn 3 1 
了 一 : . (3-2-32) 
Q1 ] 
] 


可 以 看 出 因为 下 为 非 奇异 Hankel 矩阵 ,， 故 该 矩阵 可 首 。 如 果 系 统 完全 可 控 ， 
则 单 变 量 系统 的 五 矩阵 可 逆 ,所 以 通过 状态 反馈 回 量 天 ,可 以 任意 地 配置 财 环 
系统 的 极点 。 基 于 此 算法 可 以 编写 出 MATLAB 函数 bass_pp() ， 其 清单 在 下 面 
给 出 。 


function XK=bass_PP(A,B,P) 


al=poly(P); a=poly(A); % 求 出 原 系统 和 闭环 系统 的 特征 多 项 式 
L=hankel(a(end-1:-1:1));， C=ctrb(A,B) ; 
K=(al(end:-1:2)-~-a(end:-1:2))*jinvV(L)*inv(CC) ; 


这 里 给 出 的 极点 配置 方法 只 能 用 于 单 变 量 系统 的 极点 配置 ,还 有 各 种 各 样 
其 他 的 极点 配置 方法 , 如 MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提供 的 基于 Ackermann 
算法 的 函数 acker() 和 和 鲁 棒 极 点 配置 算法 Place()， 它 们 的 调用 格式 与 前 面 的 
bass_pp() 函数 完全 一 致 ， 其 中 place() 函数 还 可 以 用 于 多 变量 系统 的 极点 配 
置 , 在 实际 配置 时 应 该 使 用 此 函数 。 


例 3-32 假设 系统 的 状态 方程 模型 为 


0200 0 1 2 
10000 -1 0 0 

01000 0 0 1 

zi=|0003 0 0|zb+|o0 | 
20010 0 0 1 
00_ 101 0 0 0 


并 想 通 过 状态 反馈 将 闭环 系统 的 极点 配置 到 -1,-2,-3, -4, -1 土 j， 则 可 以 使 用 下 面 
的 语句 直接 进行 极点 配置 ， 并 检验 闭环 系统 极点 位 置 
>> A=[0,2,0,0,-2,0; 1,0,0,0,0,-1; 0,1,0,0,0，0; 
0,0,0,3,0,0; 2,0,0,1,0,0; 0,0,-1,0,1,0] ; 
B=[Li,2; 0,0; 0,1; 0,-1; 0,1;， 0,0] ; 
p=[-1 -2 -3 -4 -1l+1li -1-1i]; % 期 望 闭 环 极 点 位 置 
K=place(A,B,Pp)， % 系统 极点 配置 
eig(A-BxK)， 加 闭环 系统 极点 检验 ， 显 示 特 征 根 向 量 的 转 置 
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可 以 设计 出 状态 反馈 矩 阵 五 如 下 ， 且 确实 能 将 闭环 系统 极点 配置 到 指定 位 置 。 


天 二 7.9333 ”一 18.553 一 19.134 20.65 18.698 ”22.126 
1-0.36944 一 2.0412 ”一 2.3166 ”一 9.5475 “0.57469 1.5013 


可 以 看 出 ， 由 上面 的 语 和 外 可 以 立即 设计 出 极点 配置 的 状态 反馈 控制 器 短 阵 ， 并 将 
系统 的 闭环 极点 配置 到 预期 的 位 置 。 注 意 ， 因 为 系统 是 多 变量 系统 ， 所 以 bass_pp() 
和 acker() 函数 均 不 能 使 用 ， 只 能 使 用 Place() 函数 进行 极点 配置 。 

5. 线性 系统 的 频 域 响应 分 析 

对 连续 线性 系统 C(s) 来 说 ， 如 果 用 jw 取代 s， 则 可 以 得 出 系统 的 频 域 
啊 应 模型 CUjw)。 对 一 个 已 知 的 向 量 w 做 上 述 的 替换 ， 则 得 出 的 G(jw) 为 系 
统 的 频 域 啊 应 向 量 。 对 系统 频 域 分 析 来 说 ， 应 该 按照 等 对 数 间距 构造 向 量 
ww=1logspace(a,D,N) ， 该 语句 将 生成 在 (10",10"”) 区 间 上 均匀 分 布 的 w 向 
量 ，N 为 频率 氮 个 数 ， 其 默认 值 为 50。 

己 知 G(s) 求 取 C(jw) 有 两 种 常用 方法 ,其 一 是 用 jw 向 量 分 别 取代 G(s) 的 
分 子 和 分 母 多 项 式 中 s,， 则 由 得 出 的 复数 做 除法 就 能 得 出 所 需 的 频 域 响应 向 量 

ww=1ogspace(-3,3); wl=w*sqrt(-1); % 构造 频率 点 向 量 
[numn,den]j=tfdata(G,v'); % 提取 传递 函数 模型 
Cl1=polyval (num,wli) ./polyval(den,cl) ; 


尺 一 种 方法 是 基于 状态 方程 的 计算 方法 ,由 于 系统 状态 方程 由 式 (3-2-27) 给 
出 ， 故 可 以 用 循环 的 方式 计算 出 每 个 频率 点 处 G(jw) 的 值 。 

事实 上 ，MATLAB 控制 系统 工具 箱 提供 了 强大 的 频 域 响应 曲线 绘制 函数 ， 
直接 使 用 下 面 的 函数 就 可 以 绘制 出 各 种 频 域 响应 曲线 绘制 函数 


bode(C) ，bode(G ，,{wm;,ww) ，bode(G ,ww) ， Bode 图 
nyquist(C) ，nyquist(G,{wn,wv})，nyquist(G,w)，% Nyquist 图 
nichols(G) ，nichols(G,{wn,wx}j)，nichols(G,w)，% Nichols 曲线 


这 些 函数 除了 能 精确 地 绘制 出 系统 频 域 响 应 曲线 外 ,还 具有 传统 方法 不 具备 
的 功能 ， 如 在 Nyquist 图 上 可 以 直接 读 取 频 率 信息 , 弥补 了 传统 频 域 响 应 的 不 足 ， 
为 更 好 地 进行 系统 的 设计 提供 了 强大 的 功能 。 另 外 , 利用 _ grid 命令 还 可 以 在 图 
上 和 登 印 系统 的 等 M 曲线 和 等 N 曲线 。 
5 十 8 


例 3-33 考虑 连续 线性 系统 的 传递 函数 模型 Cs)==- HOTOGTDGT 林 斌 给 


制 系统 的 Nyquist 图 ,并 读 出 该 曲线 和 负 实 轴 交 点 处 的 频率 值 。 

求解 可 以 由 下 面 的 命令 直接 绘制 出 系统 的 Nyquist 图 ， 并 梧 印 等 幅 值 贺 ， 如 图 3-3 
(aj 所 示 。 由 于 传递 函数 分 母 含有 s， 故 当 低 频 时 增益 很 大 ， 所 以 图 中 采用 了 了 误 () 
函数 对 其 9 轴 局 部 放大 。 
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>> 8S=tf(:s，)，G=(s+8)/(S+r(S~2+0 .2*+S+4)*(S+1T7) 本 (SS+3) ) 
nyquist(G) ，grid 4% 绘制 Nyqduist 图 并 有司 印 等 幅 值 败 
ylim([-1.,5 14.5]) % 根据 需要 手动 选择 纵 坐 标 范围 


NMNYygquist Diagraf Nydqduist Diagrarm 





1masginary 入 1 


Tmaginary 和 XiS 











-0.8 一 .6 -0.4 -0 了 2 站 站 之 嫉 4 一 
及 eal 入 Xis 及 ea 生生 iS 


(a) 系统 的 Nyquist 图 (b) 从 Nyquist 图 上 读 取 附加 信息 
图 3-3 系统 的 频 域 啊 应 分 析 结 果 


单 击 曲线 上 的 任何 一 点 则 将 显示 出 该 点 的 频率 信息 ， 所 以 利用 这 里 提供 的 新 技术 
可 以 建立 起 增益 的 实 部 、 上 大 部 及 频率 直接 的 相互 关系 。 单 击 Nyquist 图 和 负 实 轴 的 交 
点 ， 则 可 以 得 出 如 图 3-3 (b) 所 示 的 信息 显示 ， 从 而 得 出 交点 频率 为 wc = 1.64rad/s。 
例 3-34 考虑 前 例 的 连续 系统 ， 试 比较 不 同 采样 周期 下 离散 化 模型 的 Bode 图 。 
求解 选择 采 祥 周期 下 =0.1 秒 , 则 可 以 得 出 离散 化 模型 ， 该 模型 的 Bode 图 可 以 用 同 
样 的 命令 直接 绘制 出 来 ， 如 图 3-4 (a) 所 示 。 

>> S=tf(2s2);i G=(s+8)/(sSyr(S 2+0.2*#S+4) 本 (S+1) 水 (S+3) ) ， 

G1=c2d(G,0.1); bode(G1 ) 














100 Bode Diagrain 
一 和 一 
和 
最 30 县 - 
疙 -100 素 
一 上 5 
站 
剖 -180 总 
3 
上 一 主 
-0 
10 一 107” 10" 10 10? 
Freqbency (Tagsec) Frequency 《Iadysec)》 
(a) 人 工 一 0.1 时 离散 化 系统 的 Bode 图 (b) 不 同 采样 周期 下 系统 的 Bode 图 


图 3-4 离散 化 系统 的 Bode 图 
选择 不 同 的 采样 周期 ， 则 可 以 得 出 如 图 3-4 (bb) 所 示 的 Bode 图 。 随 着 采样 周期 的 
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不 同 选择 ， 可 以 得 出 不 同 的 Bode 图 。 可 见 ， 低 频 时 离散 模型 接近 连续 模型 。 采 样 周 期 
越 大 ， 则 高 频 响 应 与 连续 模型 的 差异 越 大 。 因 为 高 频段 对 应 于 时 域 的 初始 响应 ， 所 以 
采样 周期 越 大 ， 开 始 时 段 系统 的 时 域 响应 越 不 精确 。 

>> bode(G) ，hold on; for T=[0.1:0.2:1] ，bode(c2d(G,T)):，end 

6. 复数 矩阵 的 对 角 占 优 与 多 变量 系统 的 解 磷 

假设 多 变量 反馈 系统 的 前 向 通路 传递 函数 矩阵 为 @Q(s)， 反 馈 通 路 的 传递 函 
数 和 矩阵 为 豆 (s)， 则 闭环 系统 的 传递 函数 矩阵 为 


Ga =TT+TQG) 五 (9 Q(5) (3-2-33) 


其 中 工 +@(s) 百 (s) 称 为 系统 的 回 差 (return difference) 矩阵。 因为 稳定 性 分 
析 利 用 回 差 矩阵 的 逆 和 矩阵 性 质 ， 所 以 在 频 域 分 析 中 用 道 的 Nyquist 分 析 更 方 
便 ， 由 此 出 现 了 在 多 变量 频 域 分 析 系 统 中 的 道 Nyquist 阵列 (inverse Nyquist 
array，INA)D3 方 法 。 

类 似 于 单 变量 系统 ，Nyqnuist 图 是 研究 包围 (-1,j0) 点 的 周 数 来 研究 稳定 性 
的 ,对 回 差 矩 阵 的 INA 来 说 , 可 以 研究 其 包围 (0,j0) 点 的 情形 。 

假设 在 某 一 频率 w 下 ,， 多 变量 系统 前 向 回路 的 INA 表示 为 
OUw) …: dip(jw) 


wo 


Qiw) = (3-2-34) 








GoiUjw) dop(jwj 
其 中 bw) 为 复数 量 。 对 于 频率 响应 的 所 有 数据 来 说 ， 将 由 一 系列 Gershgorin 
圆 的 包 络 线 可 以 构成 Gershgorin 带 ， 若 对 全 部 的 w 来 说 ， 各 个 对 角 元 素 的 
Gershgorin 市 均 不 包含 原点 ， 则 称 原 系统 为 对 角 占 优 系统 。 显 而 易 见 ， 对 角 优 势 
和 矩阵 的 特征 根 不 位 于 原点 处 , 则 单位 反馈 的 闭环 系统 是 稳定 的 。 

选 定 了 频率 向 量 w， 并 已 知 系统 的 多 变量 系统 模型 ， 则 可 以 用 多 变量 频 域 设 
计 工 具 箱 中 提供 的 mv2fr() 函数 直接 获得 系统 的 频 域 响 应 数据 


盏 =mv2fr(N ,dtD) % 已 知 多 变量 传递 函数 
五 =mv2fr(4, 忆 ,CD,w) 4 已 知 系统 的 状态 方程 模型 


其 中 ,返回 的 五 是 由 多 变量 频率 响应 数据 构成 的 矩阵 ， 是 多 变量 频 域 设 计 
工具 箱 的 基本 数据 格式 。 该 工具 箱 提 供 了 多 变量 系统 的 Nyquist 图 形 绘制 函数 
plotnyq() 和 Gershgorin 圆 绘制 的 函数 fgersh(), 但 由 于 调用 过 程 较 烦 琐 , 所 以 
对 输入 个 数 与 输出 个 数 相等 的 系统 来 说 ， 编写 了 一 个 新 的 函数 inagersh( 瑟 ) ， 
可 以 直接 绘制 出 系统 带 有 Gershgorin 带 的 道 Nydquist 图 ,该 函数 的 内 容 如 下 : 
function inagersh(H,nij) 
t=[0;.1:2*pi,2*pi]; [nr,nc]=size(H) ;，nw=nr/mc， ii0=1:nc; 
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if Dargin==1，ii=1:ncji jj=l:nci 
else，jii=nij(1); jj=nij(2); end 
for i=1:nc，circles{fiy=[] ，enda 
for k=l:nw 4% 对 各 个 频率 获取 道 Nyquist 阵列 
Ginv=inv(H(CCk-1)*xnc+l:kknc,:)); nyq(:，: ,kk)=GinvVi 
for j=l1:nc 
ij=find(ii0~=j) ; 
v=min([sum(abs(Ginv(ij,j))) ,sum(abs(Ginv(j,ij))7)]7); 
Xx0O=real(Ginv(j,j)); yO0=imag(Ginv(j ,jy)); 
r=sum(abs(v)); 计算 Gershegorin 圆 的 半径 
circles{jj=[circles{jj，x0+rkcos (t)+Sqrt(-1)*(yYO+rkSin( 七 ))] ; 
end ,end 
for i=ii，for j=jj 《绘图 
if nargin==1，Subplot(Cnc,nc,(Ii-1)*nc+j); end 
for k=1:nDW，NN(CK)=nyq(i,j,k); end 
if i==j，% 对 角 图 , 带 有 Gershgorin 带 
plot(real(NN) ,imag(NN) ,real(circles{fij) ,imag(circles{fily)) ; 
el1se % 非 对 角 元 素 
plot(real(NN) ,imag(NN) ) 
end ， 
end ,end 


如 果 该 函数 带 两 个 输入 变量 ， 则 第 2 个 输入 变量 ni; 允许 指定 绘制 某 个 (?， 人 刀 
对 的 Nyquist 图 。 和 MEFD 工具 箱 提供 的 Plotnyq() 函数 相 比 ，inagersh() 函 
数 首 先是 调用 格式 简单 得 多 ， 另 外 ,由 于 每 个 Gershgorin 圆 的 半径 选择 行 和 列 
Gershgorin 圆 的 最 小 半径 ， 所 以 不 再 那么 保守 。 

例 3-35 考虑 多 变量 系统 模型 


0.806s 十 0.264 --15s 一 1.42 
Go =- s2 十 1.15s 十 0.202 s3 十 12.8s2 十 13.6s 十 2.36 
1.95s2 十 2.12s 十 0.49 7.15s2 十 25.8s 十 9.35 


s3 十 9.15s2 十 9.39s 十 1.62 54 十 20.8s3 十 116.4s2 十 111.6s 二 18.8 


斌 分 析 该 系统 是 不 是 对 角 占 优 的 系统 , 如果 不 是 ， 试 用 前 置 补偿 和 给 阵 下 = 


0.3610 “0.4500 | 
_1 1300 10000| 对 其 补偿 ， 分 析 其 对 角 占 优 性 。 


求解 用 下 面 的 语句 可 绘制 出 系统 的 北 Nyquist 曲线 ,如 图 3-5 (a) 所 示 。 


>> glLl=tf([0.806 0.264] ,[1 1.15 0.202]) ; 
gl2=tf([-15 -1.42] , [1 12.8 13.6 2.36]); 
g21=tf([1.95 2.12 0.49] ,[1 9.15 9.39 1.62] ) 
g22=tf(4[7.15 25.8 9.35] ,[1 20.8 116.4 111.6 18.8] ) ; 
G=[gll1，g12; g21，g22] ; w=logspace(-2,1.5) ; 
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(a) 系统 的 INA (b) 天 p 补偿 后 的 INA 
图 3-5 多 变量 系统 的 道 Nyquist 阵列 图 


从 图 形 可 以 看 出 ,尽管 闭 环 系统 稳定 ,但 由 于 Gershgorin 带 太 宽 ， 包 围 原点 ， 不 
能 保证 为 对 角 优 势 系统 ， 所 以 在 设计 时 有 很 多 困难 。 
考虑 前 置 补 偿 给 阵 下 bo， 则 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 补偿 系统 的 带 有 Gershgorin 
带 的 INA 曲线 ， 如 图 3-5 (bj 所 示 。 可 见 这 时 得 出 的 Gershgorin 带 明 显 变 窗 ， 系 统 为 
对 角 优 势 系 统 ， 易 于 设计 与 进一步 分 析 。 
>> Kp=[0.3610,0.4500; -t+.1300,1.0000] ; 
G=ss(G*Kp) ; H=mv2fr(G.a,G.b,G.c,G.d,w);i inagersh(H); / INA 曲线 
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3.3 ”和 托 阵 的 基本 变换 与 分 解 


本 太 首 先 引 入 拖 阵 的 相似 变换 概念 ,然后 给 出 矩阵 的 几 种 分 解 方法 ， 如 三 角 
分 解 、Cholesky 分 解 、 伴 随 矩 阵 变换 、Jordan 变换 和 奇异 值 分 析 方 法 等 ， 并 介绍 
这 些 写 阵 变换 方法 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 。 


3.3.1 和 矩阵 的 相似 变换 与 正 交 和 矩阵 


对 茶 方 阵 4 来 说 ,如 果 存 在 一 个 非 奇 异 的 吾 和 矩阵， 则 可 以 通过 下 面 的 方式 
对 原 4 和 窍 阵 进行 变换 。 
瑟 一 五 -4 万 (3-3-1) 


这 样 的 变换 称 为 相似 变换 ,而 吾 称 为 相似 变换 和 矩阵。 相似 变换 后 , 厌 矩阵 的 秩 、 
迹 、 行 列 式 和 特征 值 等 均 不 发 生变 化 , 其 值 和 4 抑 阵 完全 一 致 。 通 过 适当 选择 变 
换算 阵 吾 ， 就 能 有 目的 地 将 任意 给 定 的 4 矩阵 相似 变换 成 特殊 的 矩阵 表示 形式 ， 
而 不 改变 原来 4 的 重要 性 质 。 





3.3 .天 阵 的 基本 变换 与 分 解 .1 
对 于 一 类 特殊 的 相似 变换 矩阵 人 ,如果 它 本 身 满足 了 -= 袜 ", 其 中 王 * 为 了 
的 Hermite 共 罗 转 置 矩阵 , 则 称 了 为 正 交 和 矩阵, 并 将 之 记 为 Q@ = 工 。 可见 , 正 交 
失 阵 @Q 满足 条 件 


已 = 7 且 CQ 一 7 (3-3-2) 


其 中 , 工 为 见 x7 的 单位 阵 。 

MATLAB 中 提供 了 求 取 正 交 抵 阵 的 函数 @=orth(4) ， 该 函数 能 求 出 4 
矩阵 的 正 交 基 氟 阵 入 。 者 4 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 得 出 的 正 交 基 矩 阵 Q 满足 式 
(3-3-2) 的 条 件 . 若 4 为 奇异 矩阵 ， 则 得 出 的 和 抢 阵 CQ 的 列 数 即 为 4 矩阵 的 秩 , 且 
满足 Q*Q = 了 ， 而 不 满足 QQ* = 了 


例 3-36 求 出 4= 


求解 一 个 已 知 姑 阵 的 正 交 纸 阵 可 以 用 orth() 函数 直接 得 出 ， 并 可 以 验证 满足 正 交 
天 阵 的 性 质 。 
>> A=[5,9,8,3; 0,3,2,4; 2,3,5,9; 3,4,5,8] ; Q=orth(A) ， 
BOIIm(Q *Q-eye(size(A)) ，norm(eye(size(A)-Q*Q:) 


一 0.61967 ”0.77381 ”一 0.026187 一 0.12858 
一 0.25485 ”一 0.15506 ”0.94903 4.10174 
-0.51978 ”一 0.52982 ”一 0.15628 ”一 0.65169| 
一 0.52999 ”一 0.31058 ”一 0.27245 ”0.74055 


例 3-37 重新 考虑 例 3-9 中 给 出 的 奇异 给 阵 人 ， 试 求 出 其 正 交 基 短 阵 。 
求解 可 以 通过 下 面 的 MATLAB 语句 求 取 并 检验 其 正 交 基 短 阵 。 注 意 ， 因 为 入 为 奇 
异 算 阵 ， 故 得 出 的 @ 为 长 方形 短 阵 。 

>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,t4,15 ,1] ，Q=orth(A) 


一 0.5 “0.67082 0.5 
一 0U0.5 -0.22361 一 0.5 
-0.5 0.22361 一 0.5| 
一 0.5 ”一 0.67082 “0.5 


从 而 得 出 正 交 矩阵 为 @ == 


这 时 得 出 的 正 交 基 敌阵 为 @ = 


3.3.2 ”矩阵 的 三 角 分 解 和 Cholesky 分 解 


1. 一 般 窍 阵 的 三 角 分 解 
怎 阵 的 三 角 分 解 又 称 为 直 U 分 解 , 它 的 目的 是 将 一 个 矩阵 分 解 成 一 个 下 三 角 
十 阵 五 和 一 个 上 三 角 和 矩阵 DC 的 乘积 , 亦 即 4 = 了 工 D, 其 中 开 和 了 矩阵 可 以 分 
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有 间 


别 写 成 
1 tI11 212 Vin 
7 二 2 Dr= 22 ”Von 
ln na … 1 nn 


由 这 两 个 矩阵 可 以 简单 地 号 出 一 个 矩阵 4 ，, 其 中 


LI 12 21n 
L21 LU22 …” 汪 
2 作 
4 = 工 +U-T= | 
ln1 /2 nn 


这 样 产 生 的 矩阵 与 原来 的 4 矩阵 的 关系 可 以 写成 


Cl11 一 211， Ci12 二 V12， Qtn 一 V1r 

CQ21 一 /21111， C22 一 L21112 十 222， Un 一 L21tVn 十 冯 2m 
季 一 了 

Cr 一 /1211， ana2 一 nlt12 十 [2122， Cnrnn 一 y LUkn 十 nn 
大 一 1 


由 式 (3-3-5) 可 以 立即 得 出 求 取 /5 和 us 的 递 推 计算 公式 


7 一 】 
Lij 一 》 La ;1 
大 一 1 


和 一 < 及 同 = 呵 一 > Oo， (站 
了 27 


[ 


并 一 1 
该 公式 的 递 推 初 值 为 
4 一 Qli) il 一 Qil/ ua11， 2 一 | 2 7 
在 MATLAB 中 也 给 出 了 基于 主 元 素 的 矩阵 LU 分 解 函数 liu()， 该 
调用 格式 为 
[ 卫 ，LC]=lu(4) % LU 分解 ，4 = 工 U7 


[ 卫 ， 芝 ， 古 ]=lu(4) 三 为 署 换 矩阵 ，4 = 书 -17U7 


(3-3-3) 


(3-3-4) 


(3-3-5) 


(3-3-6) 


(3-3-7) 


玄 图 数 的 


其 中 , 卫 , L 分 别 为 变换 后 的 下 三 角 和 上 三 角 和 矩阵。 在 MATLAB 的 lu() 函数 中 
考虑 了 主 元 素 选取 的 问题 ， 所 以 该 函数 一 般 会 给 出 可 靠 的 结果 。 由 该 函数 得 出 的 
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和 和 


下 三 角 抱 阵 三 并 不 一 定 是 一 个 真正 的 下 三 角 矩 阵 ， 因 为 选取 它 可 能 进行 了 一 些 元 
素 行 的 交换 ， 这 样 主 对 角 线 的 元 素 可 能 不 是 1, 而 在 矩阵 工 内 存在 一 个 惟一 的 如 
式 (3-2-1) 中 定义 的 置换 ， 其 各 个 元 素 的 值 均 是 1。 如 果 想 获得 有 关 换 行 信 息 ， 则 
可 以 由 后 一 种 格式 调用 lu() 函数 , 这 时 古 为 单位 阵 变换 出 的 置换 矩阵 ，4 和 扎 阵 
可 以 分 解 成 4 = 书 -! 也 CD7。 
例 3-38 再 考虑 例 3-39 中 抵 阵 的 LU 分 解 问题 。 分 别 用 两 种 方法 调用 MATLAB 中 的 
lu(C) 函数 ， 则 可 以 得 出 的 不 同 结果 。 
求解 先 输入 4 算 阵 ， 并 求 出 三 角 分 解 矩 阵 。 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 97 6 12; 44144145 1]; [Li,U1]=lu(A) 
这 样 可 以 将 原 和 给 阵 分 解 为 


1 0 0 0 16 2 3 13 
7 -~ 0.3125 0.76852 1 0 rr 0 13.5 14.25 一 2.25 
0.5625 0.43519 1 1|， 0 0 -1.8889 5.6667 

0.25 1 0 0 0 0 0 3.5527x10- 


可 见 ， 这 样 得 出 的 工 ; 给 阵 并 非 下 三 角 矩 阵 ， 这 是 因为 在 分 解 过 程 中 采用 了 主 元 素 交 
换 的 方法 。 现 在 考虑 1u() 邓 数 的 另 一 种 调用 方法 [ 荆 ,D, 己 ]=lu(4)， 得 出 


1 0 00 16 2 3 13 1 0 0 0 
了 _ 0.25 1 00 下 0 13.5 14.25 一 2.25 疡 - 000 1 
0.3125 0.76852 1 0|， 0 0 -1.8889 56667 |， 0 1 0 0 
0.5625 0.43519 1 1 0 0 0 3.5527x10-15 0 0 1 0 


注意 ， 这 里 得 出 的 已 矩阵 不 是 一 个 单位 给 阵 ， 而 是 单位 矩阵 的 置换 给 阵 。 结 合 
得 出 的 亏 :; 和 给 阵 可 以 看 出 ， 忆 答 阵 的 pa 4 = 1， 表 明 需 要 将 三 1 敌阵 的 第 4 行 换 到 第 2 
行 , pa,2 = pa43 王 1 表明 需 要 将 了 1 的 第 2 行 换 至 第 3 行将 原 第 3 行 元 素 换 至 第 4 行 ， 
这 样 就 可 以 得 出 一 个 真正 的 下 三 角 和 天 阵 卫 了 , 代入 inv( 王 )* 了 五 *LJ， 则 可 以 精确 地 还 
原 4 和 夫 阵 。 


由 于 前 面 给 出 的 lu() 函数 并 不 能 处 理 符号 矩阵 , 所 以 可 以 依照 该 算法 , 先 由 
式 (3-3-7) 求 出 V 和 工 的 第 一 行 ,然后 由 式 (3-3-6) 用 递 推 的 方法 求 出 两 个 矩阵 
其 他 各 行 。 利 用 MATLAB 强大 的 矩阵 运算 功能 ,可 以 容易 地 设计 出 对 符号 抢 阵 
的 LU 分 解 的 函数 lu()， 该 函数 应 该 置 于 Gesym 路 径 下 ， 其 内 容 为 


function [L,.U]=lu(CA) 
D=Jength(A) ; U=sym(zeros(size(A))); L=sym(eye(size(A)))，; 
U(C1L,:)=A(C1,:);L(: ,1)=AC: ,1)VXUC1 1) ， 
for 1i=2:D， 
for j=2:i-1，LGi,j)=(AGi,j)-LGit:j-l)*U(i:j-1,j))VUG ,j)，end 
for j=i:n，U(i,j)=A(i,j)-LCGz,li:i-1)*U(Ct:i-l,j)， end 
end 


昌 
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注意 ,在 上 述 的 算法 中 并 未 对 主 元 素 进行 任何 选取 ， 因 此 该 算法 有 时 可 能 失 
效 ， 因 为 在 运算 过 程 中 0 可 能 被 用 作 除 数 。 如 果 需 要 通用 的 分 解 程序 , 用 户 可 以 
将 主 元 素 选 取 方 法 引入 该 函数 04 。 
例 3-39 考虑 例 3-9 中 和 矩阵 的 工 U 分 解 问题 。 
求解 先 输入 人 和 开 阵 ， 并 求 出 三 角 分 解 矩 阵 。 

>> A=[16 2 3 13; 5 11 10 8; 97 6 12; 4144145 菇 ; 

[EL ,本 =1uCsym(A) ) 


这 样 可 以 将 原 憩 阵 分 解 为 
1 0 0 0 16 2 3 13 
T_|5/16 1 0 0| mm_ |0 83/8 145/16 63/16 
”|9/16 24/83 1 0 ”10 0 -68/83 204/83 
1/4 108/83 -3 1 0 0 0 0 


2. 对 称 矩 阵 的 三 角 分 解 _- Cholesky 分 解 
如 果 4 为 对 称 和 矩阵 , 利用 对 称 矩 阵 的 特点 则 可 以 用 LU 分 解 的 方法 对 之 进行 
分 解 , 将 原来 矩阵 4 分 解 成 


di di dl …， do 
4-DprD-| 人 (3-3-8) 
4 砚 | don2 dr Qnr 
如 果 利 用 对 称 矩 阵 的 性 质 , 则 LU 分 解 可 以 简化 成 
7--1 
ji_1 di7 一 >》 dikd 庆 
di 一 | 一》 用， 几 = 一 一 人生- 一 一 ,OO < (3-3-9) 


并 一 1 5 


该 分 解 算法 又 称 为 对 称 和 矩阵 是 Cholesky 分 解 算法 。 
MATLAB 提供 了 chol() 函数 来 求 取 和 气 阵 的 Cholesky 分 解 矩阵 刀 ,， 其 结 
果 为 一 个 上 三 角 和 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 万 = cho1(4) 。 


93 4 2 
例 3-40 考虑 一 个 对 称 的 4 阶 矮 阵 4 = 1 1 6 1 ， 读 得 出 其 Cholesky 分 解 。 
27 0 9 


求解 用 下 面 的 语句 可 以 对 之 进行 Cholesky 分 解 ， 得 出 万 拢 阵 。 
>> A=[9,3,4,2; 3,6,0,7; 4,0,6,0; 2,7,0,9] ，D=chol(A) 





3.3 甜 阵 的 基本 变换 与 分 解 


本 


3 1 1.3333 ”0.66667 
国清 |o0 2.2361 -0.59628 2.8324 
这 样 可 以 得 出 即 = |0 0 1.9664 “0.40684| 。 

0 0 0 0.60648 


3. 正定 、 正 规矩 阵 的 定义 与 判定 
正定 撼 阵 是 在 对 称 和 矩阵 基础 上 建立 起 来 的 概念 。 在 介绍 该 概念 之 前 ， 先 给 出 
主子 行列 式 定 义 。 假 设 对 称 和 矩阵 4 可 以 写成 


CI ， Qi2 ，ULI3 ”CQln 
QI2 ao :QQ23 :1 Qon 

一 QI3 C23 433 3 (3-3-10) 
(Z1 ,人 Cr2 .7 (人 3 , 灵 四 亿 了 人 


则 左上 和 角 的 各 个 子 矩 阵 的 行列 式 称 为 主子 行列 式 。 如 果 一 个 对 称 和 殷 阵 所 有 的 主子 
行列 式 均 为 正 数 ， 则 称 该 矩阵 为 正定 矩阵 。 

相应 地 ,可 以 引入 对 称 和 矩阵 的 半 正 定 矩 阵 的 概念 , 如 果 主 子 行列 式 均 为 非 负 
的 数值 ， 则 称 为 半 正 定 窍 阵 。MATLAB 的 函数 chol() 还 可 以 用 来 判定 矩阵 的 正 
定性 。 该 函数 的 另 一 种 调用 格式 为 [万 ,站 ]=chol(4) ， 式 中 对 正定 的 4 矩阵 来 
说 , 返回 的 p = 0。 所 以 可 以 利用 这 个 性 质 来 判定 一 个 对 称 和 矩阵 是 否 为 正定 矩阵 。 
对 非 正 定 矩 阵 , 则 返回 一 个 正 的 p 值 ,p -1 工 为 4 和 矩阵 中 正定 的 子 拢 阵 的 阶 次 , 亦 
即 万 将 为 (D-1) 阶 方 阵 。 

如 果 复 数 方 阵 满足 

4*4=- 44; (3-3-11) 


则 其 中 4 为 4 的 Hermite 转 置 , 亦 即 共 斩 转 置 , 这 样 4 矩阵 称 为 正规 矩阵 。 判 
定 正规 矩阵 由 定义 可 以 直接 完成 norm(4:*4-4+*4:)<e 。 如 果 得 出 的 结果 为 
1,， 则 4 为 正规 矩阵 。 


例 3-41 斌 判定 对 称 矩 阵 4 = 是 否 为 正定 答 阵 ， 并 求 出 其 Cholesky 


oo Cn CT ~ 
m 心 写 Cn 
已 CT 
全 二) 一 GO 


分 解 短 阵 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 对 4 答 阵 进行 分 解 ， 得 出 万 竹 阵 ， 并 求 出 正定 的 阶 次 为 2， 
从 而 说 明 该 给 阵 并 非 正 定 矩 阵 ， 因 为 得 出 的 万 矩阵 不 满 秩 ， 且 九 尖 0。 

>> A=t7,5,5,8; 5,6,9,7; 5,9,9,0; 8,7,0,1]; D,p]=chol(A) 


、 本 2.64 ， _ _ 、 
这 样 可 以 得 出 姜 二 0 1 ,万 = 3。 值 得 指出 的 是 ， 非 正定 短 阵 虽 然 不 能 进 


行 Cholesky 分 解 , 但 可 以 采用 一 般 的 直 U 分 解 
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本 


>> [L,U]=lIuCSym(CA) ) 


这 时 本 和 阵 可 以 通过 U 分 解 为 
1 0 0 0 人 9 8 
T_|57 1 0 0| mlol77 38/7 9/7 
一 |57 38/17 1 0 10 0 -14/17 -146117 
8/7 9H7 73/57 1 0 0 0 124157 


非 对 称 矩 阵 也 可 以 调用 chol1() 函数 ,但 结果 是 错误 的 ， 它 首先 将 给 定 的 抑 
阵 强制 按 上 三 角子 矩阵 转换 成 对 称 抢 阵 。 在 严格 的 数学 意义 下 ,， 非 对 称 抢 阵 是 没 
有 Cholesky 分 解 的 。 


3.3.3 ”伴随 算 阵 变换 


对 一 个 给 定 的 一 般 和 矩阵 4 ,如果 存在 一 个 列 向 量 v， 使 得 如 下 生成 的 矩阵 AM 
为 非 奇异 矩阵 ， 则 通过 该 矩阵 可 以 将 原 托 阵 4 变换 成 伴随 和 矩阵 4。。 


一 工 


人 工 0 1 0 0 
04 0 0 1  .… 0 

1M=| ”14=M-4-| 3-12) 
1 4 、 一 0 一 0n_1 一 0 .一 0 


其 中 , a 为 4 矩阵 的 特征 多 项 式 系数 , det(sT 一 4) = s 二 ais" 一 1 十 :十 an 可 
见 , 由 于 ww 矩阵 可 以 任 选 ， 故 将 抢 阵 4 变换 成 伴随 矩阵 的 变换 和 矩阵 有 无 穷 多 种 。 
利用 下 面 的 MATLAB 语句 ， 则 可 以 构造 出 变换 矩阵 M-i。 注 意 ， 因 为 本 函 
数 中 引入 了 随机 数 向 量 , 所 以 它 得 出 的 变换 失 阵 是 不 惟一 的 。 
function M=comp_map(A) 
Dn=]length(A) ; 
while 1，v=floor(0.5+Trand(1,n)); M=v; 
fcor i=2:D，M(I,:)=M(Ci-1l1,:)*A，end 
zf rank(M)==D，break; end ， 
enaQ 


一 10 -14 -17 -9 


0 -0 (| , 试 选择 变换 给 阵 MX， 将 其 变 所 成 


-9 一 15 一 17 一 10 


例 3-42 给 定 和 矩阵 4 王 


伴随 天 阵 。 
求解 由 前 面 的 语句 可 以 很 容易 地 构造 出 变换 矩阵 
>> A=[-10,-14,-17,-9; 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15,-17,-10] ; 
M1=Sym(Ccomp_map(A) ) ，Ac=MiyA*inv(M1 ) 





3.3 答 阵 的 基本 变换 与 分 解 1T07 


是 


1 0 1 0 0 1 0 0 
-0 -5 -7 -9 0 0 1 0 
MI=M =|3 52 0 30| 4=|0 0 0 1 
_60 _105 _101 -59 2 6 -7 _4 


3.3.4 矩阵 的 Jordan 变换 
对 含有 重 特 征 值 和 矩阵 4 通常 不 能 直接 分 解 成 对 角 矩 阵 ， 而 用 纯 特 征 值 求解 方 
法 必定 能 使 矩阵 的 特征 同 量 算 阵 Y 含有 若干 相同 的 列 , 使 得 该 年 阵 为 奇异 抢 阵 。 
例 3-43 分 别 用 数值 方法 和 解析 方法 来 出 下 面 天 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 和 矩阵 。 
一 了] ”一 65 一 3] 一 46 
7 89 117 50 


0 4 8 4 
一 67 一 1I21 一 173 一 58 


和 一 


求解 用 MATLAB 语言 中 的 数值 算法 可 以 求 出 该 矩阵 的 特征 值 为 
>> A=[-71,-65,-81,-46; 75,89,117,50; 0,4,8,4;，-67,-121,-173,-58] ， 
D=eig(A) 
这 样 可 以 得 出 矩阵 的 特征 值 为 -8.0057, -8 士 0.0057323j, -7.9943。 其 实 ,， 该 矩阵 的 特 
征 值 为 位 于 -8 的 4 重 根 ,所 以 用 数值 解 方法 得 出 的 特征 值 有 很 大 的 误 善 ， 故 在 这 样 
的 问题 上 不 适合 采用 数值 算法 。 如 果 采 用 解析 算法 [v,d]=eig(sym(4))， 则 可 以 得 
出 如 下 结果 : 


1718 -8 0 0 0 
一 1378 0 -8 0 0 
加 1 ) 0 0 -8 0 
一 19/18 0 0 0 -8 


可 见 ， 该 矩阵 特征 值 均 为 -8, 为 4 重 根 ， 故 而 得 出 的 特征 向 量 给 阵 实 际 上 是 奇异 
和 矩阵， 因为 4 列 均 相 同 ， 所 以 只 保留 了 一 列 。 


由 于 MATLAB 语言 、 其 他 数值 运算 语言 、 软 件 包 本 身 及 数值 算法 的 缺陷 ， 
均 在 计算 内 核 中 使 用 double 型 数据 结构 ， 导 致 对 某 些 有 重 根 矩 阵 的 计算 中 间 过 
程 出 现 误差 ,所 以 在 纯 数值 运算 上 将 有 很 大 的 误差 , 即使 使 用 现在 最 好 的 数值 运 
算 方法 ,如果 不 突破 双 精 度 的 数据 结构 的 限制 也 是 难以 避免 的 。 

为 解 次 这样 的 问题 ， 需 要 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 jordan () 函数 来 分 解 出 
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和 


Jordan 标准 型 ,并 求 出 非 奇异 的 变换 矩阵 。 该 函数 的 调用 格式 为 


J=jordan(4) % 只 返回 Jordan 和 矩阵 
[V ,J]=jordan(4) % 返回 Jordan 矩阵 J 和 变换 矩阵 信 
有 了 变换 矩阵 Z,， 则 Jordan 标准 型 可 以 由 .JJ = V-lL4VY 变换 出 来 。 注 
意 ，Jordan 和 扎 阵 主 对 角 线 为 矩阵 的 特征 值 ,， 次 主 对 角 线 为 1。 
例 3-44 试 对 例 3-43 中 给 出 的 短 阵 进行 Jordan 分 解 。 
求解 符号 矩阵 的 Jordan 分 解 可 用 jordan () 函数 直接 进行 分 解 ， 得 出 所 需 的 矩阵 。 
>> A=[-71,-65,-81 ,-~46， 75,89,117 ,50; 0,4,8 ,4， -67 ,~121,-173,-58] ; 
[V,J]=jordan(sym(A) ) 


利用 符号 运算 工具 箱 可 以 立即 得 出 
一 1]8496 ”2176 一 063 1 一 久 ] 0 
vy_-|1444 -80 75 0 JTJ_|0 -8 1 0 
|] 一 8704 上 读 如 0| 0 0 一 8 1 
20672 -1504 -67 0 0 0 0 -8 


可 见 ， 这 样 得 出 的 Y 天 阵 就 是 满 秩 的 矩 阵 了 。 对 它 求 北 ， 就 可 以 实现 用 普通 数值 运算 
难以 实现 的 功能 。 该 问题 将 在 后 面 答 阵 函数 的 例子 中 演示 。 
-10 -14 -17 -9 
例 3-45 已 知 具 有 复数 特征 值 的 甜 阵 4=- | 0 0 
Jordamn 分 解 。 -9 一 15 一]17 一 10 
求解 复数 特征 值 矩 阵 的 Jordan 标准 型 及 变换 给 阵 问题 也 可 以 由 jordan() 函 教 求 
取 。 可 以 用 下 面 的 语句 得 出 相应 的 变换 矩阵 与 Jordan 短 阵 为 
>> A=[-t0,-14,-17,-9; 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15 ,-17,-10] ; 

以 ,J]=jordan(sym(A) ) 

这 样 可 以 得 出 Jordan 变换 天 阵 为 


， 斌 求 出 其 


-11+2 -11-2j -5 23 -1+j 0 0 0 
15- 蛋 5+5 0 -10 | 0 -1-j 0 0 
” = 5 5 0 -10| “二 | 0 0 1 1 
-6+7j -6-7j 5 12 0 0 0 -1 


在 实际 应 用 中 , 经 常 不 希望 使 用 复数 型 的 Jordan 块 。 如 果 某 对 共 柜 复数 特 
征 值 为 Ni+i = 十 jw, 期 望 的 Jordan 块 可 以 写成 JJ = 加 。 若 想 获得 这 


样 的 Jordan 块 , 则 需要 对 原来 的 变换 矩阵 做 相应 的 处 理 , 例如 新 变换 矩阵 的 第 
2 十 1 工 列 分 别 改写 成 原来 这 两 列 元 素 的 实 部 和 虚 部 即 可 。 
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例 3-46 重新 考虑 例 3-45 的 Jordan 标准 型 ， 试 将 其 改变 为 实 和 矩阵 。 
求解 ”分别 令 原来 V 和 天 阵 的 前 两 列 为 原来 变换 短 阵 的 实 部 和 虚 部 ， 则 可 以 直接 对 原 和 给 
阵 解 术 变 换 
>> A=[-10,-14,-17,-9; 10,16,18,10; 0,-1,0,0; -9,-15,-17,-10] ; 

[V ,JJj=jordan(sym(A)); VC [1 2])=[real(CV(: ,1))，imag(V(: ,1))] 

J=inv(VD)A*V 
这 时 变换 和 矩 阵 和 .Jordan 敌阵 分 别 为 


-1 2 -5 23 -] 1 0 0 

9 -9 10 一 10 -1 -1 0 6 

“二 9 b 0 -10| ”= 0 0 一 1 
一 D 7 了 虽 12 0 0 0 一 ] 


利用 底层 算法 也 可 以 构造 出 Jordan 变换 矩阵 和 Jordan 标准 型 。 若 4_ 为 伴 

随和 矩阵 ,并 假设 Jordan 标准 型 可 以 最 终 写 成 
4 一 qiag(. 太 ， co 1) (3-3-13) 
其 中 po 为 Jordan 块 的 个 数 。 若 对 应 于 A; 特征 值 的 特征 向 量 为 ww， 则 根据 特征 值 


的 情况 可 以 如 下 构造 变换 矩阵 的 相关 列 ， 并 得 出 相应 的 变换 矩阵 ; 
山 若 4 和 抢 阵 的 第 ;个 特征 值 %, 为 mi; 重 的 实 根 , 则 对 应 的 变换 子 矩 阵 为 


1 0 0 0 
A: 1 0 0 
入 2 和 1 0 
一 | (3-3-14) 
1 d2 和 7 1 dr 1A 


和 (一 1 





2 dpTD dx 

包 大 第 ; 和 ;i++1 个 根 为 一 对 共 斩 复 根 \ = ci 士 jw 则 有 上 志 = [Reru] Imfo]| 。 

这 样 可 以 构造 出 由 伴随 矩阵 到 Jordan 和 矩阵 的 变换 矩阵 下 = 个，… , 刀 ]。 由 
一 般 和 矩阵 4 变换 成 Jordan 抑 阵 的 变换 矩阵 可 以 由 立 = MXM 求 出 , 其 中 NM 由 
式 (3-3-12) 给 出 。 
例 3-47 重新 考虑 例 3-42 中 给 出 的 矩阵 ， 试 将 其 变换 成 Jordan 矩阵 。 
求解 例 3-42 已 经 得 出 了 伴随 短 阵 及 其 变换 矩阵 。 由 下 面 语句 

>> ML=Sym(CM1) ; Ac=M1*AcrinvV(M1); [V,D]=eig(Ac) 

可 以 得 出 原 夫 阵 的 特征 向 量 和 矩 阵 V 和 特征 值 矩 阵 刀 分 别 为 


一 ] 1 ] -1 0 0 0 

1 一 1 十] 一 1 一 j 0 一 1 0 0 
Y = 一 

1 一 2j 2 | 志 0 0 -1+j 0 
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可 以 由 下 面 语 名 进行 变换 
>> tl1=(-1).”[0:3]，; T=[Lt1，[0; tl1(1:3).*F1:3] 7 ]]; 
T=[T real(CV(: ,3)) imag(V(: ,3))] ，V=inv(M1)*T，J=inVv(CV7AyV 
从 而 得 出 各 个 变换 敌阵 和 变换 后 的 Jordqan 甜 阵 为 


1 0 1 00 1 -2 7/4 -1/4 -1 1 0 0 
-1 1 -1 -1 10 2 -1 -1/2 |10 -10 0 
= 1-20 2 7Y=|o -34 14 7=|o oo-1-1 
-1 3 2 -2 -1 -5 5/4 3/4 0 0 1 -1 


3.3.5 答 阵 的 奇异 值 分 解 
算 阵 的 奇异 值 也 是 和 扎 阵 的 一 种 测度 。 对 任意 的 ? x 径 矩阵 4 来 说 , 总 有 


414>0， 44I>0 (3-3-15) 


且 在 理论 上 有 
rank(4 4) = rank(447) = rank(4) (3-3-16) 


进一步 可 以 证 明 ,44 与 441I 有 相同 的 非 负 特征 值 Ni, 在 数学 上 把 这 些 
非 负 的 特征 值 的 平方 根 称 作 矩阵 4 的 奇异 值 , 记 oj(4) = VN(4T4)。 


] 1 
例 3-48 现在 考虑 一 个 演示 例子 051,， 假设 竹 阵 4 = 1 中 其 中 由 = 5eps， 试 根据 
0 4 


式 (3-3-16) 求 取 4 矩阵 的 秩 。 
求解 显然 , 4 矩阵 的 秩 为 2。 用 MATLAB 运算 也 将 得 出 同样 的 结论 。 

>> A=[1 1; 5*epsg,0; 0,5+*eps] ; Tank(A) 

考虑 式 (3-3-16) 中 给 出 的 方法 计算 矩 阵 4 的 秩 。 例 如 ， 用 4T4 来 求解 4 的 秩 ， 
则 可 以 得 出 

| 1 
4 4= | 1 

在 双 精 度数 值 运算 中 ， 由 于 /2 为 10-30 级 数值 ， 所 以 加 到 1 上 事实 上 就 已 经 被 忽略 
了 ,所 以 4 AAA 和 阵 将 退化 成 么 矩阵 ， 再 求 其 秩 显 然 为 1， 从 而 可 以 断定 原 短 阵 六 的 
秩 为 1， 这 与 实际 矛盾 ， 故 对 这 样 的 问题 应 该 引入 一 个 新 的 量 作为 和 矩 阵 的 测度 ， 即 需要 
引入 奇异 值 的 概念 。 

假设 4 和 阵 为 xmm 和 矩阵, 则 4 和 矩阵 可 以 分 解 为 


4= 工 4M (3-3-17) 





3.3 . 短 阵 的 基本 变换 与 分 解 ..........】 
其 中 , 五 和 4 为 正 交 矩阵 ，4; = diag(cl,…… ,on) 为 对 角 托 阵 ， 其 对 角 元 素 满 
足 不 等 式 al > oz …: > on > 0。 如 果 存 在 ov = 则 原 矩 阵 4 为 奇异 和 矩阵， 
这 时 和 矩阵 4 的 秩 应 该 等 于 矩阵 4 中 非 0 对 角 元 素 的 个 数 。 
MATLAB 提供 了 直接 求 取 矩阵 奇异 值 分 解 的 函数 svd()， 其 调用 方式 为 


S=svd(4) % 只 计算 和 矩阵 的 奇异 值 
[了 ,41,M]=svd(4) % 和 阵 奇异 值 与 变换 矩阵 


其 中 , 4 为 原始 矩阵 , 返回 的 4 为 对 角 托 阵 , 而 二 和 4 均 为 正 交 变换 矩阵 ,并 
满足 4= 工 4 。 

和 窍 阵 的 奇 几 值 大 小 通常 决定 矩阵 的 性 态 ， 如 果 和 矩阵 的 奇异 值 变化 特别 大 ， 则 
和 窍 阵 中 茶 个 元 素 有 一 个 微小 的 变化 将 严重 影 啊 到 原 符 阵 的 参数 ， 这 样 的 矩阵 又 
称 为 病态 矩阵 或 坏 条 件 和 矩阵， 而 在 矩阵 存在 趋 于 0 的 育 弄 值 时 称 为 奇 肛 矩阵 。 
年 阵 最 大 奇异 值 cmax 和 最 小 奇异 值 cmin 的 比值 又 称 为 该 矩阵 的 条 件数 ， 记 作 
cond(4), 即 cond(4) = cmax/onin: 矩阵 的 条 件数 越 大 ,， 则 对 元 素 变 化 越 敏 感 。 
和 矩阵 的 最 大 奇异 值 和 最 小 奇异 值 还 分 别 记 作 5(4) 和 (4)。 在 MATLAB 中 也 
提供 了 函数 cond(4) 来 求 取 和 窍 阵 4 的 条 件数 。 


例 3-49 试 对 例 3-9 中 给 出 的 4 矩阵 进行 奇异 值 分 解 。 
求解 如 果 调用 MATLAB 中 给 出 的 矩阵 奇异 值 分 解 函 数 svd(),， 则 可 以 容易 地 求 出 
了 4 和 If 上 抵 阵 以 及 该 矩阵 的 条 件数 。 

>> A=[16,2,3,13; 5,11,10,8; 9,7,6,12; 4,14,15,1];， [L ,AL,M]=svd(A) 
则 可 以 得 出 三 个 分 解 矩 阵 卫 ，A41，RI 为 


-0.5 0.6708 0.5 一 0.2236| 134 0 0 
一 0.5 一 0.2236 一 0.5 一 0.6708 0 17.889 0 
一 0.9 0.2236 -0.5 0.6708 | 10 0 4.4721 
一 0.5 一 0.6708 0.5 0.2236 0 0 0 


0| | 一 05 0.5 0.6708 0.2236 
01 | 一 0.5 一 0.5 一 0.2236 0.6708 
0| | 一 0.5 一 0.5 0.2236 一 0.6708 
0| 1 一 0.5 0.5 一 0.6708 一 0.2236 


可 见 该 给 阵 含 有 0 奇异 值 ， 故 原 矩 阵 为 奇异 甜 阵 。 由 cond(4) 可 以 求 出 该 矩阵 的 条 件 
数 为 3.2592x1016,， 接近 于 oo, 但 在 双 精 度数 值 运算 上 有 一 定 的 误差 。 
若 先 将 4 矩阵 转换 成 符号 矩阵 ， 则 调用 svd() 将 得 出 更 精确 的 奇异 值 分 解 拭 阵 。 


例 3-50 对 于 兄 尖 说 的 和 阵 太一 1 8 | 来 说 ， 也 可 以 对 之 作 奇 异 值 分 解 。 例 


如 ， 可 以 对 下 面 的 长 方形 矩阵 进行 奇异 值 分 解 ， 并 检验 分 解 的 结果 。 
求解 使 用 如 下 命令 则 可 以 得 出 


>> A=[1,3,5,7; 2,4,6,8]; [L,AL,MI=svd(A) 
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则 可 以 得 出 三 个 分 解 矩 阵 了 ,41，Wd 为 


一 0.1525 0.8227 一 0.3945 ”一 0.38 
一 0.6414 -0.7672| 114.269 0 00 一 0.3499 0.4214 0.2428 ”0.8007 
一 0.7672 0 | 0 0.6268 0 | | =-0.5474 0.0201 0.6979 一 0.4614 
一 0.7448 -0.3812 一 0.5462 0.0407 


对 这 个 例子 进行 北 运 算 ， 即 了 4 , 则 可 以 还 原 成 原来 的 4 矩阵 。 由 前 面 的 分 
析 可 见 ， 这 样 得 出 的 纸 阵 误差 是 很 小 的 。 


3.3.6 ”和 矩阵 转换 方法 在 控制 理论 研究 中 的 应 用 举例 


前 面 介绍 的 卸 阵 变换 技术 在 控制 理论 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 基 于 相似 变 
换 技 术 就 可 以 将 一 个 一 般 的 状态 方程 变换 成 某 种 特殊 的 形式 ， 以 便于 更 好 地 进行 
系统 的 性 质 分 析 。 本 节 首 先 给 出 系统 的 相似 变换 的 概念 , 然后 介绍 基于 矩阵 相似 
变换 的 各 种 标准 型 及 变换 方法 。 

1. 线性 系统 的 相似 变换 

假设 存在 一 个 非 奇 异 和 矩阵 全 ， 且 定义 了 一 个 新 的 状态 变量 向 量 > 使 得 
2 三 了 Z,， 这 样 关 于 新 状态 变量 z 的 状态 方程 模型 可 以 写成 


z( 刀 一 4z(t 十 吾 ,u(b) 1 
CEDaln ， 且 z(0) = 全 -1z(0) (3-3-18) 
式 中 4 = 了 了 -147， 万 , = 了 -1B，C = CT，DD, = 也 . 在 和 扎 阵 人 下 的 状态 变 
换 称 为 相似 性 变换 ,而 全 又 称 为 相似 变换 矩阵 。 

控制 系统 工具 箱 中 提供 了 ss2ss () 来 完成 状态 方程 模型 的 相似 性 变换 ， 该 函 
数 的 调用 格式 为 Gil=ss2ss(G,T) ， 其 中 @C 为 原始 的 状态 方程 模型 ,人 为 变换 
年 阵 , 在 了 下 的 变换 结果 由 G: 变量 返回 。 注意, 在 本 函数 调用 中 输入 和 输出 的 
变量 都 是 状态 方程 对 象 ， 而 不 可 以 是 其 他 对 象 。 

2. 单 变量 控制 系统 的 可 控 、 可 观测 标准 型 转换 

对 单 变量 系统 (3-1-8) 来 说 , 若 系统 的 特征 多 项 式 可 以 写成 


qdet(sZ 一 六 ) = 十 as 十 as 2 十 :十 am 18 十 oo (3-3-19) 


则 可 以 构造 出 变换 矩阵 开 0 


开 = 4: 瑟 ,4 五 ,4B,B | (3-3-20) 
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这 样 就 可 以 将 原 系统 变换 成 可 控 标 准 型 。 由 上 面 的 算法 ， 可 以 用 MATLAB 容易 
地 写 出 变换 矩阵 

vb=polyl1(4); % 求 特征 多 项 式 系 数 ， 建 议 用 polyt() 取代 poly() 

了 Tc=fliplrCctrb(4, 玉 ))*flipud(hankel((end-t:-1:1))) 


例 3-51 试 求 出 下 面 系统 的 可 控 标 准 型 。 


一 4 一 2 0 一 | 0 

-3 -7 -1 -3 -14 

zz 一 |0 1 3 1|z+|l yy= (0 0 12 0|z 
-1 -3 -1 -10 16 


求解 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 转换 给 阵 ， 并 得 出 可 控 标 准 型 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,-1,-3; 0,-1,-13,-1; -1,-3,-1,-10] ; 
B=[0; -14; 7; 16]; C=[0,0,12,0] ; v=polyl(A) ; 
Tc=fliplr(ctrb(A,B))*flipud(hankel(v(endQ-1:-1:1))) 
Gc=SsS(IinVv(Tc)*#Ak+Tc ,inv(Tc)*B,C+rTc ,0O) 


变换 敌阵 和 标准 型 分 别 为 
0 ] 0 0 0 
5445 776 206 0 0 0 ] 0 四 0 
太 -| 一 9060 一 3909 一 433 一 14 2 一 | 0 0 0 10 7 
1415 859 145 了 -2105 -1693 -390 -34 1 


5400 3178 419 16 
= |16980 10308 1740 84] z 


可 观 调 系统 标准 型 是 可 控 标 准 型 的 对 偶 形 式 。 可 观测 标准 型 的 变换 矩阵 为 


] nm-2 Cn -1 C4" 一 
7 一 | 4 (3-3-21) 
-和 
] 伺 


撩 似 于 前 面 的 可 控 标 准 型 变换 矩阵 ,可 以 由 下 面 的 语句 定义 出 变换 抢 阵 


V=polyli(4); Y% 求 特征 多 项 式 系数 
了 To=inv(ftlipLrkthankel(o(end-1:-1:1)))*flipuda(obsv(4,C))) 


例 3-52 试 求 出 例 3-51 中 状态 方程 模型 的 可 观测 标准 型 。 
求解 由 下 面 语 句 可 以 直接 求解 本 问题 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,-1,-3; 0,-1,-13 -1 -1,-3,-1,-10] ; 
B=[0; -14; 7i 16]; C=[0,0,12,0] ; v=polyl(A) ; 
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To=inv(fliplIr(hankel(v(end-1l:-~1l:t)))*flipud(obsv(A,C)D)) 
Go=ss(inVv(To)*A*kTo ,inv(To)#*B ,CrTo ,0) 

变换 矩阵 和 可 观测 标准 型 分 别 为 


0 0 0 -2105 16980 
-1/20 1/3 一 13/6 169/12 |1 0 0 -1693 10308 
九 _|-LU15 5/12 -8/3 209/12 2 一 |0 1 0 _-390|z 二 | 1740 1 42 
5 1711 0 
1/15 -5/1 一 
/ / / yy 三 |0,0,0,1jv 


3. 控制 系统 的 Jordan 标准 型 转换 
系统 的 Jordan 标准 型 可 以 由 [Gi ,]=canon(G,'modal:) 函数 直接 求 
出 。 值 得 指出 的 是 , 若 系统 的 4 抑 阵 含有 复数 特征 值 , 则 用 canon() 函数 不 能 得 
出 正确 的 结果 , 应 该 结合 前 面 Jordan 变换 的 方法 手工 构造 变换 矩阵 ,得 出 合适 的 
变换 系统 。 
例 3-53 试 求 出 例 3-51 中 状态 方程 模型 的 Jordan 标准 型 。 
求解 由 下 面 语句 可 以 直接 求解 本 问题 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,-1,-3; 0,-1,-13，,-1; -1,-~3,-1,-10] ; 
B=[0; -14; 7; 16]; C=[0,0,12,0] ， 
[Gj ,Tj]j=canon(ss(A,B,C,D)，modal，) 


得 出 的 变换 给 阵 为 
0.20668 -0.14356 ”0.010657 0.02682 
7 _ | -0.12614 一 0.29795 -0.59173 ”一 0.38757 
)] ”| -0.16674 -0.28172 ”0.43726 0.39675 
-0.12424 -0.14959 -0.0011401 0.15718 
在 此 变换 和 天 阵 下 Jordan 标准 型 为 
_2.0461 0 0 0 2.5135 
四 0 _14.159 0 0 | -6.172 
一 0 0 _11.448 0 “ ”|0.65693 
0 0 0 _6.3471 4.6012 


y = |1.9932 -11.736 11.512 一 0.21883] z 


4. 多 变量 系统 的 Luenberger 可 控 标 准 型 
多 变量 系统 一 种 重要 的 可 控 标 准 型 实现 是 Euenberger 标准 型 ， 其 具体 实现 
方法 是 , 构造 可 控 性 判定 矩阵 ， 并 按照 下 面 的 顺序 构成 一 个 矩阵 S06] 


S = ( 5， Ab， 410 BA-1b 4 lb ] (3-3-22) 





3.3 给 阵 的 基本 变换 与 分 解 


有 


其 中 es 是 能 保证 前 血 各 列 线性 无 天 的 最 大 指数 值 . 亦 即 最 大 可 挖 性 指数 ， 取 该 矩 
阵 的 前 ?” 列 就 可 以 构成 一 个 于 xm 的 方 阵 工 。 如果 这 样 构成 的 满 秩 矩阵 不 足 m” 列 ， 
亦 即 多 变量 系统 不 是 完全 可 控 ， 则 可 以 在 后 面 补 足 能 够 使 得 了 为 满 秩 方 阵 的 列 ， 
可 以 通过 添补 随机 数 的 方式 构造 该 矩阵 。 该 矩阵 求 道 , 则 可 以 按照 如 下 的 方式 提 
取出 相关 各 行 


工 
/， 


lz"，| ~- 提取 此 行 


一 =| (3-3.23 
呆 ，，| ~- 提取 此 生 
则 可 以 依照 下 面 的 方法 构造 出 变换 矩阵 道 阵 开 -: 
[7 
四 (3-3-24) 
/> 十 口 2 4 和 


通过 变换 矩阵 全 对 原 系统 进行 相似 变换 ， 即 可 以 得 出 Luenberger 标准 型 。 
表面 介绍 的 方法 很 适合 用 MATLAB 语言 直接 实现 ,根据 算法 ， 可 以 编写 出 如 下 
的 函数 来 生成 变换 矩阵 个 。 


function T=]luenberger(A,B) 
n=Size(A,1); p=size(B,2); S=[]; sigmas=[] ; k=1; 
for 1i=1:P 
for j=0:D-1 
S=[S,A”*j*B(:,i)]; 
if Tank(S)==K，K=kKk+t; 
else，Ssigmnas(i)=j-tiji S=8S(:,t:end-1); break;i end， 


enaQ 
if X>n，break，end 
end 
k=Kk-1; y 如 果 不 是 完全 可 控 ,， 则 用 随机 数 补 足 满 秩 矩 阵 
if X<n， 
while Tank(S) -=n，S(:,k+l:n)=floor(1i0*rand(n,n-xk))，end 
end 


L=inv(S);， iT=[]; 


[人 
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省 二 


for 1I=1:P 

for j=0:sigmas(i)，iT=[iT; Li+sum(sigmas(1:1))，:)xA~j]i end 
edQ 
if k<n，iT(k+t:n,:)=L(k+l:end,:); end % 不 可 控 时 补足 满 秩 和 矩阵 
T=inv(GiT); 4% 构造 变换 窍 阵 


例 3-54 试 变换 出 下 面 给 出 的 状态 方程 模型 的 Luenberger 标准 型 。 


15 6 -12 9 3 3 
4 14 8 -4 2 2? 
2 一 | 2 4 310 -2?|z 的 + | -2 -| 
9 6 -12 45 3 9 


求解 可 以 先 输入 系统 的 状态 方程 模型 ， 用 luenberger() 函数 建立 起 所 需 变 换 托 阵 ， 
最 终 获 得 系统 的 Luenberger 标准 型 


>> A=[15 ,6,-12,9; 4,14,8,-4; 2,4,10,-2， 9,6,-12,15] ; 
B=[3,3; 2,2; -2,-2; 3,9]j; T=luenberger(A,B) % Luenberger 变 换 阵 
AL1=inv(T)*A*T，B1l=inv(T)*B % 对 系统 进行 变换 ， 即 可 得 出 此 标准 型 


其 数学 表示 形式 为 


Il8 3 6l2 3 0 1 0 00 0 0 
|-48 2 -792 2 -144 30; -57.6 9.6 1 0 

=|48 -2 492 2|，z() 中 轴 0 0 本 入 | 起 十 | 广 训 | .的 
Il8 3 -468 9 0 0;-108 24 0 1 











这 里 不 另行 给 出 Luenberger 可 观测 标准 型 的 变换 抢 阵 算法 ， 因 为 可 观测 
性 问题 与 可 控 性 问题 是 对 偶 的 , 故 到 =inv(luenberger(4: ,C)，) 。 

5. 控制 系统 的 结构 分 解 

对 于 不 完全 可 控 的 系统 , 还 可 以 对 之 进行 可 控 性 阶梯 分 解 ， 即 构造 一 个 状态 
变换 窍 阵 全 ,就 可 以 将 系统 的 状态 方程 (4, 刀 , C, 万 ) 变换 成 如 下 形式 


4 0 0 ~ 全 
4 

该 形式 称 为 系统 的 可 控 阶梯 分 解 形式 ， 这 样 就 可 以 将 系统 的 不 可 控 子 空间 
(4 0, Cs) 和 可 控 子 空间 (4 吾 ,@ ) 直接 分 离 出 来 。 构造 这 样 的 变换 扎 阵 不 是 
简单 的 事 , 但 可 以 借用 MATLAB 中 的 现成 函数 ctrbf () 对 状态 方程 模型 进行 这 
样 的 阶梯 分 解 [4。, B.,C., 且 ]=ctrbf (4,,C) ， 该 函数 就 可 以 自动 生成 相似 
变换 矩阵 五 ,将 原 系 统 模型 直接 变换 成 可 控 性 阶梯 分 解 模型 。 如 果 原 来 系统 的 状 
态 方程 模型 是 完全 可 探 的 , 则 此 分 解 不 必 进 行 。 





3:3 .天 阵 的 大 本 变换 与 分 解 1 
例 3-55 试 求 出 例 3-28 中 给 出 的 不 完全 可 控 系 统 的 可 控 阶 梯形 式 。 
求解 通过 下 面 的 语句 对 之 进行 分 解 ， 即 可 得 出 可 控 性 阶梯 分 解 形 式 
>> A=[-2.2,-0.7,1.5,-1; 0.2,-6.3,6,-1.5;,.，,. 
0.6,-0.9,-2,，-0.5; 1.4,-0.1,-1t1,~3.5] 
B=[6,9; 4,6; 4,4; 8,4Jj; C=[1 2 3 4]: 
[Ac,Bc,Cc,Tc]j=ctrbft(A,B,C) 


得 出 的 可 控 阶 梯 标 准 型 为 
本 U 0 | 记 0 0 
.， -4.638 ; -3.823 -0.5145 -0.127 | 、 0 0 
字 [TD 本 一 -3.637; 0.1827 -3.492 _0.1215 2(R7 钱 2.754 一 2.575 ( 了 


-4.114; 一 1.888 1.275 一 2.685 -11.15 一 11.93 
系统 的 阶梯 标准 型 变换 纸 阵 是 不 惟一 的 ， 用 前 面 介 绍 的 Iluenberger() 函数 也 可 
以 构造 出 可 控 阶 梯 标 准 型 的 变换 婚 阵 的 遂 矮 阵 。 下 面 的 语句 仍然 能 构造 出 变换 答 阵 ， 
得 出 系统 的 可 控 阶 梯形 式 。 
>> T=jinVv(lLuenberger(A,B))，Gcl=ss2ss(ss(A,B,C,0) ,T) 
这 样 可 以 得 出 变换 矩阵 和 阶梯 标准 型 分 别 为 


-0.5 -0.75 2.75 -0.5 0 1 0 
10 .010 0 0 
人 2 6 一 1 4.5 之 夺 1 汪 0 _1o2 _7;_0 1 忌 十 0 1 1 
" |-77 -23.45 70.5 -17.75| : 站 0 全 
2 7 -20 5 


内 =|58 231 49; -27.35 ] zx 


可 观测 性 阶梯 标准 型 可 以 由 obsvf () 函数 直接 求解 ， 也 可 以 由 ctrbf() 项 
数 求解 ， 因 为 可 挖 性 问题 和 可 观测 性 问题 是 对 偶 的 ,所 以 可 以 由 下 面 语 名 求解 
[4; ,人 ,及 。 们 ]=ctrbf(4， 人) , 李 ;) ， 且 了 oo=inv(I :) ? 4.=41， 
6. Lyapunor 和 定理 与 正定 函数 
100 多 年 前 ， 俄 国学 者 Lyapunov 建立 了 一 套 非 线性 系统 稳定 性 判定 的 
方法 。 他 通过 构造 Lyapunov 代数 冰 数 ， 由 其 正定 性 来 定性 判定 系统 的 稳定 
性 。Lyapunorv 定理 是 建立 在 标量 函数 Y(z) 的 正定 、 负 定 定义 下 的 。 若 函数 T(z) 
在 非 零 状 态 夭 0 下 值 恒 为 正 , 即 Y(z) > 0， 则 称 Y(z) 为 正定 函数 , 车 恒 为 负 ， 
则 称 负 定 函数 。 
例 3-56 试 判 定 了 数 了 (zz) = 10zxz1 十 4732 十 23 十 27iz2 一 2x2x3 一 47173 的 正定 性 质 。 
10 1 一 
求解 可 见 该 函数 为 二 次 型 舟 数 ， 可 以 建立 起 其 二 次 型 答 阵 Q = E 4 一 | 
--2 一 1 1 
这 样 就 可 以 通过 讲 定 矩 阵 正 定 的 方式 判定 其 正定 性 质 。 由 于 得 出 的 Cholesky 答 阵 为 
3x 引 的 ,所 以 该 矩阵 是 正定 的 ， 也 就 是 说 ， 原 二 次 型 涵 数 V(z) 是 正定 的 。 
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站 


>> Q=[10 1 -2;) 1 4 -1; -2 -tt 1];i chol(Q) 

Lyapunov 定理 为 : 对 系统 方程 之 = 了 (zz) 及 平衡 点 ft 0) =0 来 说 , 若 存 
在 具有 连续 一 阶 可 导 的 正定 标量 函数 V (4 z)， 其 一 阶 导数 v(Lt z) 为 负 定 的 ， 则 
平衡 点 是 一 致 渐 近 稳定 的 。 当 然 ,这 种 稳定 性 判定 的 难点 在 于 Lyapunorv 函数 的 


构造 。 
Z1 一 一 Z1(Z1 十 22) 十 人 
例 3-57 试 判定 系统 | 人 
淡 2 一 一 水 1 一 To2(Z1 十 Z3) 
求解 可 以 先 构造 出 Lyapunov 函数 Y(z) = z3 二 2z3， 显然 该 函数 是 正定 的 。 该 函数 的 
. 1 T 
全 导数 可 以 写成 陪 (z) 5 上 5- 训 。 函数 的 导数 可 以 由 符号 运算 工具 箱 提供 的 
1 2 
diff() 求 出 ， 故 可 以 由 下 面 语句 求 出 了 (z) 为 
>> SymS X1 X2; V=X1 ”~2+X2”2; f1=-X1*r(X1>2+X2”2)+X2， 
f2=-X1-X2xk(Xl ~2+xX2”2);i qdqV=diff(V,xt)*f1+diff (V,Xx2)x#f2; 
simple(qdV) 
从 而 得 出 VY(z) 二 一 2(2z? 十 Z2)? 忆 0。 故 可 以 得 出 结论 ， 原 系 统 是 渐 近 稳定 的 。 
7. 均衡 实现 与 模型 降 阶 
在 介绍 均衡 实现 之 前 , 先 给 出 一 个 例子 来 演示 均衡 实现 的 必要 性 。 


例 3-58 先 考虑 下 面 的 系统 状态 方程 模型 
1 -6 
图 一 攻 | 图 十 号 v，Y( 区 一 [0105 10-5] 轩 


可 见 ， 召 向 量 中 的 两 个 元 素 与 C 向 量 中 的 相应 元 素 有 极 大 的 差异 ， 若 用 户 选 择 新 的 
状态 变量 zl = 105zl 与 zz = 10-6zo2， 则 可 以 将 原来 的 系统 相似 地 变换 成 


治国 * 罩 "veo=naD 

其 中 新 的 刀 和 C 〇 向 量 中 的 相应 元 素 则 有 了 可 比 的 尺度 ， 从 而 使 得 系统 的 分 析 与 设计 
更 容易 。 因 为 这 里 引入 的 相似 性 变换 重新 定义 了 系统 的 坐标 尺度 ， 使 得 其 更 < 均衡? 

MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 balreal()， 可 以 由 己 知 模型 转换 出 均 
衡 实 现 模型 。 该 函数 的 调用 格式 为 [Ge ,g ,四 ]=balreal(G) ， 其 中 GI 为 原 系 
统 均衡 实现 的 状态 方程 模型 ,而 9g 向 量 为 从 大 到 小 排列 的 Gram 矩阵 元 素 ， 其 大 
小 反映 出 相应 状态 变量 的 重要 程度 。Grain 和 扎 阵 的 详细 定义 在 第 4 章 给 出 。 若 原 
系统 G 由 状态 方程 给 出 , 则 全 矩阵 为 线性 相似 变换 矩阵 。 


在 原点 处 的 稳定 性 。 
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例 3-59 考虑 下 面 的 状态 方程 模型 ， 试 得 出 其 均衡 实现 模型 。 


一 10 一 4.375  --3.125 一 .5 2 

. & U U 0 0 
也 (t) 一 0 9 0 0 2(t) 十 0 2 看) 

U 0 上 0 0 


y(t) = |0.5 0.4375 0.75 0.75| zz 


求解 从 给 出 的 状态 方程 并 不 能 直接 看 出 哪个 状态 在 整个 系统 中 更 重要 ， 所 以 应 该 给 
出 下 面 语句 来 获得 系统 的 均衡 实现 模型 
>> A=[-ti0,-4.375,-3.125,~1.5; 8,0,0,0; 0,2,0,0; 0,0,1,0] ; 
B=[2; 0; 0; 0]; C=[0.5,0.4375,0.75,0.75]; G=ss(A,B,C,0) 
[Gil,g,Tj=balireal(G) 


-0.81996 -0.31463 0.73015 “0.07656 0.92156 
二 0.31463 ”0.44795 3.7879 ”0.23645 2 0.16627 四 
“|073015 -37879 -7109 -13934 -0.42015| 

0.07656 “0.23645 1.3934 -1.6231 0.04307 


y() = 10.92156 0.16627 -0.42015 -0.04307] z(b) 


可 见 ， 显 然 新 状态 zl 比 24 更 重要 。 得 出 的 Gram 向 量 g 和 变换 矩阵 人 为 


0.51787 0.46078 U.51264 0.53047 0.78661 

| 0.030858 -0.083135 =-0.18125 ”一 0.040623 ”0.10147 
0.012415 | | =-0.21007 0.0092529 ”0.02343 -0.021731 
0.00057145 -0.021535 “0.020906 “” -0.02947 ”0.021075 


通过 均衡 实现 ,可 以 得 出 处 理 后 系统 的 可 控 Gram 和 抢 阵 , 根据 该 矩阵 的 值 可 
以 看 出 哪些 状态 重要 ,哪些 是 次 要 的 、 对 全 局 没有 太 大 影响 的 ， 找 到 这 些 状态 ,， 则 
可 以 将 其 忽略 掉 ， 从 而 得 出 所 需 的 降 阶 模型 。 

利用 矩阵 分 块 方法 ,可 以 重新 写 出 原 系统 模型 的 均衡 实现 表示 


1 _ 411 Ai> 尼 1 十 已 
2 421 422| |7z2 


假设 状态 问 量 z。 为 快 时 变 的 模 态 , 则 在 上 很 小 时 就 可 以 近似 地 假设 z。 = 0。 
这 样 可 以 由 式 (3-3-26) 消去 状态 变量 z。， 得 出 的 状态 方程 模型 为 


WU， yy = [IC Ca] | + Du (3-3-26) 


之 














| 21 一 (4 一 4i422 421) Z1 十 (B， 本 412 4 古 2) (3-3-27) 


y= (Ci - Co434a) mi +(D -CABu 
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控制 系统 工具 箱 中 给 出 了 modred() 函数 来 求 取 降 阶 模型 ， 该 函数 的 调用 格 
式 为 G=modred(G,elim) ， 其 中 G 为 均衡 实现 的 原始 模型 ，elim 为 需要 消去 
的 状态 变量 ，C, 为 降 阶 模型 。 

例 3-60 考虑 例 3-59 中 给 出 的 系统 模型 ， 因 为 直接 得 出 均衡 后 模型 的 Gram 向 量 为 
9- = [0.5179,0.0309, 0.0124, 0.0006]。 显 然 ， 第 3, 4 个 状态 变量 对 输入 、 输 出 间 的 关联 
不 是 很 重要 ， 所 以 可 以 考虑 消去 这 两 个 状态 ， 得 出 降 阶 模型 。 调 用 模型 降 阶 函数 ， 则 
>> A=[-10,-4.375,-3.125,-1.5; 8,0,0,0; 0,2,0,0; 0,0,1,0] ; 
B=[2; 0; 0; 0]j; C=[0.5,0.4375,0.75,0.75]; G=ss(A,B,C,0) 
LG1,gE,Tj=balreal(G); Gr=modred(G1,，[3,4] ) ; 


从 而 得 出 降 阶 模型 为 


一 0.74169 一 0.72862 0.857647 


之 一 | 0 7o863 | [| 4 3 = |0.87647 0.40486] z + 0.025974v 


3.4 和 矩阵 方程 的 计算 机 求解 


这 里 所 谓 的 矩阵 方程 既 包 括 线 性 抢 阵 方程 ， 也 包含 矩阵 的 其 他 形式 的 方程 ， 
比如 Lyapunoy 方程 、Stein 方程 、Sylvester 方程 和 Riccati 方程 ， 并 介绍 这 些 方 
程 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 。 


3.4.1 线性 方程 组 的 计算 机 求解 


考虑 下 面 给 出 的 线性 代数 方程 
47r = 吾 (3-4-3]) 
其 中 , 4 和 号 均 为 给 定 和 矩阵 
al CQ .an bp 
4 (3-4-2) 
Grl Qna ，…: 有 bo Drn2 …， bnp 
可 以 由 给 定 的 4 和 吕 和 拢 阵 构造 出 解 的 判定 矩阵 C 
al aa on pb pD2 …，， bp 
CC 


Orml amn2 ann bn pa2 0mp 





3.4 上 短 阵 方 程 的 计算 机 求解 


和 





这 样 可 以 不 加 证 明 地 给 出 线性 方程 组 有 解 的 判定 定理 .1 
中 当 了 三 m, 且 Trank(4) 三 即 时, 式 (3-4-1 有 惟一 解 


z = 4-:! 瑟 (3-4-4) 


用 MATLAB 语言 可 以 立即 得 出 该 方程 的 解 为 z=inv(4)* 咏 。 但 是 inv() 
国 数 的 调用 也 有 值得 注意 之 处 。 例 如 , 若 4 失 阵 为 接近 奇异 的 矩阵 ， 则 利用 此 数 
值 函数 有 可 能 产生 错误 的 结果 ,， 故 应 该 采用 符号 运算 的 inv() 函数 。 
者 采用 符号 运算 工具 箱 , 则 可 以 直接 使 用 inv() 函数 , 如 果 能 得 出 方程 的 解 ， 
则 解 是 惟一 的 ， 如果 出 现 错误 信息 ， 则 再 考虑 其 他 的 情形 。 
1 3 4 二 
之 
了 


例 3-61 求解 线性 代数 方程 组 买 -- 


2 号 
4 3 | 主 了 
1 3 4 3 3| 
4 1 3 2 2 才 
求解 上 述 方程 可 以 用 下 面 的 语 旬 直接 求 出 ， 并 验证 其 精度 。 
>> A=[1234: 432141;1324;)4132]; B=[51;， 42; 3 3 2 4j] ; 
X=inV(A)#B ，DPorm(A*X- 了 ) 


则 可 以 得 出 原 方程 的 数值 解 为 


一 1.8 2.400000000000001 
1.866666666666667 ”一 1.266666666666667 
3.8500000666666668 ”一 3.266666666666668 
一 2.133333333333334 ”2.733333333333334 


将 上 面 的 解 代入 原 方 程 ， 得 出 的 误差 为 7.473&x10- 瑟 ,可 以 看 出 误差 是 很 小 的 ， 达 到 
10-” 数量级。 事实 上， 如果 采 用 zl=inv(sym(4))* 九 符号 运算 语句 将 得 出 精确 的 解 
-9/5 1275 
28/15 19115 
58/15 49115|， 
_32/15 417115 

@ 当 rank(4) = rank(C) =7 < 时 , 式 (3-41) 有 无 穷 多 解 ， 可 以 构造 出 
线性 方程 组 的 ? 一 7 个 化 零 向 量 zi = 12. , 几 一 六 原 方程 组 对 应 的 齐 次 方 
程 组 的 解 公 可 以 由 z; 的 线性 组 合 来 表示 , 即 


:有 一 


为 1 一 由 norm(double(4*rli- 吾 )) 可 见 误 差 为 0。 


L 一 C1 纪 1 十 CQ2 了 2 十 十 (tm 一 了 完 风 一 (3-4-5) 


其 中 , ai = 1.2…… ,人 一 7 为 任意 常数 .在 MATLAB 语言 中 可 以 由 nul11() 下 
接 求 出 ， 其 调用 格式 为 

ZF-nul1(4) 求解 4 矩阵 的 化 零 扎 阵 

=null(4,'r:') 求解 4 和 拖 阵 的 化 零 矩 阵 的 规范 形式 
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nul1() 函数 也 可 以 用 于 符号 变量 描述 方程 的 解析 解 问题 , 其 中 2 的 列 数 为 风 一 r， 
而 各 列 构成 的 向 量 又 称 为 矩阵 4 的 基础 解 系 。 
求解 式 (3-4-1) 中 给 出 的 非 齐 次 方程 组 也 是 较 简 单 的 ， 只 要 能 求 出 该 方程 的 
任意 一 个 特 解 ro， 则 原 非 齐 次 方程 组 的 解 为 z 一 人 十 zo 。 其 实 , 在 MATLAB 
语言 中 求解 该 方程 的 一 个 特 解 并 非 难事 , 用 zo=pinv(4)* 再 即 可 求 出 


1] 2 3 4 1 
|221 1 |3 
例 3-62 求解 线性 代数 方程 组 ”168g|X=|。 
442 2 6 

求解 用 下 面 语句 可 以 输入 4 和 号 给 阵 ,， 并 按 式 (3-4-3) 构造 出 C 天 阵 ， 从 而 判定 和 珑 


阵 方 程 的 可 解 性 。 
>> A=[1234;221141; 2468;4422]; B=[1;3;2:;6]: 
C=[A B]; [rank(A) ，rank(C)] 
通过 检验 秩 的 方法 得 出 和 矩阵 4 和 C' 的 秩 相 同 ， 都 等 于 2， 小 于 矩阵 的 阶 次 4 由 
此 可 以 得 出 结论 ， 原 线性 代数 方程 组 有 无 穷 多 组 解 。 可 以 考虑 利用 符号 运算 工具 箱 求 
解 原 问 题 ， 得 出 方程 组 的 解 术 解 。 
>> Z=null(Sym(A) ) ，X0=Sym(PpinVv(A))*B; syms al a2; 
X=al*yZ(: ,1)+a2+Z(:,2)+Xx0 / 或 更 简单 地 ，x1=x0O+Z*+ [al;a2] 
虽 基 础 解 系 矩阵 QZ 和 特 解 向 量 zo， 从 而 构造 出 通 解 向 量 z。 


]55 125 125 
131 131 2 13 
0 1 96 0 1 396 ， + 96 
10 _ 11 0 131 | “131 
“| -6-7| 二 | 125 | = 和 |-6|+o| -7 上 | 125|= 2 
4 5 一 0 4 5 -10| | 22 一 可 
_39 _39 39 
一 一 4 ja -一 
131 131 oa2 一 31 


其 中 al,a2 为 任意 常数 。 

@ 若 rank(4) < rank(C), 则 式 (3-4-1) 为 矛盾 方程 , 这 时 只 能 利用 Moore- 
Penrose 三 义 逆 求解 出 方程 的 最 小 二 乘 解 为 z=pinv(4)* 互 ， 该 解 不 满足 原 方 
程 ， 只 能 使 误差 的 范 数 测度 | 4z - 吾 || 取 最 小 值 。 

例 3-63 如 果 妃 答 阵 改 成 妃 = [1,2,3,4T， 则 通过 求解 可 见 

>> B=[1:4]:; C=[A B]i [Irank(A)，rank(C)] 
这 样 ，rank(4) = 2 关 rank(C) = 3， 故 原始 方程 是 矛盾 方程 ， 不 存在 任何 解 。 可 以 使 
用 Pinv() 通 数 来 取 Moore-Penrose 广义 北 ， 从 而 求 出 原始 方程 的 最 小 二 乘 解 为 


>> X=PinV(AJ)*B ，A+x-B 
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本 


方程 的 解 和 误差 分 别 为 


0.5465648855 0.4 
0.4549618321 、， 、，|8.8818x10-16 
z = | 0.04427480916 | ， 误 老 纸 阵 为 _0.2 
一 0.04732824427 1.7764x10- 巧 
显然 ， 该 解 不 满足 原始 代 教 方程 组 。 
如 果 线 性 方程 为 
zz4 一 已 (3-4-6) 
则 可 以 对 上 式 两 端 进行 转 置 处 理 ， 得 出 
4TIz 一 吾 : (3-4 -7) 


式 中 , z = 2 ， 亦 即 可 以 得 出 形 为 式 (3-4-]) 的 新 线性 方程 , 套用 上 述 的 几 种 情况 
则 可 以 求解 原始 线性 方程 组 。 


3.4.2 Lyapunor 方程 的 计算 机 求解 


1. 连续 Lyapunorv 方程 
连续 Lvapunor 方程 可 以 表示 成 


4X+X4T=-C (3-4-8) 


Lyapunoyv 方程 来 源 于 微分 方程 稳定 性 理论 ， 其 中 要 求 -C 为 对 称 正定 的 
?2 X 刀 上 矩阵 ,从 而 可 以 证 明 解 素 亦 为 由 xx 宛 对 称 算 阵 。 这 类 方程 直接 求解 是 很 困 
难 的 , 不 过 有 了 MATLAB 这 样 的 计算 机 数学 语言 ,求解 这 样 的 问题 就 轻而易举 
了 。 可 以 由 控制 系统 工具 箱 中 提供 的 1yap() 函数 立即 得 出 方程 的 解 ， 该 函数 的 
调用 格式 为 =1yap(4,C) ， 所 以 若 给 出 Lyapunorv 方程 中 的 4 和 CC,， 则 可 以 
立即 获得 相应 Lyapunory 方程 的 数值 解 。 下 面 将 通过 例子 演示 一 般 Lyapunov 方 
程 的 求解 。 
例 3-64 假设 式 (3-4-8) 中 的 4 和 C 天 阵 分 别 为 


2 1 1]0 5 4 
01，L= 一 15 6 7 了 
4 7 9 


9 
3 
试 求解 相应 的 Lyapunov 方程 ， 并 验证 解 的 精度 。 
求解 给 入 了 给 定 的 和 矩阵， 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 求 出 该 方程 的 解 。 
>> A=[123;456;780]; C=-[10，5，4:; 5，6，7，4，7，9],， 
X=Lyap(A,C) ，Dnorm(A+X+X+AI+C) 


4 








( 


an 
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可 以 得 出 原 方程 的 数值 解 为 


一 3.94444444444445 ”3.88888888888889 0.388888888888891 
环 一 | 3.88888888888889 ”一 2.77777777777778 “0.222222222222221 
0.388888888888891 ”0.222222222222221 一 0.111111111113112 


误差 矩阵 的 范 数 为 2.0934x10- 到 。 可 见 ， 得 出 的 方程 解 羽 基本 满足 原 方程 ， 且 有 较 高 
精度 。 当 然 ， 后 面 还 将 给 出 解析 解 求 解 方法 。 


2. Lyapunorv 方程 的 解析 解 
为 方便 叙述 ,可 以 将 Lyapunor 方程 的 各 个 矩阵 参数 表示 为 


必 1 必 2 0 必 C] C2 "，， Cr 
必 mn 十 1 灾 rm 十 2 2 Cr 十 1 Crmm 十 2 CC 
心 (rm+l 炎 (r1)m+T2 ” 炎 mnm C(m 和 1)m+1 Ci)m+2 ”Cnm 


利用 Kronecker 乘积 的 表示 方法 ,可 以 将 Lyapunor 方程 写成 
(4e@T+HTeA4z= -ce (3-4.9) 


可 见 , 这 样 的 方程 有 惟一 解 的 条 件 并 不 局 限于 -C 为 对 称 正 定 矩 阵 ， 形 如 式 

(3-4-8) 的 方程 只 要 满足 (4Q@T+TG@A) 为 非 奇 异 的 方 阵 即 可 保证 惟一 解 。 

例 3-65 仍 考虑 例 3-64 中 给 出 的 Lyapunor 方程 ， 试 求 出 其 解析 解 。 

求解 由 下 面 的 语句 可 以 求 出 其 解析 解 ， 将 其 解 代 入 原 方程 可 以 验证 这 一 点 。 

>> AO=Sym(kron(A,eye(3) )+Kron(eye(3) ,A) ) ; 
c=Teshapek(C: ,9,1); X0O=-inv(AO)*+*c;i X=Teshape(x0,3,3)， 

-71/18 35/9 7/18 
35/9 ”一 25/9 2/9 
7 了 /18 2/9 -1/9 

例 3-66 传统 Lyapunov 方程 的 条 件 (C 为 实 对 称 正 定 矩 阵 ) 能 否 突破 ? 

求解 受 微分 方程 稳定 性 影响 ， 以 前 的 传统 观念 似乎 Lyapunov 类 方程 有 惧 一 解 的 充 

分 必要 条 件 是 --C 纸 阵 为 实 对 称 正 定 甜 阵 。 事 实 上 ， 式 (3-4-12) 中 给 出 的 线性 给 阵 方 

程 在 不 满足 该 条 件 的 情况 下 仍 有 惟一 解 。 例 如 ， 例 3-64 中 给 出 的 4 算 阵 不 变 ， 将 C 

短 阵 改 为 复数 非 对 称 和 矩阵 


可 以 得 出 方程 的 解析 解 为 了 三 


心 








C= 一 |2+5 6 11+6j 


5 二 2j 11 十 j 2 二 12j 





1 二 1 3+3j | 


用 上 述 方法 可 以 输入 4 和 C 〇 论 阵 ， 可 以 立即 解 出 满足 该 方程 的 复数 解 为 
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>> A=[123;456; 7 了 780]; 
C=-[1+11，3+31，12+10i; 2+51，6，1til1+6i;i 5+21，11+11，2+121] ; 
AO=Sym(Ckron(A ,eye(3))+KIon(eye(3) ,AI)) 1; 
c=reshape(C: ,9,1); x0=-inv(AO)*Cc; X=TreshapeCx0,3,3)) 
可 以 得 出 方程 的 解析 解 为 


-5/102 十 1457/918j 15/17 一 371/459j 一 61/306 + 1661459j 
z 二 | 4/17-626/459j -10/51 + 160/459j 115/153 十 607/1459j 
-55/306 + 166/459j 一 26/153 -- 209/459j ”203/1153 十 719/918j 


经 验证 ， 得 出 的 解 确实 满足 原始 的 Lyapunov 方程 。 故 可 以 得 出 结论 ， 如 果 不 考 
虑 Lyapunorv 方程 稳定 性 的 物理 意义 和 Lyapuliov 函数 为 能 量 的 物理 原型 ， 完 全 可 以 
将 Lyapunorv 方程 进一步 扩展 成 能 处 理 任意 C 敌阵 的 情形 。 


3.4.3 _ Stein 方程 的 求解 
Steia 方程 的 一 般 形 式 为 
4X-X+Q=0 (3-4_10) 


这 里 , 所 有 的 和 矩阵 均 应 该 是 mx 7 方 阵 。 类 似 于 前 面 的 介绍 , 令 瑟 矩阵 的 向 量 展 
开 为 ,QQ 矩阵 的 向 量 展 开 为 g9， 则 Stein 方程 可 以 由 下 面 的 线性 方程 直接 解 出 。 


(Ron Bre4jz=a (3-4_.11) 


例 3-67 试 求解 Stein 方程 。 
-2 2 1 














求解 由 下 面 的 语 旬 可 以 直接 求解 该 方程 
>> A=[-2,2,1; -1,0,-1; 1,-1,2];， B=[-2,-t,2; 1,3,0; 3,-2 ,2]; 
Q=[0,-1,0; -1,1,0; 1,-1,- 切 ; Xx=inv(eye(9)-kron(B，,A))*Q(:) 
X=Teshape(x,3,3) ，norm( 及 Xx 了 一 X+ 间 ) 
区 芝 0.0081889 ”一 0.16998 
可 以 得 出 方程 的 解 为 大 = |-0.02771 0.0094891 -0.18375 | 。 代 回 原 方程 可 得 误 
0.21942 ”0.28077 -0.045524 
差 瞪 阵 范 数 为 6.9774x10-16。 
作为 Stein 方程 的 一 个 特例 , 控制 系统 中 采用 的 离散 Lyapunorv 方程 的 一 般 
表示 形式 为 





4X4I-X+Q=0 (3-4-12) 
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站 


在 Stein 方程 中 令 已 = 4 就 可 以 得 出 离散 Lyapunorv 方程 。 该 方程 可 以 
由 MATLAB 控制 系统 工具 箱 的 alyap() 函数 直接 求解 。 该 函数 的 调用 格式 
为 和 =dqlyap(4,Q)， 其 实 , 如 果 4 矩阵 是 非 奇 异 和 矩阵， 则 等 式 两 端 同 时 右 乘 
(41I)-， 就 可 以 将 其 变换 成 连续 的 Sylvester 方程 ,可 以 用 第 3.4.4 节 给 出 的 算法 
求解 其 解析 解 。 


例 3-68 求解 下 面 的 离散 Lyapunorv 方程 
8 1 6 8 1 6 16 4 1 
3 5 7|XI35 7 -X+|l9 3 1 =0 
4 9 2 4 9 2? 4 2 1 
求解 该 方程 可 以 直接 用 dlyap() 方程 求解 出 来 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; Q=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1]; 
X=dlyap(A,QR) ，Dnorm(A*Xk*A 2-X+Q) 4 精度 验证 
方程 的 解 如 下 ， 且 方程 解 的 误差 为 2.7778x10-15。 
-0.164744254744667 “0.0691496225433971 | 








0.0528428990760884 “一 0.0297849627662817 ”一 0.00615417767725561 
一 0.1019783641208 0.0449589914281342 ”一 0.0305406582654483 


大 一 





3.4.4 _ Sylvester 方程 的 计算 机 求解 
Sylvester 方程 的 一 般 形 式 为 
4 和 + _C (3-4_13) 


其 中 , 4 为 x 于 和 拖 阵 , 吾 为 mm xm 和气 阵 ,C 和 天 均 为 风 x 和 和 矩阵。 该 方程 
义 称 为 广义 的 Lyapunoyv 方程 , 式 中 4 为 xm 和 矩阵, 吾 为 mx 和 mn 矩阵 。 仍 可 
以 利用 MATLAB 控制 系统 工具 箱 中 的 1yap() 函数 直接 求解 该 方程 。 该 函数 的 
一 般 调 用 格式 为 ”下 =1yap(4， 召 ，C) ， 该 函数 采用 的 是 Schur 分 解 的 数值 解 
法 求解 方程 。 如 果 想 得 到 解析 解 ， 类 似 于 前 述 的 一 般 Lyapunov 方程 ， 可 以 采用 
Kronecker 乘积 的 形式 将 原始 方程 进行 如 下 变换 ; 


(4g8 天 二 五 马 已 )z=c (3-4-14) 


如 果 (4@ 关 十 五 @ 万 IT) 矩阵 为 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 Syjvester 方程 有 惟一 解 。 
综合 上 述 的 算法 ， 可 以 编写 出 Sylvester 型 方程 的 解析 解 求解 程序 lyap.m， 
将 其 置 于 esym 目录 下 ， 以 后 再 求解 时 只 需 将 4, 妃 ，C 矩阵 之 一 设置 成 符号 恋 
量 ， 就 可 以 直接 调用 该 函数 了 。 这 样 改写 的 函数 清单 为 
function X=1Iyap(A,B,C) % 注意 应 该 置 于 G@sym 目录 下 
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if narglin==2，C=B; B=A -ji end 
[mn,m=size(C); AO=kron(A,eye(m))+kron(eye(n) ,B7) ; 


try 
C1=C:; X0=-inVv(AO)*C1(:); X=Teshape(x0,m,nD) ; 


catch，error(:Singular matrix found.:)，end 
重新 考虑 Stein 方程 ,如 果 方 程 右 屠 召 一 , 则 方程 可 以 变换 为 
4X 十 大 ( 一 盏 )- = 一 QG(B) 一 (3-4-15) 
故 可 以 将 该 方程 变换 成 Sylvester 方程 , 由 前 面 介 绍 的 方法 直接 求解 。 类 似 地 ,， 考 
起 式 (3-4-12) 中 给 出 的 离散 Lyapunory 方程 , 两 端 同时 右 乘 (47T)-:, 则 原来 的 离 
散 Lyapunov 方程 可 以 变换 成 
4 有 二 大--( 4 有 =--Q(L4D) (3-4-16) 
放 令 已 = -(4) CC = QQ) ， 则 可 以 将 其 变换 成 式 (3-4-13) 所 示 的 
Syjlvester 方程 ， 故 也 可 以 通过 新 的 1yap() 函数 求解 该 方程 。 该 函数 的 具体 调用 
格式 为 
及 =Jyap(sym(4) ,C) % 连续 Lyapunor 方程 
入 =1yap(sym(4) ,-inv( 吾 ) ,QQ*rinv( 瑟 )) Y Stein 方程 
入 =Iyap(sym(4),-inv(4:),Qxrinv(4:)) 7 离散 Lyapunorv 方程 
天 =1yap(symn(4) ,已 ,C) % Sylvester 方程 


8 1 46 1l16 4 1 1 2 3 
例 3-69 求解 Sylvester 方程 |3 5 7| 和 + 是 |9 3 1 =|45 6|. 
4 9 2 4 2 1 7 8 0 








求解 调用 1yap() 函数 可 以 立即 得 出 原 方程 的 数值 解 为 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1]; 
C=-[t,2,3; 4,5,6; 7,8,0]; X=Jyap(A,B,C) ，norm(A+X+Xk#kB+C) 
可 以 得 出 方程 的 解 为 
0.074871873700251 “0.089913433762636 3 
0.00807164473631289 0.481441768049986 ”一 0.216033912855526 
0.0195770826298445 “0.18264382872543 1.15792143917653 
其 误差 为 4.5315x10-…。 经 检验 可 见 该 解 精 度 较 高 。 如 果 想 获得 原 方 程 的 解析 解 ， 则 
可 以 使 用 下 面 的 语 揣 ， 并 可 验证 得 出 的 解 确实 满足 原始 方程 。 
>> X=1Lyap(sym(A) ,B,C) 
方程 的 解析 解 为 
ER 648107/17208122 | 
大 一 


用 一 





290907/36040610 3470291/17208122 一 3892997/18020305 
70557/3604061 13165197/7208122 8346439/17208122 
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例 3-70 重新 考虑 例 3-67 和 例 3-68 中 给 出 的 Stein 方程 和 离散 Lyaptnov 方程 ， 试 求 
取 其 解析 解 。 
求解 这 两 个 方程 可 以 通过 下 面 的 语句 求解 出 解析 解 。 
>> A=[-2,2,1; -1,0,-1; 1,-1,2];，， B=[-2,-1,2:; 1,3,0;， 3,-2,2] ; 
Q=[0,-1,0; -1,1,0; 1,-1,-1] ;Xi=lIyap(sym(A) ,-inv(B) ,Qxinv(B) ) 
A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; Q=[16,4,1; 9,3,1; 4,2,1]: 
X2=1yap(sym(A) ,-inav(A') ,Q*inv(A')) ，Dnhorm(doub1le(Ax*x*A):-Xx+Q) ) 
方程 的 解 为 


-2613/94298 ”2237/235745 “一 43319/235745 


4147/47149 “3861/471490 “一 40071/235745 
及 1 一 
20691/94298 ”66191/235745 “一 10732 /235745 


疏 2 一 | 36746487/695391200 “” -20712201/695391200 -4279561/695391200 


一 70914857/695391200 ”31264087/695391200 一 4247541/139078240 
例 3-71 求解 下 面 的 Sylvester 方程 。 





一 22912341/139078240 “48086039/695391200 ao 





求解 Sylvester 方程 能 解决 的 问题 中 并 未 要 求 C 纸 阵 为 方 阵 ， 利 用 上 面 的 语句 仍然 能 
求 出 此 方程 的 解析 解 ， 这 里 还 可 以 尝试 上 面 编写 的 Lyapunov 方程 解析 解 求 解 的 新 函 
数 1yap()， 可 以 直接 求解 上 述 的 方程 。 
>> A=[8,1,6; 3,5,7; 4,9,2]; B=[2,3; 4,5];，C=-[1,2; 3,4; 5,6]， 
X=Jyap(sym(A) ,B,C) 
一 2853/14186 ES 


得 出 方程 的 解 为 大 = | -557/14186 ”8817/156744 


9119/14186 50879/156744 





3.4.5 Riccati 方程 的 计算 机 求解 
Riccati 方程 是 一 类 很 著名 的 二 次 型 矩阵 方程 式 ,， 其 一 般 形 式 为 
4TX 十 X4-XPDPX+C=0 (3-4-17) 


由 于 含有 未 知 和 矩阵 环 的 二 次 项 , 所 以 Riccati 方程 的 求解 要 比 Lyapunov 方 
杏 更 难 。 当 前 不 存在 一 般 Riccati 代数 方程 的 解析 解 方法 ， 只 有 各 种 数值 方法 ， 
如 基于 Schur 变换 的 算法 上 9 和 基于 矩阵 广义 特征 值 的 算法 [4。MATLAB 的 控 





3.4 天 阵 方程 的 计算 机 求解 


站 


制 系统 工具 箱 基 于 后 者 提供 了 现成 图 数 are()， 可 以 直接 求解 式 (3-4-17) 中 给 
出 的 方程 ， 瑟 =are(4 ,已 ,C) 。 值 得 指出 的 是 ， 线 性 系统 最 优 二 次 型 控制 中 的 
Riccati 方程 实际 上 是 这 里 能 求解 的 Riccati 方程 的 一 个 特例 ,因为 are() 函数 还 
能 求解 召 和 C 矩阵 不 对 称 ， 甚 至 是 复数 矩阵 的 Riccati 方程 。 控 制 系统 工具 箱 中 
care() 函数 甚至 可 以 求解 更 难 求解 的 Riccati 方程 2 


4T 古 五 十 百 [ 和 4 十 ( 百 夺 万 +S) 有 (DBIXEH+TSIDI+Q=0 (3-418) 


这 时 ， 函 数 求解 语句 为 [ 妃 , 研 ,GC]=care(4, 万 ,Q, 民 ,9, 歼 ) 。 
例 3-72 考虑 式 (3-4-17) 中 给 出 的 Riccati 方程 ， 其 中 


-2 1 一 3 2 2 一 2 0 一 4 4 
4=|-1 0 -2 :万 =|-15 -2|，C=|1 0 4 
0 一 1 一 2 -1 1 2 1 一 1 5 

















斌 求 出 该 方程 的 数值 解 ， 并 验证 解 的 正确 性 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语 名 直接 求解 该 方程 。 
>> A=[-2,1f,-3; -1,0,-2; 0,-1,-2]; B=[2,2,-2; -15 -2; -1 1 2]; 
C=[5 -44; 104; 1 -15]; X=are(A,B,C) ，DnorI(A :水 义 十 X 本 太一 又 水 耻 X+C 1) 
方程 的 解 如 下 ， 解 的 误差 为 1.8605x10-134。 


0.98734949085 一 0.79834276969 | 


入 三 | 0.5774056496 -0.1307923365 “0.5775477684 


一 0.2840450002 -0.07303697833 0.6924114883 





3.4.6 ”起 阵 方程 求解 在 控制 中 的 应 用 


托 阵 方程 求解 在 控制 中 有 广泛 的 应 用 , 例如 ,基于 Lyapunorv 方程 的 求解 可 
以 得 出 控制 系统 的 可 控 性 、 可 观测 性 Granl 矩阵 ， 对 系统 的 性 质 有 更 进一步 的 理 
解 ， 系统 范 数 的 计算 可 以 为 求解 鲁 棒 控 制 问题 商定 基础 ; 采用 Riccati 方程 可 以 得 
出 满足 线性 二 次 型 指标 的 最 优 调节 器 。 此 外 , 线性 系统 辨识 问题 可 以 利用 线性 超 
定 方程 的 最 小 二 乘法 求解 ,这 部 分 内 容 将 在 第 6 章 中 另行 介绍 。 

1. 控制 系统 的 可 控 与 可 观测 Gram 和 矩阵 

系统 (4, 瑟 ,CC 万 ) 的 可 控 性 和 可 观测 性 Gram 和 抢 阵 分 别 定义 如 下 


了 二 | e4t 吾 再 Te4 :dt， 工 ,= | e4 CTCe4tdt (3-4-19) 


姓 和 


系统 的 Gram 和 矩阵 实际 上 就 是 下 面 Lyapunaorv 方程 的 解 ,所 以 由 1yap() 直接 计 
算出 这 两 个 Gram 矩阵 


47. 二 工 -4 = 一 瑟瑟 II，4LI75.+T 4= -CITC (3-4-20) 


本 本 浊音 
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由 gram() 函数 也 可 以 计算 Gram 矩阵 : gram(CGc:)，gram(C ,oo:) 。 
2. 控制 系统 的 最 小 实现 
对 传递 函数 模型 来 说 ， 如 果 其 相同 位 置 的 零 极 点 完全 对 消 ， 则 称 为 最 小 实现 
模型 。 最 小 实现 的 状态 空间 模型 则 是 系统 的 既 可 控 又 可 观测 的 子 空间 模型 。 
求 取 系统 的 最 小 实现 可 以 按照 以 下 的 3 个 步骤 。 
Gd 求 出 可 以 将 状态 变量 分 解 成 可 控 、 不 可 控 子 空间 的 相似 性 变换 矩阵 下 -1 


4.=T-14 开 = 由 1 ,五 .=T-I 互 = E C.=CT=|CC 





人 21 4 C 
(3-4-21 
@ 求 出 可 以 将 可 控 子 空间 (4。, 瑟 .,C.) 分 解 成 可 观测 子 空 间 和 不 可 观测 子 
空间 的 相似 性 变换 托 阵 瑟 
4.。= 人 -14. 丰 = 人 人 ) 甩 。=T 代 18B.= 闭 ) CC =C 丰 = [ CC- | 
0 4.。 co 
(3-4-22) 


加 和 沾 一 个 7T-1 4 rankf 人 ] 0 
然后 构造 Me 人 | ， 却 -| 
轩 构造 出 相似 性 变换 矩阵 了 -1 = 全 17 1, 这 样 得 出 的 系统 (全 . 。 声 。G. 

即 为 原 系统 的 最 小 实现 形式 。 在 这 样 的 相似 变换 矩阵 下 下 ,整个 系统 的 规 





范 形 式 可 以 写成 
8 0 | | 本 
之 一 | 全 4 4.u 之 十 已 sa 也 ) y=| C。 0 C.。| z+Du 
421 全 人 
0 4.。 忆 .。 
(3-4-23) 
例 3-73 求 出 下 面 状态 方程 模型 的 最 小 实现 。 
-5 8 0 0 了 
. -4 7 0 0 一 2 
z=|000 dz+|， =|2 -2 一 22p 
0 0 -2 6 ] 


求解 可 以 由 下 面 的 MATLAB 语句 实现 上 面 3 个 步骤 ， 得 出 系统 的 最 小 实现 模型 
>> A=[L-5,8,0,0; -4,7,0,0; 0,0,0 ,4; 0,0,-2,6] ; 
B=[4;-2;2;1] ; C=[2,-2,-2,2] ; D=0; [Ac,Bc,Cc,Tc]j=ctrbf(A,B,C) : 
Acl=Ac(2:4,2:4); Bct=Bc(2:4); Ccl=Ccc(2:4) ， 
[Ao ,Bo ,Co,To]j=obsvf (Ac1 ,Bcl,Ccc1) ， AT=Aok2:3,2:3); Br=Bo(2:3) ， 
Cr=Co(2:3); GTr=ssS(Ar ,Br,Cr,D) ，Grl=zpk(Gr) 
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本 


这 样 可 以 得 出 最 小 实现 及 其 替 极 点 模型 为 


，_ [17273 0.86244 | ，，[3.4112] ， 
“|0.86244 一 0.72727 3371 ”Gu = 二 2 一 2 


y = [0, 一 2.9665]z (一 2)(s 十 了 


3. 线性 系统 的 范 数 求解 
我 们 知道 , 矩阵 范 数 可 以 用 一 个 值 来 描述 -个 矩阵 的 “大 小 ”. 线性 系统 也 有 
目 己 的 范 数 ,系统 的 范 数 是 系统 的 一 种 测度 ; 


四 ?fa 范 数 的 定义 为 
亲人 
ieokh= 三 Gapa (3-4-24) 


1 范 数 实际 上 是 当 输 入 信号 为 脉冲 时 , 输出 信号 的 平方 积分 的 平方 根 ， 对 
随机 信号 来 说 ,7?t2 范 数 是 在 白 噪 声 信号 激励 下 输出 信号 的 均 方 根 。 

定义 矩阵 天 为 系统 的 可 控 Gram 矩阵， 系统 的 ft。 范 数 可 以 由 下 式 直 接 
求 出 |Gll: = tr(CZEC )。 采 用 底层 MATLAB 语句 ， 则 由 下 面 语 句 求解 
也 =gramGC，,:c)I); 9=trace(C+ 克 * 人 C 〇 :) 。 


四 1 范 数 的 定义 为 





Mb 





Cr 、 =- St] -4 
CCs 川 SpO (3-4-25) 
ut 和 (分 别 为 系统 的 输入 和 输出 信和 号, 若 系 统 稳定 ， 则 系统 的 
= 范 数 可 以 由 下 式 求 出 
Cs 川 < =sup1CGo) (3-4-26 


从 却 子 中 可 以 看 出 , 好 范 数 实际 上 是 频 域 响应 幅 值 的 峰值 。 系 统 的 11_ 
范 数 没有 直接 的 解析 方法 ， 只 能 通过 数值 方法 求解 。 对 给 定 一 个 正 数 
7 > 0,， 当 且 仅 当 Hamilton 托 阵 


| 4+ 瑟 玉 DTIC 一 忆 民 -1BT 3_1 on 
CITE+DRE-IDTIC -(4+ 万 民 -IDITCIT (3 全 27) 


没有 纯 虚 数 的 特征 值 , 不 等 式 ||G|l。 < 7 成 立 , 其 中 玉 = 372 一 DID > 
0。 我 们 可 以 使 用 数值 最 优化 算法 来 求解 7 参数 最 大 值 ， 比 如 简单 的 二 分 
算法 。 
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利用 MATLAB 语言 的 控制 系统 工具 箱 的 norm() 函数 ， 可 以 更 容易 地 求 出 
系统 G 的 TH。 和 1 范 数 : norm(CG) ，norm(G inf:) 。 
4. 线性 二 次 型 最 优 控制 器 与 调节 器 设计 
假设 线性 系统 的 状态 方程 模型 为 


| (二 4zfb 十 五 


(3-4-28) 
2 四 三 CD 十 Du 


可 以 引入 最 优 控制 的 性 能 指标 , 即 设计 一 个 输入 量 ( 雪 ,使 得 


了 = 2T(tt)Sz(t 十 5 | TDQtDz( 十 waT(OR(bu 人 | dt (3-4-29) 


为 最 小 , 其 中 人 和 玲 分别 为 对 状态 变量 和 输入 变量 的 加 权 筷 阵 , 二 为 控制 作用 的 
终止 时 间 。 算 阵 8 对 控制 系统 的 终 值 也 给 出 某 种 约束 ,这 样 的 控制 问题 称 为 线性 
二 次 型 (linear quadqratic,，LQ) 最 优 控制 问题 。 

由 线性 二 次 型 最 优 控制 理论 :211 可知, 若 想 最 小 化 J， 则 控制 信号 应 该 为 


(1 一 一 尼 一 瑟 (雪人 (3-4-30) 
其 中 , 书 ( 伯 ) 为 对 称 和 矩阵 ， 该 矩阵 满足 下 面 著 名 的 Riccati 微分 方程 
PP 由 = -4TIPI 昌 -PPOD4+POOBR-IBIPD-Q (3-4-31) 


卫 ( 定 阵 的 终 值 为 忆 (#) = 83。 可 见 ， 最 优 控制 信号 将 取决 于 状态 变量 z(tb) 与 
Riccati 微分 方程 的 解 已 ( 伯 。 

可 以 看 出 ，Riccati 微分 方程 求解 是 很 困难 的 ， 而 基于 该 方程 解 的 控制 器 的 实 
现 克 更 困难 ,所 以 这 里 只 考虑 稳 态 问题 这 样 的 简单 情况 。 在 稳 态 的 情况 下 ,终止 
时 间 假 定 为 去 一 oo, 这样 会 使 得 系统 的 状态 渐 近 地 趋 于 0。Riccati 微分 方程 的 
解 矩 阵 三 ( 电 将 趋 于 常数 矩阵 ， 使 得 王 ( 昌 = 0。 在 这 种 情况 下 ，Riccati 微分 方程 
将 简化 成 

4 了 +P4-PBR-IBIP+Q=0 (3-4-32) 

该 方程 经 常 称 作 Riccati 代数 方程 ,相应 的 控制 问题 称 为 线性 二 次 型 最 优 调 
节 问 题 (LQ regulators, LQR)。 假 设 巡 人 = - 玫 z(， 其 中 政 = 尽 -1BTP, 则 
可 以 得 出 在 状态 反馈 下 的 闭环 系统 的 状态 方程 为 (4 -- 瑟 瓦 , 矶 ,C -- 万 天 ,万 )。 

Riccati 代数 方程 的 求解 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 取 

忆 =are(4, 玉 +kinv( 玉 )* 已 :,@);i 下 =inv( 玉 )*#* 万 :+* 

状态 反馈 矩阵 下 和 代数 Riccati 方程 的 解 矩 阵 已 也 可 以 由 控制 系统 工具 箱 

的 1qr() 函数 直接 求 出 : [天 ,P]=1qr(4, 万 ,Q , 忆 ) 。 
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和 


例 3-74 假设 连续 系统 的 状态 方程 模型 参数 为 


2 0 4 1 2 1 2 
1 -2 -4 0 1 0 1 
4=-|1 4 302. =|00 
2 -2 2 3 3 0 0 
1 4 6 2 1 0 0 


选择 加 权 和 天 阵 Q = diag(1000,0, 1000, 500,500), 尽 = 五 , 则 可 以 通过 下 面 的 语 自 直接 
设计 出 系统 的 状态 反馈 和 天 阵 和 Riccati 方程 的 解 为 
>> A=[2,0,4,1,2; 1,-2,-4,0,1; 1,4,3,0,2; 2,-2,2,3,3; 1,4,6,2,1]; 
B=[1,2; 0,1; 0,0; 0,0; 0,0]; 4 状态 方程 
R=diag([1000 0 1000 500 500]);， R=eye(2); 加 权 短 阵 输入 
[K,P]=lqdr(A,B,QR,R) 状态 反馈 给 阵 和 Riccati 方程 的 解 


这 样 可 以 直接 得 出 状态 反馈 甜 阵 页 与 Riccati 方程 的 解 给 阵 为 


21.978 “24.09 21.978 -19.867 -17.195 15.978 一 7.1739 
一 19.867 27.463 -19.867 67.198 117.33 43.975 81.874 
天 -一 |-17.195 82.937| ， 王 = |-17.195 117.33 503.52 345.84 237.17 
15.978 “75.931 15.978 ”43.975 345.84 661.53 379.92 
一 7.1739 67.526 -7.1739 81.874 237.17 379.92 374 


在 该 状态 反馈 下 ， 可 以 由 eig(4-B* 开 ) 语 折 直接 得 出 闭环 系统 的 极点 为 
-70.9010, -5.9113,， -2.1770, -5.8155 士 j6.2961。 
5. 离散 系统 的 二 次 型 最 优 控制 
对 离散 系统 来 说 ,二 次 型 性 能 指标 可 以 写成 
_ ] 一 工 下 
J= 了 > = (FJ)Qz( 昌 十 了 (DRu(R)| (3-4_33) 


其 相应 的 动态 Riccati 方程 为 ? 
S(E) = FT SU TD-SK+TDGRE-IGTS(E 上 1 下 +TQ (3-434) 
其 中 SNV)=Q，N 为 终止 时 刻 , 且 (五 ,G) 为 离散 状态 方程 矩阵 。 对 二 次 型 最 优 
调节 问题 来 说 ，S 为 常数 矩阵 ,， 这样 离 散 Riccati 代数 方程 为 
S = FT 15 -SGR-: GT3| 严 二 Q (3-4_35) 
这 时 控制 律 为 | 
玉 = 忌 十 GrSG| 感 TS 开 (3-4_36) 


离散 系统 的 代数 Riccati 方程 可 以 由 dare() 函数 求解 ， 控制 律 玉 可 以 由 
dlqr() 函数 求解 ,其 调用 格式 为 [ 慌 ,S]=dlqr( 正 ,GQ , 民 ) 。 
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二 


3.5 “ 非 线 性 运算 与 卸 阵 函数 求 值 


3.5.1 面向 矩阵 元 素 的 非 线性 运算 


MATLAB 提供 了 大 量 函数 ， 允 许 用 户 对 拢 阵 进行 处 理 , 前 面 介绍 的 主要 是 
矩阵 的 线性 变换 ， 本 节 将 介绍 如 何 对 矩阵 进行 非 线性 运算 。 

事实 上 , MATLAB 提供 了 两 类 函数 ,其 中 一 类 是 对 矩阵 的 各 个 元 素 进行 单 
独 运算 的 ， 而 另 一 类 是 对 整个 矩阵 进行 运算 的 。 表 3-1 中 列 出 各 种 对 拖 阵 的 各 个 
元 素 单独 进行 非 线性 运算 的 函数 , 它们 的 调用 方法 是 很 显然 的 ， 其 标准 调用 格式 
为 “ 互 = 函 数 名 (4) ， 例 如 妃 =sin( 4)。 


表 3-1 面 癌 和 矩阵 元 素 的 非 线 性 函数 表 
















abs() 求 模 (绝对 值 ) 函数 asin()，acos()，atan() | 反正 弦 、 余 驴 、 正 切 范 数 













sqrt() 求 平 方 根 闲 数 log() ，1log10() 自然 和 常用 对 数 
exPp() 指数 函数 real() ，imag()，conj() | 求实 庶 部 及 共 斩 复 数 
sin(),cos() ,tan() | 正弦、 余弦 、 正 切 函 数 | round() ,floor() ,ceil() | 取 整 数 函数 





3.5.2 ”一 般 和 矩阵 函数 求 值 


面 癌 窍 阵 的 非 线性 运算 有 着 广泛 的 应 用 前 景 ， 例 如 求 取 某 个 矩阵 的 指数 可 以 
直接 应 用 于 将 连续 状态 方程 模型 变换 成 离散 状态 方程 模型 的 转换 过 程 。 本 节 将 介 
绍 扎 阵 指 数 函 数 的 运算 方法 ,并 以 此 为 基础 介绍 矩阵 三 角 函 数 求解 的 方法 。 本 节 
还 将 给 出 通过 Jordan 变换 求解 一 般 和 矩阵 函数 的 算法 及 其 MATLAB 实现 。 

1. 算 阵 指数 的 运算 

除了 对 和 拖 阵 的 单个 元 素 进行 单独 计算 以 外 , 一 般 还 常常 要 求 对 整个 矩阵 做 这 
样 的 非 线性 运算 。 例 如 ,， 想 求 出 一 个 矩阵 的 e 指数 ,就 需要 用 特殊 的 算法 来 完成 
文献 [23] 中 叙述 了 求解 矩阵 指数 的 19 种 不 同方 法 ， 每 一 种 方法 都 有 自己 的 特点 
及 运用 范围 。 在 MATLAB 中 提供 的 求 取 矩 阵 指 数 的 函数 expm()， 其 调用 格式 
为 五 =expm(4) ， 该 函数 采用 Padk 近似 技术 来 求 取 和 矩阵 的 指数 。 该 函数 还 可 以 
直接 用 于 符号 抢 阵 的 求解 。 


0 
例 3-75 考虑 下 面 给 出 的 给 阵 4= |0 0 -2? ， 试 求 出 该 算 阵 的 指数 


和 对 数 ， 即 e4 和 ln 4。 0 一 5 
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和 


求解 如 果 对 此 禾 阵 进行 指数 运算 和 对 数 运算 ， 则 可 以 获得 以 下 的 结果 : 
>> Z=zeros(3,2); A=[[-2 10;0-2141; 00-2,z; zZ'，,[-5 1; 0 -5]]， 
expm(A) 4% 数值 解 求 解 


可 以 得 出 指数 天 阵 为 
0.13533528 0.13533528 “0.067667642 0 0 
0 0.13533528 ”0.13533528 0 0 
e4 二 0 0 0.13533528 0 0 
0 0 0 0.006737947 “0.006737947 
0 0 0 0 0.006737947 


原始 问题 还 可 以 调用 解析 解 函数 expa()， 直 接 求解 e4t。 注 意 ， 这 里 包含 了 变量 
t， 所 以 这 是 数值 莫 法 无 法 解 出 的 。 
>> SYymSs 七 ; expm(A*+t) 


et te ter2t2 0 0 
0 6 一 4 fe 一 2 0 0 
这 样 可 以 得 出 状态 转移 给 阵 为 e4t = | 0 0 e 一 2 0 0 |。 
0 0 0 ef te- 对 
0 0 0 e 一 于 
-3 -1 -1 
例 3-76 已 知 和 焉 阵 4|0 -3 -1|， 斌 来 出 e4t。 
1 2 0 








求解 如 果 Jordan 标准 型 不 那么 明显 ， 则 不 能 采用 直接 写 出 的 方法 来 解 e4:， 而 应 该 
采用 广义 特征 向 量 和 矩阵 的 方式 进行 变换 。 现 在 考虑 

>> Syms t; A=[-3,-1,-1; 0,-3,-1;， 1,2,0] SimpJek(expm(Ax*t) ) 
这 样 可 以 得 出 该 矩阵 的 状态 转移 垂 阵 


一 6 一 48( 一 1 十 时 一 e 一 全 一 te 一 寻 
e 生 一 | -ber2h/2 -e2(-2+2t++12)/2 -te-2t(2 十 四 /2 
te 一 (2 十 妆 /2 te 一 2 人 十 4)72 et(2 十 达 十 48)72 
下 面 演 示 基 于 Jordan 短 阵 变换 的 e^!: 徐 阵 处 理 方法 。 
>> [V,J]j=jordan(A) YY Jordan 天 阵 变换 
则 可 以 得 出 Y 和 了 了 矩阵， 并 根据 .JJ 写 出 ev 
-2 1 0 e “te e 一 /2 
0 -2 1 et=|0 ex te 一 和 


0 0 -2 0 0 e 区 








这 样 ， 原 给 阵 的 指数 矩阵 可 以 由 指令 inv(V)*e7t*W 求 出 ， 其 结果 与 直接 求解 
的 结果 是 完全 一 致 的 。 


二 
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其 实 , 用 这 样 的 方法 求解 矩阵 指数 不 是 此 例子 的 目的 ,因为 用 符号 运算 工具 
箱 中 的 expm() 函数 可 以 立即 得 出 所 需 的 结果 。 后 面 将 通过 例子 演示 其 他 函数 ,如 
正弦 等 国 数 如 何 用 Jordan 殉 阵 的 方法 求解 。 

2. 矩阵 的 三 角 函 数 的 数值 运算 

MATLAB 下 没有 对 起 阵 进行 三 角 函 数 运 算 的 现成 函数 ， 求 解 其 数值 解 
可 以 通过 funm() 函数 。 该 函数 的 目的 是 求 出 矩阵 的 任意 函数 ， 其 调用 方法 
为 4li=funm(4， 函 数 名 :) ， 其 中 , 函数 名 应 该 由 单 引 号 括 起 来 。 例 如 ， 若 想 求 
出 官 阵 4 的 正弦 矩阵,， 则 可 以 使 用 命令 万 =tunm(4,，sin，') 。 

事实 上 , 矩阵 的 非 线性 函数 运算 可 以 通过 罕 级 数 的 方法 简单 地 求 出 。 例 如 ， 
正弦 函数 可 以 由 下 面 的 客 级 数 展开 式 求 出 。 


) 全 ] 唤 1 。 
sin 4 == > ) 到 十 计 一 4 一 亲 十 5 从 十 …: (3-5-1) 
可 以 用 MATLAB 实现 正 弱 函 数 寡 级 数 的 展开 。 


function E=Ssinm1l(A) 
E=zerogs(size(A) ) ; F=A，Kk=1， 
while Dorm(E+F-E,1)>0，E=E+F; FE=-~A>2*F/((Kk+2)*(K+1) ) ， X=k+2; end 


例 3-77 重新 考虑 例 3-75 中 给 出 的 答 阵 ， 如 果 想 对 其 中 的 4 德 阵 进 行 正 蓄 运 算 ， 由 
上 面 的 程序 可 以 看 出 ， 看 起 来 比较 复杂 的 甜 阵 正 弦 沁 数 的 紧 级 数 展开 运算 可 以 由 几 条 
MATLAB 语句 容易 地 编写 出 来 。 利 用 百 =sinmi(4) 邓 数 可 以 容易 地 来 出 原 和 矩阵 4 


的 正弦 答 阵 为 
一 0.90929743 ”--0.41614684 “0.45464871 0 0 
0 一 0.90929743 -0.41614684 0 0 
sin 4 一 0 U 一 0.90929743 0 0 

0 0 U 0.95892427 0.28366219 

0 U 0 0 0.95892427 


可 以 测 出 ,该 了 数 一 共 进 行 了 39 次 登 加 运算 。 

3. 矩阵 三 角 函 数 的 解析 运算 

再 考虑 矩阵 三 角 函 数 的 解析 解 求解 方法 。 先 考虑 标量 三 角 函 数 的 运算 公式 ， 
根据 著名 的 Euler 公式 eie = cosa 二 jsinv 与 eric 二 cosa 一 jsin a 可 以 立即 导出 


1 。 ， | 1 ， . . 
sin a 一 过 (e” 一 ee 小 )，cosa 王 5(e” 十 e ) (3-5-2) 


此 公式 可 以 直接 用 于 oa 为 矩阵 的 形式 。 下 面 通过 例子 演示 一 般 矩 阵 的 正弦 和 余 必 
盟 数 的 解析 解 运 算 。 
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本 


例 3-78 仍 考虑 例 3-75 中 给 出 的 矩阵 ， 斌 求解 Sin 4。 
求解 可 以 利用 现成 的 expm() 阴 数 求 出 和 天 阵 的 正弦 邓 数 。 
>> Z=zeros(3,2); A=[[-2 10;0-2141; 00-2],2Z; 2:,，[-5 1; 0 -5]] ; 
j=sqrt(-1) ) AT1=(exPpm(A+j) 一 exPmC-A+j7 AN2*#j) ， 
得 出 的 解 与 们 3-77 完全 一 致 ,证 明 该 解 是 正确 的 。 
-7 0 -1 


例 3-79 假设 给 出 如 下 的 天 阵 A = | ， ， “| ,已 知 该 红 阵 有 重 特征 值 ， 
-1 -1 0 -4 
斌 来 出 该 矩阵 的 正统 函数 Sin At 和 余弦 通 数 Cos 4t。 
求解 衫 据 式 (3-5-2) 可 以 由 下 面 的 语 自 求 解 矩 阵 的 正统 和 余 统 函数 
>> A=[-7,2,0,-1; 1,-4,2,1; 2,-1, -6,-1; -1,-1,0,-4] |; 
syms tt; j=sym(sqrt(-1) ) ; 
At=simple((expm(A*jz#t) -expm(-A*j*#t))V(2*j) ) ， 
A2=simple((expPm(A+j#t)+expm(-A#+jyt))V2) 
由 于 结果 过 于 宛 长 ， 这 里 只 列 出 其 正弦 函数 的 结果 如 下 : 
-2/9sin 3t+( 嫌 -7/9) sin6t-5/3tcosGt 一 sin3t/3+sin 6t/3 二 tcos 6t 
-2/9sin3t+( 上 三 +2/9)sin6t+tcos6l/3 -sin3t/3 一 2/3sin 6t 十 tcos 6 
-2/9sin3t 上 (一 2 巡 +2/9) sin 6t+4/3teos6t -sin3t/3+sin6t/3 一 2tcos 6t 
4/9sin3t 十 (万 -4/9)sin 6t-Htcos6t/3 2/3sin3t 一 2/3sin 6t 二 tcos 6 


Sin 4 一 


-2/9sin 3 二 (2/9+ 三 ) sin6t 一 2/3tcostt sin3t/9+(-179+ 刀 ) sin 6t 一 2/3tcos6t 
-2/9sin 3t 十 (2/9+ 刀 ) sin6t+4/3tcos6t sin3t/9 二 (-17/9+ 刀 2) sin 6t 十 4/3tcos 6t 
-2/9sin3t 一 (7/9+2t12) sin6t 一 2/3tcos6t sin3t/9-(1/9+212) sin6t 一 2/3tcos6t 
4/9sin 3t 二 (-4/9+ 刀 ) sin 6t 十 4/3tcos6t -29sin3t+(-7/9+12) sin 6t+4/3tcos 6t 

4. 一 般 趋 阵 函 数 的 运算 

除了 对 整个 矩阵 求 取 御 阵 指数 之 外 ,NMATLAB 还 允许 求 取 矩阵 的 其 他 非 线 
性 函数 ， 其 中 常用 的 函数 还 有 logm() ( 抢 阵 求 对 数 )、sqrtm() (矩阵 求 平方 根 ) 
和 funm()( 窍 阵 求 任意 函数 ) 等 。 可 以 看 出 , 这 里 的 函数 名 很 有 特点 ,每 个 函数 名 
在 标准 函数 名 的 后 面 加 了 一 个 后 缀 m， 表 示 对 和 抢 阵 而 不 是 对 矩阵 元 素 进 行 运算 。 

遗憾 的 是 ， 现 有 的 funm() 函数 是 基于 特征 值 和 特征 向 量 矩 阵 的 , 所 以 抢 阵 
有 重 根 时 ， 由 于 特征 向 量 和 矩阵 奇异 ， 故 得 出 的 结果 是 不 可 靠 的 ,甚至 是 错误 的 。 这 
里 将 介绍 基于 Jordan 和 矩阵 的 矩阵 函数 求解 方法 i。 

首先 可 以 将 7n; 阶 Jordan 块 态 写成 册 = NT+。, 其 中 ，X; 为 Jordan 
矩阵 的 重 特征 值 ， 九 ,为 守 零 矩阵 , 即 > yn 时 瓦 & = 三 0。 这样 可 以 证 明 , 抵 
阵 函 数 多 (天 ) 可 以 由 下 式 求 出 。 

UDC 一 切 (Ai 


Vi 一 ON NT 十 (Ai 五， 十 … 十 一 一 
(Pa 一 了 





末 人 一 (3-5-3) 
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有 


1 


4 一 做 VY (3-5-4) 


人 这样， 该 矩阵 的 任意 函数 V%(4) 可 以 最 终 如 下 求 出 。 如 果 通 过 Jordan 矩阵 分 解 的 
方法 可 以 将 任意 矩阵 4 分 解 成 


(w) 


y(4) = 立 办 T: (3-5-5) 


%(Jm) 


根据 上 面 的 算法 可 以 立即 编写 出 新 的 funm() 函数 ,应 该 置 于 esym 目录 下 ， 
可 以 推导 任意 矩阵 函数 的 解析 解 。 该 函数 的 清单 为 加 


function F=funm(A ,fun ,xy) 
[V,Jj=jordan(A); vi=[o,diag(J,1)7]; v2=[findqd(v1==0) ,1]ength(vt)+1] ， 
fcTr i=1:Iength(v2)-1 
v_Lambdaki)=J(v2(i),v2(i)); v_n(Gi)=v2(i+l)-v2(i) ， 
enda 
m=lengthkv_lambda) ; F=sym(D 口 ); 
fcoTr 1= 寺 :mm 
J1=J(v2(i):vV2(i)+v_n(i)-1,v2(i):v2(i)+v_n(i)-1)， 
fJ=funJ(J1,fun,x);，F=diagm(F,fJ); 
enda 
F=V#kF*rinv(V) ; 
function fJ=funJ(J,fun ,xy) 
1am=J(1,1); fl=fun; fJ=subs(fun,x,1am)*eye(size(J)); 
H=diag(dqiag(J,1) ,1); HL=H; 
for i=2:1ength(J) 
fl=Qqiff(fl,x); al=subs(fl,x,1Lam)， J= 闻 J+al*#Hti;i HL=Hl*rH/i ， 
end 


该 玫 数 的 调用 格式 为 4l:=funn(4 ,funx,z) ,其 中 ,z 为 符号 型 自 变量 , funx 
为 z 的 函数 表示 。 例如 , 若 想 求 出 e4, 则 可 以 将 funx 填写 成 exp (Xx) 。 其 实 , funx 
参数 可 以 描述 任意 复杂 的 函数 ,如 exp(x*t) 表示 求 取 eat， 其 中 上 也 应 该 事先 设 
置 成 符号 变量 。 另 外 ， 该 函数 还 可 以 表示 成 exp (xxcos (xx#t) 型 的 复合 函数 ， 表 
示 需 要 求 取 (4) = e4cos(4b0)。 
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和 


一 7 2 0 一 | 
] 一 4 2 1 
2 一 1 -6 一 | 
--] -1 0 一 4 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 将 其 输入 到 MATLAB 环境 中 。 
>> A=[-7,2,0,-1; 1,-4,2,1; 2,-1,-6,-1; -1,-1,0,-4] ; 
如 果 想 求 出 W( 人) = e “est 站， 分 析 题 意 ， 可 以 用 下 面 的 语句 
>> Syms X 七 ; Al=funm(sym(A) ,exp(x+ycos(Xy#t)) , 工 ) 
得 出 的 结果 是 很 宛 长 的 ,这 里 只 给 出 其 中 一 项 为 
WO1(A) = 2/9e cos4 十 (21sin 6t 十 6t2 cos 6f)e-6cos6t 十 (cos 6t 一 6tsin 6 办 2e-6costt 
一 5/3(cos 6t -- 6tsin 6tje-6csos6t 十 了 /9e-6cos6t 
可 见 ， 这样 得 出 的 Wii( 世 有 很 多 项 均 是 ecosat 的 系数 项 ， 故 可 以 通过 合并 同类 项 的 
化 简 方法 手动 给 出 下 面 的 命令 : 
>> Collect(CA1(L,1) ,exp(-6*rcos(6*+t) ) ) 
则 可 以 得 出 如 下 的 化 简 结 果 : 


例 3-80 已 知 给 阵 4 = 试 求 出 抵 阵 另 数 (4) = e4cos(49。 


5 了 2 
bi(4)=|12tsin 6t+6t2 cos 6t 十 (cos 6 一 6t sin 6t) 一 5 cos 6t 十 5 e 一 6 cos He cos3t 


进一步 地 ， 若 令 上 一 1， 则 subs(41,t,1) 可 以 求 出 e4cos4 的 精确 数值 解 为 


4.3583154 6.504410916 4.363467442 ”一 2.132643538 

AcosA4 4.371767378 0.507558809 4.380067313 ”一 2.116043667 
4.265287076 6.479511109 4.251835099 ”一 2.247423775 

一 5.020454583 ”一 12.98392202 ”一 8.612154647 ”4.383215207 


3.5.3 矩阵 函数 求 值 在 控制 系统 中 的 应 用 


前 面 指出 了 矩阵 指数 函数 在 线性 系统 离散 化 中 的 应 用 , 这 里 将 给 出 具体 的 应 
用 实例 ,并 介绍 离散 状态 方程 模型 的 连续 化 方法 。 以 矩阵 指数 的 解析 运算 为 基础 
还 可 以 得 出 系统 的 状态 转移 矩阵 ， 从 而 得 出 线性 系统 时 域 响应 的 解析 解 。 这 里 将 
通过 例子 介绍 求解 的 全 过 程 。 

1. 连续 系统 的 离散 化 

假 议 连 续 系 统 的 状态 方程 模型 由 式 (3-1-8) 给 出 ， 则 可 以 写 出 状态 变量 的 解 
析 解 为 


下 


万 (1 一 eu-to)z 人 (to) +| e4( 人 7 本 (7)d7 (3-5-6) 
选择 采样 周期 为 了 , 对 之 进行 离散 化 , 可 以 选择 如 = ,上 = (k 二 17 可 得 
(天 十 1) 了 了 
2zZ[(K 十 ])1] 一 e47z(kT) 十 | e4e+D7-q] 万 wuw(r)d7 (3-5-7) 
大 开 
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考虑 对 输入 信和 号 采用 零 阶 保持 器 , 刘 即 在 同一 采样 周期 内 输入 信和 号 的 值 保持 
不 变 。 假 设 在 采样 周期 内 输入 信号 为 固定 的 值 w(kT)， 故 上 式 可 以 化 简 为 
T 
Z[(E 十 1)7] = ez(ET) 十 | erd7 五 w(K7) (3-5-8) 
0 
对 照 式 (3-5-8) 与 式 (3-1-9)， 可 以 发 现 ， 使 用 零 阶 保持 器 后 连续 系统 离散 化 可 以 
直接 获得 离散 状态 方程 模型 ， 离 散 后 系统 的 参数 可 以 由 下 式 求 出 


人 
五 一 c4 人 ，G = | e47rdr 瑟 (3-5-9) 
0 
且 二 者 的 C 与 玫 矩阵 完全 一 致 。 当 然 , 环 矩阵 可 以 通过 expm() 函数 直接 求 出 ， 
而 CG 官 阵 的 求 取 较 麻烦 。MATLAB 的 控制 系统 工具 箱 提 供 了 很 实用 的 c2d() 函 
数 , 可 以 由 Ga=c2d(G,T) ， 其 中 C 为 连续 系统 模型 , T 为 采样 周期 ,而 得 出 的 
Ga 为 变换 出 的 离散 系统 模型 。 
例 3-81 考虑 例 3-8 中 给 出 的 多 变量 状态 方程 模型 ， 假 设 采样 周期 = 0.1 秒 ， 则 可 
以 用 下 面 的 命令 将 模型 输入 到 MATLAB 工作 空间 ， 并 得 出 离散 化 的 状态 方程 模型 。 


D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); T=0.1; Gd=c2d(G ,T) 
对 连续 状态 方程 模型 进行 离散 化 ， 则 得 出 离散 系统 数学 表示 为 


-0.15 -1.6481 -1.6076 -1.14 -0.1842 “一 0.1272 

| 0.5735 1.822 ”0.8018 0.5735 0.2668 ”0.1036 
tl 一 | 0.5765 0.8362 18059 0.5765|Zt+| 03679 0174 | 由 

-0.5665 -0.8261 -0.7959 0.4236 -0.1657 “一 0.02326 


2 05 0 08 
办 一 |03 03 02 1 


2. 离散 状态 方程 的 连续 化 

大 给 出 离散 状态 方程 模型 (3-5-7)， 则 在 采样 周期 T 下 获得 相应 连续 状态 方 
程 模型 (3-5-6) 的 过 程 为 离散 系统 的 连续 化 。 由 变换 式 (3-5-8) 可 见 ， 其 反 变换 可 
以 直接 由 下 式 得 出 4 


必 天 


1 
4= 寺 inF, 互 = (下 一 站 -4G (3-5-10) 


这 里 涉及 到 矩阵 求 对 数 的 过 程 。 和 矩阵 的 对 数 可 以 由 logm() 函数 求 出 , 也 可 以 由 
前 面 介绍 的 funm() 函数 求 出 。 在 MATLAB 环境 中 ,可 以 利用 其 控制 系统 工具 
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箱 中 提供 的 Gili=d2c(G) 函数 进行 连续 化 变换 , 其 中 在 调用 语句 中 无 需 再 申明 采 
样 周 期 信息 ， 因 为 该 信息 已 经 包含 在 零散 模型 G 中 。 利 用 该 语句 即 可 以 得 出 相应 
的 连续 系统 模型 Ci:， 该 函数 同样 适用 于 带 有 时 间 延 迟 系统 。 
例 3-82 考虑 例 3-81 中 给 出 的 原 问题 。 前 面 已 经 得 出 了 离散 化 的 状态 方程 模型 ， 试 用 
连续 化 方法 得 出 其 连续 模型 ， 观 紧 是 否 可 以 恢复 原来 的 连续 模型 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 求 取 对 应 的 连续 模型 ， 可 见得 出 的 结果 与 已 知 的 连续 横 
型 是 完全 一 致 的 。 

>> A=[L-12,-17.2,-16.8,-11.9; 6,8.6,8.4,6; 

6,8.7,8.4,6; -5.9,-8.6,-8.3,-6]; 
B=[L1.5,0.2; 1,0.3; 2,1; 0,0.5j; C=f2,0.5,0,0.8;， 0.3,0.3,0.2,1]， 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); T=0.1; Gdq=c2d(G,T) ，G2=d2c(Gd) 

如 果 采 用 底层 命令 ， 则 下 面 的 语 名 也 能 得 出 完全 一 致 的 结果 。 

>> At=l1ogm(Gd.a)/T; B1=inv(Gd.a-eye(size(Gd.a) ))#ATtryGd.b 

3. 连续 状态 方程 的 解析 解 

在 某 给 定 信号 人 昌 的 激励 下 , 其 状态 变量 的 解析 解 可 以 由 式 (3-5-6) 得 出 。 
对 于 一 般 的 输入 信和 与 来 次 ,直接 由 该 式 求 取 系 统 的 解析 解 并 非 很 容易 的 事 ， 因 为 
其 中 积分 项 不 是 很 好 处 理 。 如 果 能 对 状态 方程 进行 某 种 变换 ， 消 去 输入 信号， 则 
该 方程 的 解析 解 就 容易 求解 了 。 这 里 将 对 一 类 典型 输入 信和 号 介绍 状态 增 广 的 方法 ， 
将 其 化 为 不 含有 输入 信和 号 的 状态 方程 ， 从 而 直接 求解 原来 状态 方程 的 解析 解 25 。 

先 考 虑 单位 阶 跃 信号 v(D) = 1(D， 车 假设 有 另外 一 个 状态 变量 z，,( 有 - 
wb， 则 其 导数 为 吉 ，i(t) = 0, 这 样 系统 的 状态 方程 可 以 改写 为 


也 人 ( AI: 吾 | | 2 人 
0 -全 名 人 1 


人 (3-5-12) 


式 中 二 人) = [ezr(G,zsh 的 ,， 且 闫 [(0) = [zT(0), 1， 其 解析 解 比 较 容易 求 出 


一 - 


ie 


Z(t) 一 ec: 交 (0) (3-5-13) 


对 可 以 实现 这 样 变换 的 输入 信号 进行 扩展 ， 则 可 以 定义 一 类 典型 输入 信和 号 


ut 一 (十 ua 人 (人 一 请 ci 万 十 ef 机 cos(da4ft) 十 da3 sin(dab (3-5-14) 


?一 属 
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引入 附加 状态 变量 zn+i = est cos(dat，zZn+a = eatsin(datj，Znras 一 (四 
znHm+3 一 ui (办 通过 推导 ， 则 可 以 得 出 式 (3-5-12) 中 给 出 的 系统 增 广 状态 
方程 模型 ， 式 中 


4idB dm 忆 3 0 0| | zt 
1 Zn+it) (0) 
本 na 0 
4=| 0 1 0 | ,元 人 =| Zn 的 | ,5E0)=| co 
0 0 0 Zn Ha 人 Cl 
0; 0 
罗 ， CT 
0 0 Zn 二 m+3 
(3-5-15) 
这 样 系统 的 状态 方程 模型 的 解析 解 为 
施 ( 一 e 全 庆 (0) (3-5-16) 


作者 用 MATLAB 语言 编写 了 一 个 函数 ss_augment ()， 可 以 用 来 求 取 系 统 
的 增 广 状态 方程 模型 ， 该 函数 的 内 容 如 下 : 
function {LGa,Xaj=ss_augment(G,cc,dd,X) 
G=ss(G) ; Aa=G.ai Ca=G.c; Xa=Xi Ba=G.b; D=G.d， 
if 《1Lengthkdd)>0 女 Sum(abs(dd))>1le-5) ， 
if 《abs(dd(4))>1le-5) ， 
Aa=[Aa ddq(2)*Ba，dd(3)*Ba; ... 
Zeros(2,1ength(Aa))，[dd(1),-dd(4); dd(4) ,ddq(1)]] ; 
Ca= [Ca dd(2)*D dd(3)*D]; Xa=[Xa; 1; 0] ; Ba=[Ba; 0; 0] ; 
esSe ， 
Aa=[Aa dd(2)*B; zeros(1,1ength(Aa)) dd(1)] ; 
Ca= [Ca dd(2)*D] ; Xa=[Xa; 1] ; Ba=[B;0] ; 
end 
end 
if 《length(cc)>0 & sum(abs(cc))>1le-5) ，M=length(cc) ; 
Aa= [Aa Ba zeros(length(Aa) ,M-1); zeros(M-1,1ength(Aa)+1) 
eye(M-1) ; zeros(1 ,1ength(Aa)+M)] ; 
Ca= [Ca D zeros(1,M-1)]; Xa=[Xa;i cc(1)] ; ii=1， 
for i=2:M，jii=iiki; Xa(lLlength(Aa)+i)=cc(i) 冰 ji， 
end，end 
Ga=sS(Aa,zeros(sSize(Ca:)) ,Ca,D) ; 


其 中 < 二 一 [co, cn， “ , Cm |] ， 且 dd=|oi, dz, da,d4]。 构造 出 系统 的 增 广 状 态 方程 模 


型 后 , 则 可 以 用 MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 expm() 函数 求 取 各 个 状态 变量 的 
解析 解 。 
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例 3-83 系统 的 状态 方程 模型 为 
_19 -16 -16 -19 
21 16 17 19 
zt 的 =|20 17 316 20|Zz 的 + 
-20 -16 -16 -19 


2 有 王 |210;0 人 昌 


其 中 状态 变量 初 值 为 zI(0) = [0.11,2]。 假 设 系 统 的 输入 信号 为 tj = 2 十 
2e-3t sin 2f， 试 求 出 该 方程 的 解析 解 。 
求解 ”分析 原 问题 ， 可 以 构造 出 多 项 式 系数 向 量 cc 和 指数 向 量 dd， 这 样 可 以 由 
ss_augment () 也 数 得 出 系统 的 增 广 状态 方程 模型 
>> Cc=[2]; dd=[-3,0,2,2]; x0=[0; 1 1，2] 

A=[-19,-16,-16,-19; 21,16,17,19; 20,17 ,16,20; -20,-16,-16,-19] ; 

B=[t; 0; 1; 2]j; C=[2 1 0 0]; D=0; G=ss(A,B,C,D) ; 

[Ga ,xx0]=ss_augment(G,ccydd,x0);i Ga.a，XXO， 
由 得 出 的 结果 可 以 直接 写 出 系统 的 增 广 状 态 方程 模型 及 初 值 为 


-19 -16 -16 -19. 0 241 
21 16 17 19; 0 040 
2 


~- 一 一 一 ---------~------------------+--- -~--------+--- 


= 一 一 -------------~--------- - - -yyY---------~---y--- 


RS 
人 
C 
~ 
| 
= 
二 ， 
上- 一 
仿 > 
扣 
已) 
广 一 
ee 
CC 
中 > 
必 一 
SS 
站 
S+- 
Te 
SR 
二 
-一 一 
| 
uusee 


得 出 了 系统 的 增 广 状态 方程 模型 ， 则 可 以 用 下 面 的 语 旬 直接 获得 生成 信号 的 解析 解 
>> Syms tt; y=Ga .crexpm(Ga.akt)*xx0; % 求解 系统 的 解析 解 
其 解析 解 的 数学 形式 可 以 写成 
zj( 昌 一 一 54 十 上 ee457e -ed2e cos 2t 十 于 ea sin 24 


3.5.4 基于 和 矩阵 积分 的 线性 微分 方程 求解 
在 已 知 系统 的 状态 方程 模型 (4, 吾 ,CC 万 ),， 则 其 解析 解 可 以 表示 成 


zi) 一 e4t-toiz(t) + | e4(7) 瑟 ur)d7 (3-5-17) 
3.5.3 万 介绍 了 用 状态 增 广 方法 求 系统 解析 解 的 方法 。 同 样 的 问题 还 可 以 利用 矩阵 
积分 的 直接 方法 来 求解 ,得 出 原 系统 的 解析 解 。 
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是 


例 3-84 考虑 例 3-83 中 的 系统 模型 ， 试 利用 直接 积分 的 方法 求 其 解析 解 。 
求解 直接 利用 式 (3-5-17)， 可 以 由 下 面 语句 直接 求解 系统 的 解析 解 
>> SYS 七 七 AU U=2+2+reXxP(-3*tau)*Sin(2* 蕊 au) ; 
A=[-19,-16,-16,-19; 21,16,17,19; 20,17,16,20; -20,-16,-16,-19] ; 
B=ftl1; 0; 1; 2]; C=[2 100]; x0o=[0; 1， +; 2]; 
y=C*+(《exPpm(A#+ 七 ) 本 XO+IRt(CeXPB(A* (tau) )*B*yu tau 0it)) Simnple(y) 
可 以 得 出 系统 响应 的 解析 解 为 


1 
y( 共 二 到 (591 十 119e 十 254te 十 308sintcost 一 270cos 一 432e 十 32te je 


得 出 的 解 在 表示 形式 上 和 例 3-83 不 同 , 但 可 以 验证 ， 二 者 的 结果 完全 相同 ,例如 ， 将 
e- 光 遍 乘 括号 中 各 项 ， 则 


1 
zy(t) 三 5 (591le “十 119e 环 十 254te 环 十 154e 一 3 sin 24 一 270e-3tcos2t 一 432 十 32te 一 !) 


3.6 “习题 与 思考 题 
1 Jordan 和 插 阵 是 矩阵 分 析 中 一 类 很 实用 的 底 阵 ， 其 一 般 形 式 为 


-~_a 1 0 0 -5 1 0 0 0 

0 _w 1 0 0 -5 1 0 0 

.JJ 一  ， ， 例如 JJ =|10 0 -5 1 0 
0 0 0 -5 1 

0 0 0 一 CQ 0 0 0 0 -5 


试 利 用 diag() 函数 给 出 构造 吃 的 语句 。 
2 辩 零 矩阵 是 一 类 特殊 的 和 矩阵， 其 基本 形式 为 


0 1 0 .0 
0 0 1 :0 
人 
000 .1 
000. 0 


亦 即 , 矩阵 的 次 主 对 角 线 元 素 为 1， 其余 均 为 0, 试验 证 对 指定 阶 次 的 蹇 零 矩 阵 ， 有 
瑟 ` =0 对 所 有 的 盖 兄 成立。 


3 斌 从 短 阵 的 显示 格式 区 分 符号 和 矩阵 和 数值 矩阵 ， 明 确 它们 的 含义 和 应 用 场合 。 若 
人 入 矩阵 为 数值 矩阵 ， 吾 为 符号 矩阵 ，C=4* 吾 运算 得 出 的 C 矩阵 是 符号 和 矩阵 还 是 
数值 拭 阵 ? 
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站 


5 76516 5 9 UL2 3 
23100 1 14 了 2 9 4 062 5 
6 4206 4 14 [ 2 1 1 4344 6 
4-|3963662| PP-|3 5 1 5 21 2 
1I10 7600 7 7 4 工 0 1 20 1 
7 24407 7 -dd -4 -7 3 /778 12 
4 88617211 7 1] 一 ID 7 -68 1 5 
at ad 0 ua 1 
上 计 人 记 1 
5 试 求 出 Vandermonde 矩 阵 4= |cdl ca co ec 1| 的 行列 起 ,并 以 最 简 的 形式 
中 dd 1 
示 结 果 。 ed ed ce e 1 


6 假设 线性 系统 由 下 面 的 常 微分 方程 给 出 


昌 一 一 ZUb) 十 Z2( 
汉化 ) 一 人 一 373( 间 十 2 人 的 

(如 一 一 ZI( 世 ) 一 5za (1 一 37z3 人 (用 十 ua ( 志 ) 
7 二 一 Za2( 十 2( 鸭 一 5u2( 问 


式 中 有 两 个 输入 信号 ( 昌 与 wz( 雪 ,请 在 MATLAB 工作 空间 中 表示 这 个 双 输 入 
系统 模型 ， 并 由 得 出 的 状态 方程 模型 求 出 等 效 的 传递 函数 模型 ， 并 观察 其 传递 函 
数 的 形式 。 


7 利用 MATLAB 语言 提供 的 现成 函数 对 习题 4 中 给 出 的 两 个 矩阵 进行 分 析 ， 判 定 
它们 是 否 为 奇异 矩阵 ， 得 出 矩阵 的 秩 、 行 列 式 、 迹 和 逆 和 矩阵 ， 检 验 得 出 的 逆 矩 阵 是 
否 正 确 。 


8 试 求 出 习题 4 中 给 出 的 4 和 召 矩 阵 的 特征 多 项 式 、 特 征 值 与 特征 向 量 ， 并 验证 
Hamilton-Caylay 定理 ， 解 酸 并 验证 如 何 运算 能 消除 误差 。 


9 斌 对 习题 4 中 给 出 的 4 和 召 和 矩阵 进 行 柯 异 值 分 解 、LU 分 解 及 正 交 分 解 和 矩阵 。 
10 试 求 出 下 面 失 阵 的 特征 值 、 特 征 向 量 、 奇 异 值 。 


27 5 7 7 了 703 795 980 137 661 
7r493 3 547 957 2f1 12 284 
4=|3983 8 妃 = 1445 523 252 894 469 
02963 6 095 880 876 199 65 
2685 4 021 173 737 299 988 


11 给 出 线性 系统 的 状态 方程 模型 ， 请 判定 系统 的 稳定 性 。 
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间 二 


一 0.2 0.5 0 0 0 0 
0 一 04.5 1.6 0 0 0 
GZ 人 办 一 | 0 0 一 14.3 85.8 0 |z 昌 十 |0 | 
0 0 0 一 343.3 ”100 0 
0 0 0 0 一 190 30 
7 24.54 工 8 19 | 
23.54 7 14 16 2 
@zlk+DTI=| 4 6 13.75 “20 22.5889| z(kTD)+|13| wy 
10.8689 1.2900 19.099 21.896 纪 4 
] | 18.0898 2 2.356 9 5 


12 判定 下 列 系统 的 可 控 、 可 观测 性 ， 求 出 它 但 的 可 控 、 可 观测 及 Luenberger 标准 
型 实现 ,并 求 出 系统 的 2- 范 数 和 无 穷 范 数 。 


0 1 1 1 1 0 
0U000 1 0 0 1]00 0 
Do4=-bl0ias=-oic-hiol 
UU0U 1 1 1 0 
02 0 0 2 0 
0 1 -2 0 1 2 0 1 0 0 
4=|o 0 3 1| ,号 = |0 | c=|n ] | 
1 0 0 0 0 0 
13 求 出 下 面 状态 方程 模型 的 最 小 实现 。 
U -30 0 3 2 
， 1 -4 0 0 1 2 0 1 0U 
20=| 0 or iaoso=3 0 ia 
0 0D 1 一 2 1 


14 假设 系统 的 状态 方程 模型 为 
-02 05 0 0 0 
0 -05 16 0 0 0 
zb=| 0 0 -143 858 0 |z+|olab, yb=[000,0lz(b 
0 0 0 -33.3 100 0 
0 0 0 0 -10 30 


请 求 出 系统 所 有 的 零点 和 极点 。 如 果 想 将 其 极点 配置 玛 = [一 1, 一 2, 一 3, 一 4, -5]， 
请 按 状态 反馈 的 方式 设计 出 控制 器 实现 闭环 极点 的 移动 。 如 果 想 再 进一步 改进 闭 
环 系统 的 动态 响应 ， 则 可 以 修正 期 望 闭 环 极点 的 位 置 ， 然 后 进行 重新 设计 。 


15 对 给 定 的 对 象 模型 


2 1 0 0 0 

. 0 2 0 0 1 

Z(t) 一 00 1 0 Z 人 ti) 十 ] 2 ( 圾 ，V( 志 = 由,0,1,0lz( 坟 
00 0 一 1 





产 一 
避 


] 


~ 


] 


Oo 


19 


3.6 习题 与 思考 题 14/ 
请 设计 出 一 个 状态 反馈 向 量 天 ， 使 得 闭环 系统 的 极点 配置 到 (-2, -2, 一 1, -1) 位 
置 。 另 外 ， 如 果 想 将 系统 的 所 有 极点 均 配 置 到 -2， 这样 的 配置 是 和 否 可 行 ? 请 解释 
原因 。 


对 下 列 各 个 开 环 模型 进行 频 域 分析 , 绘制 出 Bode 图 、Nyquist 图 及 Nichols 图 ,并 
求 出 系统 的 幅 值 裕 度 和 相位 裕 度 ， 在 各 个 图 形 上 标注 出 来 。 假 设 闭 环 系统 由 单位 
负 反 馈 构 造 而 成 ， 试 由 频 域 分 析 判 定 闭 环 系统 的 稳定 性 ， 并 用 阶 跃 响应 来 验证 。 


8(s 十 二 站 4(s/3 十 ]) 
出 矶 Ti 辣 TBGTD @C= DID055TTTDTTT 


0 2 1 4 
尼 ( 一 2 | (十 L( 
1 3 4 2 


y( 志 三 上 23z(b 
加 (z 十 1.31)(z 十 0.054){z 一 0.957) 
和 AH0104 300368 099 


6(--s 十 4) 10s 一 60s“ 十 110s 十 60 





一 一 一 一 一 一 一 一 (7 一 一 一 一- 
四 <) s2(0.5s 十 1)(0.1s 十 1 四 C05) s4 十 17s3 十 82s2 + 130s 十 100 
试 求 下 面 线性 代数 方程 的 解析 解 与 数值 解 ， 并 检验 解 的 正确 性 。 
2 -9 3 -2 -! -1 -4 0 
10 -1 10 5 01-3 -8 -4 
8 -2 -4 -6 3 0 3 3 
-5 -6 -6 -8 -:! 9 -5 3 
假设 带 有 时 间 延 迟 的 系统 传递 函数 矩阵 为 
0.06371 -072 0.4464 
Grs) - 3 十 2.517s 十 0.5618 5 十 0.4831 
0.9357 _0 3，。 一 0.1085 “1 2g。 
-一 一 一 一 一 ee 
s2 十 3.019s + 2.77 s 十 0.3413 


试 绘制 其 带 有 Gershgorin 带 的 逆 Nyquist 阵列 ， 分 析 其 是 否 为 对 角 占 优 的 系统 ， 
绘制 系统 的 开 环 阶 跃 响应 ， 该 响应 是 否 符合 你 的 结论 ? 


考虑 下 面 给 出 的 双 输 入 双 输 出 系统 
0.806s 二 0.264 一 (15s 十 1.42) 
Grs) - s 十 1.15s 十 0.202 s 十 12.8s? 十 13.6s 十 2.36 
1.95s“ 十 2.12s 十 4.90 7.14s“” 十 25.85 十 9.35 


53 十 9.1552 十 9.39s + 1.62 ”54 十 20.8s3 十 116.452 十 111.685 十 188 
绘制 出 带 有 Gershgorin 带 的 逆 Nyquist 曲线 ， 并 在 该 曲线 上 标 出 各 个 频率 下 的 特 
征 值 ， 验 证 这 些 特征 值 满足 Gershgorin 定理 ， 并 绘制 该 系统 的 阶 跃 响应 曲线 来 演 
示 结 果 系 统 是 不 是 较 好 解 耦 的 系统 。 
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-3 1 2 1 1 0 

0 -4 -2 -1 0 2 

z0=|]1 7 了 了 |zb+|l auag 
-1 -1 1 -? 1 1 


注意 ， 多 变量 系统 零点 的 概念 和 单 变量 系统 不 同 ， 不 能 由 单独 求 每 个 子 传递 函数 
零点 的 方式 求 取 , 应 该 由 tzero() 函数 得 出 ， 另 外,，pzmap() 函数 同样 适用 于 多 变 
量 系统 。 

、 加 0.2(s 十 2) 
态 方程 实现 的 可 控 标 准 型 和 可 观测 标准 型 。 


22 判定 下 列 系统 的 可 控 性 和 可 观测 性 ， 得 出 系统 的 可 控 和 可 观测 阶梯 形式 。 


1 -oa 3 0 
0Oi=| 了 2 |z0+|2 ao yb=[20-aeg 
-2 0 -2 14 --1 
1  -2 一 | ] 
zt 人) 一 | 1 一 2 到 了 人 tt) 十 (区 ，3( 三 上, 一 1,0lz() 
一 工 2 工 


23 试 判定 下 面 矩 阵 是 否 为 正定 和 矩阵， 如 果 是 ， 则 得 出 其 Cholesky 分 解 矩 阵 。 


9212 2 16 17 9 12 12 
24333 l]7 12 12 2 18 
4=-|13734|,， BEB-|9g9 ll 7 13 
2335 4 Il]2 2 7 18 12 
23445 12 18 13 12 10 


24 试 对 矩阵 4= | 2 0 下 汪 | 进行 Jordan 变换 ， 并 得 出 变换 矩阵 。 


25 试 求 下 面 齐 次 方程 的 基础 解 系 。 


b71 十 Z2 十 473 一 774 一 375 二 0 

一 201 一 7 了 To 一 7Z3 十 674 一 昌 

一 471 十 572 十 3 一 6Z4 十 875 一 

一 4J471 十 3672 十 gza 一 2174 十 49z5 =0 
-26z1 一 1272 一 2773 十 27z4 十 17z5 一 0 
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16 2 3 13 1 
5 1 10 8|、 |3 
9 7 6 12<4=|4 
4 14 15 1 7 


2 9 4 12 5 8 6 ] 9 
]2 2 8 了 忆 3 7 0 12 
0 3 9 7 D 10 4 12 
3 11 6 6 9 9 11 有 =110 9 
I1 2 1 4 6 8 7 0 9 
0 一 t 1 -9 1 -1 18 1U0 18 
26 -27 -1 0 -15 一 13 18 一 20 2 


28 试用 数值 方法 和 解析 方法 求 取 下 面 的 Sylvester 方程 ， 并 验证 得 出 的 结果 。 


3 -0 -4 0 5 -2 1 一 ] 
1 4 2 --2” 1 -2 1 4 工 2 
-0 3 -6 7 3 天 十 大 攻 一 9 一 |5 -6 1 
-ljJ 10 0 -0 -2 -1 9 6 一 4 一 4 
0 4 0 3 4 -0 6 一 ? 


-27 6 -3 9 0 3 653 4 

| 2 -6 -2 -6 16 4 5 63 4 41 

4=-|-5 0 -5 28=|-749=|3346 |,R= | 
I10 3 4 -1 9 6 44 .246 


试 求解 该 方程 ,得 出 已 矩阵 ， 并 检验 得 出 解 的 精度 。 
30 双 输 入 双 输 出 系统 的 状态 方程 表示 为 


225 -5 -125 -05 
225 _425 -125 _025 
025 -05 -125 -1 |z2( 
125 _175 -025 _0.75 


0 0 [| 


(= “OO=|0 2 0 引 z 


ch ED 心 
fw 5 刁 己 : 


假设 选择 加 权 系 阵 @ = diag([1,4,3, 引 )， 且 羽 = 五 ， 试 设计 出 线性 二 次 型 最 优 调 
节 促 ， 并 绘制 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 如 果 想 改善 闭环 系统 性 能 ， 应 该 如 何 修改 @ 
和 拭 阵 ? 
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31 假设 已 知 某 Jordan 块 矩 阵 4 及 其 组 成 部 分 为 





41 3 1 0 5 1 四 1 0 

凡 王 4 ， 凡 1 一 0 一: | 》 4 一 ) 43 一 
4 0 0 3 0 一 5 0 0-l 1 
3 2 0 0 0 -1 


试用 解析 解 运算 的 方式 得 出 e4，sin (24: 十 5 ) ,，e44142 Tsin(43b4t 二 esin4t。 
32 假设 已 知 矩 阵 4 如 下 , 试 求 出 e4t sin 4t e4t sin (4 e4tt)。 


-45 0 05 -15 
-0.5 -4 0.5 -0.5 
1.5 1 -25 1.5 
0 -1 -1 -3 


33 请 求 出 下 面 自治 系统 状态 方程 的 解析 解 ， 并 和 数值 解 得 出 的 曲线 比较 。 


几 一 


-D 2 0 b 
0 -4 0 0 2 
2z0O=| 3 4 zeozoO=|， 
- 2 U 一 4 1 


34 妈 输 入 双 输 出 系统 的 状态 方程 表示 为 


225 -5 -125 -0.5 4 6 
|2.25 -425 -125 -0.25 2 14 0001 
?的 一 |025 -05 -125 -1 |zt0+|2 相 w(b， v9O=| 2 0 了 人 
1.25 -1.75 一 0.25 一 0.75 0 2 


试 将 该 模型 输入 到 MATLAB 空间 ,并 得 出 该 模型 相应 的 传递 函数 矩阵 。 若 选择 采 
样 周期 为 工 = 0.1 秒 ,， 求 出 离散 化 后 的 状态 方程 模型 和 传递 函数 窍 阵 模型 。 对 该 模 
型 进行 连续 化 变换 ， 测 试 一 下 能 否 变换 回 原来 的 模型 。 

35 给 出 一 个 8 阶 系统 模型 C(s) 


18s" 十 514s6 十 5982s5 十 36380s4 十 122664s3 二 222088s2 二 185760s + 40320 
s8 十 36s7 十 546s6 十 4536s5 十 22449s4+ 十 67284s3 十 118124s2 十 109584s 十 40320 
并 假定 系统 具有 零 初 始 状态 ， 请 求 出 单位 阶 跃 响应 和 脉冲 响应 的 解析 解 。 若 输入 
信和 号 变 为 正弦 信和 号 wb = sin(3t 十 5), 请 求 出 稚 初 始 状态 下 系统 时 域 响应 的 解析 
解 ， 并 用 图 形 的 方法 进行 描述 ， 和 数值 解 进行 比较 。 


参考 文献 


由 Laub A，Numerical linear algebra aspects of control design computations [J|. 
了 此 Jransactions on Automatic Control, 1985，AC-30(2):97~108 





和 


2] 黄 琳 . 系统 与 控制 理论 中 的 线性 代数 IM]. 北京 : 科学 出 版 性 ,1984 
[3] The MathbhWorks Inc.， Statistics toolbox user's Ianual |Z|, 2004 
[dd 薛 定 宇 ,， 陈 阳泉 . 高 等 应 用 数学 问题 的 MATLAB 求解 |Mj. 北京 : 清华 大 学 出 版 
社 , 2004 
[5] Dongarra J J, Bunsh JR, Molor C B. LINPACK user's guide [M]. Philadelphia: 
SIAM Press，1979 
[6]| Press W 于 Flannery B P,，Teukolsky S A, et al，Numerical recipes，the art of 
Scienti8aic computing 1Mj， Cambridge: Carmbridge University Press，1986 
[7 了] Garbow B 3$，Boyle J M,，Dongarra J J， et al，Matrix eigensystem routines 一 
EISPACK guide extension |M|，Lecture notes in computer sciences，volume 51. 
New York: SPringer-VeTlag，1977 
[8| Smith 了 工 Boyle J M，Dongarra J J，et al，Matrix eigensystem routines 一 
EISPACK guidqe |Mj，Lecture notes in coinputer sciences，volume 6 New York: 
DTinger-Verlag, Second edition ，1976 
19j Moler C B, Stewar G W. An algorithm for generajized matrix eigenvalue problems 
JJ SIAM Journal of Numerical Analysis，1973,， 10(241~256) 
[10] 韩 不 清 ,， 何 关 钰 ， 许 可 康 . 线性 系统 理论 代数 基础 [M. 沈阳 : 辽宁 科学 技术 出 版 
社 ，1985 
上 天 alman 及 On the general theory of control systems | 相 ，IRE Transactions on 
Automatic Control，1959, 4(3):110，Abstract， Full paper published on the 1st 
IFAC Congress，Moscow，1960 
[112] Kuo B C. Digital control systems [M]. New York: Holt，Rinehart and Winston 
Jnc，1980 
[13j Rosenbrock 本 也 Compnuter-aided control system design [M]， New York: 
Academic Press，1974 
[14] 肖 筱 南 . 现代 数值 计算 方法 [M]. 北京 : 北京 大 学 出 版 社 , 2003 
[115] Klema V，Laub AThe singular value decomposition: Its_ computation and 
sorme apbplications |Jj， IEEE Transactions on Automatic Control，1980，ACL- 
25(2):164~176 
[16] 郑 大 钟 . 线性 系统 理论 [IM]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 , 1980 
117] Moore B. Principal component analysis ip linear systerms: Controllability， 
observability, and model reduction |Jj. IEEE Transactions on Automatic Control， 
1981，AC-26(1):17~32 
[18] 《数学 手册 》 编写 组 . 数学 手册 [M]. 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1979 
19] Laub A，A Schur method for solving algebraic Riccati equations [ 相 ，IEEE 
Transactions on Automatic Control. 1979. AC-24(6):913~921 
[20] Arnold WEF HI Laub A. Generalized eigenaproblem algorithms and software for 
algebraic Riccati equations |J， Proceedings of IEEE，1984,，72(12):1746~1754 
[21] Anderson B D 9，Moore J B，Linear optimal control [M]，Englewood Cliffs: 
Prentice- 开 al]l,，1971 
[22| Franklin G FE, Powell J D，Workman M. Digital control of dynarmnic systems [MI 
Reading MA: Addison Wesley 3rd ，1988， (清华 大 学 出 版 社 有 影印 版 ) 





152 第 3 章 线性 代数 问题 的 计算 机 求解 


证 


[23| Moler C B, Van Loan C 上 . Nineteen dubious ways to compute the exponential 
of a _ matrix |J. SIAM Review,， 1979,， 20:801~836 

[24] 孙 增 折 ,， 袁 曾 任 . 控制 系统 的 计算 机 辅助 设计 [M]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 , 1988 

[25] 莓 定 字 ， 任 兴 权 .， 连续 系统 的 仿真 与 解析 解法 可， 目 动 化 学 报 ，1992，19(6): 
694 一 702 


一 一 第 了 章 一 一 一 一 一 一 一 一 
常 微分 方程 问题 的 计算 机 求解 


微分 方程 是 描述 动态 系统 的 最 常用 数学 工具 , 也 是 很 多 科学 与 工 
程 领 域 数 学 建 模 的 基础 。 线 性 微分 方程 和 低 阶 特殊 微分 方程 往往 可 以 
通过 解析 解 的 方法 求解 ,但 一 般 的 非 线性 微分 方程 是 没有 解析 解 的 ， 
故 需 要 用 数值 解 的 方式 求解 。4.1 节 对 线性 常 系数 微分 方程 的 解析 解 
进行 研究 , 给 出 基于 MATLAB 语言 的 微分 方程 解析 解 方法 ,探讨 了 
简单 非 线性 系统 的 解析 解 的 可 能 性 ,并 通过 几 个 实际 的 物理 建 模 实 例 
介绍 系统 微分 方程 的 建 模 方法 与 求解 方法 。 由 于 绝 大 多 数 非 线性 微 
分 方程 的 解析 解 是 不 存在 的 , 所 以 从 4.2 节 开 始 主要 介绍 了 一 般 微 分 
方程 的 数值 解法 。4.2 节 首 先 介绍 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 的 数值 求解 
方法 和 关键 技术 , 介绍 了 几 种 常用 的 微分 方程 数值 解 算法 ,引入 变 步 
长 算法 的 概念 与 必要 性 ， 以 及 基于 MATLAB 现成 函数 的 微分 方程 求 
解 方法 , 还 通过 例子 对 微分 方程 数值 解 过 程 中 遇 到 的 问题 和 采用 的 
方法 进行 半 述 ,并 介绍 一 些 求解 技巧 , 包括 微分 方程 的 MATLAB 描 
述 方法 . 变 步 长 的 相对 误差 准则 选取 、--- 般 微分 方程 转换 成 一 阶 显 式 
微分 方程 的 方法 等 。4.3 节 研 究 各 种 其 他 类 型 微分 方程 初 值 问题 的 求 
解 , 包括 刚性 微分 方程 的 数值 求解 方法 、 隐 式微 分 方程 的 求解 方法 、 
微分 代数 方程 的 求解 方法 、 延 迟 微分 方程 和 切换 微分 方程 的 求解 方法 
等 , 这 些微 分 方程 的 求解 在 控制 系统 研究 中 均 能 找到 其 对 应 的 原型 问 
题 。4.4 区 研究 微分 方程 的 边 值 问 题 计 算 机 求解 方法 ,首先 介绍 二 阶 
微分 方程 的 求解 方法 ， 再 介绍 -- 般 边 值 问题 的 求解 方法 及 扩展 边 值 问 
题 的 来 解 方法 ， 并 根据 该 方程 的 求解 方法 引入 微分 Riccati 方程 的 求 
解 方法 ,并 介绍 二 次 型 最 优 控制 问题 的 求解 方法 。 在 4.5 节 中 将 简要 
介绍 基于 Simujink 的 系统 微分 方程 建 模 与 求解 方法 ,并 以 多 变量 系 
统 、 计 算 机 控制 系统 、 时 变 系统 和 网 络 控制 系统 为 例 , 研究 基于 框图 
的 建 模 方 法 与 仿真 方法 。 
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4.1 名 系 数 线性 微分 方程 的 解析 解 方法 


4.1.1 微分 方程 的 解析 解 方法 


MATLAB 语言 的 符号 运算 工具 箱 提供 了 一 个 线性 常 系数 微分 方程 求解 的 实 
用 函数 dsolve()， 该 函数 允许 用 字符 串 的 形式 描述 微分 方程 及 初 值 、 边 值 条 件 ， 
最 终 将 得 出 微分 方程 的 解析 解 。 该 函数 的 调用 格式 为 


y=QdQSolVvekfil1，f2o，.…… ，fn) 
y=dqsolve(fl， 于 2 ， 四 fm ，?X)7) 指明 自 变量 


其 中 ,fi 既 可 以 描述 微分 方程 ， 又 可 以 描述 初始 条 件 或 边界 条 件 。 在 描述 微分 
方程 时 ,可 以 用 D4y 这 样 的 记号 表示 V 人 坟 ,还 可 以 用 D2y(2)=3 这 类 记号 表示 
y2) 三 3 这 样 的 已 知 条 件 ， 该 函数 可 以 容易 地 得 出 原 微分 方程 的 解 。 如 果 描 述 微 
分 方程 的 自 变量 不 是 上 而 是 z, 则 可 以 由 后 一 个 MATLAB 语句 格式 指明 自 变 量 。 


例 4-1 考虑 图 2-3 中 的 RLC 串联 电路 ， 其 对 应 的 微分 方程 模型 为 


PCSe + RC Ce 
试 求 该 系统 在 零 初 始 条 件 下 阶 跃 响应 的 解析 解 uc (Ht)。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 阶 路 响应 解析 解 为 
>> SymS L RC 
uc=dsolve(:L*C+D2Uc+R*+*CxDUc+Uc=1:,:Uc(0)=0:,:DUc(0O)=0)，) 
这 样 可 以 得 出 系统 的 阶 跃 响应 解析 解 为 
二 Ga EC 一 和 -28 


2 也 下 





二 ac 人 = 人 (4-1-1) 





uc 人 ti 一 


其 中 4=VRE2C2 -45C。 


例 4-2 假设 输入 信号 为 内 (tb) = e-5tcos(2t 十 1 十 5， 试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 


十 了 


yt 人 十 10y3( 人 (十 358( 十 500(t) 十 24y(b = 5 忌 ( 旧 十 4 人 (有 十 2u( 


求解 若 想 求解 本 微分 方程 ， 首 先 应 该 定义 上 为 符号 变量 ， 这 样 就 可 以 推导 出 给 定 币 
分 方程 等 式 右 侧 的 时 间 表 达 式 为 
>> SymS 七 yY; U=exp(-5#t)*kCos(2#+t+T)+5， 
uu=5*qiff(u, 七 ,2)+4*#kdqiff(u,t)+2#*u; 
7y=dsolve(['D4y+10*rD3y+35*D2y+50*Dy+24*y=: ,char(uu)]) 
上 上述 语句 中 ， 先 由 给 定 的 输入 信号 wu(t) 直接 推导 出 该 方程 的 右 侧 表 达 式 ， 得 出 
新 的 竺 号 变量 uu。 因 为 dsolve() 函数 需要 字符 串 型 的 变量 描述 微分 方程 ， 所 以 用 
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char() 了 数 将 等 号 右 侧 的 表达 式 转 搁 成 字符 串 ， 与 等 号 左 侧 的 表达 式 一 起 描述 完整 
的 微分 方程 。 这 样 得 出 的 微分 方程 解析 解 为 
y 人 1) 三 忆 e cosC21+1) 一 25e5 sin(2t 十 ] 十 Ce 十 Coe 区 十 Case 一 2 二 Ce 
其 中 ，Ci 为 任意 常数 。 若 给 出 初始 条 件 或 边界 条 件 ， 则 可 以 通过 这 些 条 件 建 立方 程 ， 
求 出 Ci 的 值 。 这 样 的 结果 和 高 等 数学 中 微分 方程 求解 是 一 致 的 。 

仍 考 度 上 面 的 微分 方程 ,假设 已 知 V(0) = 3,7(0) = 2 这 0) = y3)(0) = 0， 则 可 以 
通过 下 面 的 命令 求 取 满 足 该 微分 方程 的 特 解 。 
>> y=dqsolve(["D4y+10*D3y+35*D2y+50*Dy+24#ky= ,char(uu)] ,... 
:了 (0)=3，,,Dy(0)=2，,:D2y(0)=0，，,D3y(0)=0 站 
由 于 得 出 的 解 较 兄长 ， 所 以 这 里 只 给 出 自动 转换 的 玖 IFX 结果 如 下 : 





5 343 所 547 一 口 。 
zy 人 (tb 一 行 一 5 cos (2t 十 1) 一 5 ”Sin(2t 十 十) 
44 D1] 69 271 41 29 
+ [和 芝 cesl- 二 sn1-je2 + (后 cl1+ 呈 sm1l- 二 ) e 
]179 5 73 133 97 
十 (时 emsi+ g SI 工 十 罗 e 2 十 (加 cosl+ 亲 smnl+19) e 


利用 强大 的 MATLAB 符号 运算 工具 箱 ， 还 可 以 求解 出 以 前 看 似 不 可 能 的 问题 的 

解析 解 。 例 如 ， 设 置 y(0)=1/2,8(z)=1.7(2r)=0,7(2r)=1/5， 则 可 以 得 出 解析 解 为 
>> y=dsolve([:D4y+10*D3y+35+D2y+50*+DYy+24*xy=， ,char(uua)] ,.，. 
'yY(0)=1/2:,:Dy(pPi)=1”,:D2y(2*pi)=0),，Dy(2+pi)=1/5)) 

如 果 用 推导 的 方法 求 Ci 的 值 ， 则 每 个 系数 的 解析 解 至 少 要 写 出 10 数 行 ， 所 以 应 
该 未 用 有 理 式 近 似 的 方式 vpa(2y ,10) 将 方程 的 解析 解 表示 成 
y() 六 一 = ea sin(2t 十 ]) 

一 219.1291604e 十 442590.9052e-4 + 31319.63786e-2t _ 473690.0889e-3t 


从 表面 上 看 ,这 里 的 微分 方程 求解 问题 似乎 和 前 面 介 绍 的 传递 函数 的 时 域 响 
应 解析 解 好 像 是 同样 的 问题 ,事实 上 , 它们 之 间 是 有 区 别 的 。 因为 传递 函数 是 建 
了 在 系统 输入 、 输 出 信号 及 其 导数 初 值 均 为 0 的 前 提 下 的 ， 所 以 以 前 介绍 的 传递 
图 数 方法 不 适合 于 求解 上 述 微分 方程 的 解析 解 问题 。 

例 4-3 前 面 介绍 的 方程 只 含有 实数 极点 ， 其 实 符号 运算 工具 箱 提 供 的 dsolve() 蔓 数 
同样 适用 于 有 复数 极点 的 微分 方程 解析 解 。 假 设 微分 方程 如 下 


e fcos(2t 十 ]) 





y5)( 划 二 550 人 (十 12y(0(6 十 1670 + 127 十 48( 区 二 习 ( 昌 十 3u 人 9 
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且 假设 输入 信号 为 正 纹 信号 ui = sint， 并 假设 V(0) = 9(0) = 80) = y2(0) = 
yi9O(0) = 0， 试 用 解析 方法 求解 该 方程 。 
求解 用 下 面 的 方法 可 以 求 出 原 微分 方程 的 解析 解 
>> Syms 七 yY; u=sin(t); uu=3*xdqiff(u)+3*ruj 
y=dsolve(['D5y+5*D4y+12*xD3Yy+16*D2Yy+12*DYy+4*y=” Char(Cuu)] ,... 
:y(0)=0:,)Dy(0)=0，,，D2y(0)=0，,，D3y(0)=0，,，D4y(0)=07?) 


其 解析 解 的 数学 描述 为 
12 9 57 12 3 3 ，-_ 
zy 三 一 元 cos 上 一 25 Sin t 十 89 Sin t 十 55e cost 十 ste sint 一 车 妈 “cost 
更 简单 地 ， 解 析 解 可 以 手工 修改 为 
( 昌 一 ost 旺 叶 ( 吉 + 绚 in t 十 < 5 1 cost 
y 人 二 一 元 cost 一 了 sin 村 “sint 光一 条 吉 。 


有 +2200) 一 了 ( 提 十 29( 人 一 e- 
zt) 一 4z(0 十 38(0 十 4e 一 
求解 线性 微分 方程 组 也 可 以 用 dsolve() 函数 直接 求解 。 上 述 的 线性 微分 方程 组 可 
以 由 下 面 的 MATLAB 语 名 直接 求解 。 
>> [x,y]j=dso1Vve('D2x+2*DX=X+2*+y-exp(- 七 ) : ，:Dy=4*#X+3yy+4kexp(- 七 )) 

这 样 可 以 求 出 方程 的 解析 解 为 

7( 四 一 一 6te 二 十 Ce 十 Coe(I+V6jF + 5 erI+V6j 
| y( 四 三 6te 一 一 Cie 一 十 2 (2 十 v6j CaeUrYSjt 二 2 (2 一 V6 Cae-(-I+V6)t+ er 


例 4-4 试 求 线性 微分 方程 组 | 的 解析 解 。 


4.1.2 ”特殊 非 线 性 微分 方程 的 解析 解 


特殊 的 非 线性 微分 方程 也 是 可 以 用 dsolve() 函数 求解 析 解 的 ,这样 的 方程 
摘 述 方式 和 前 面 介绍 的 线性 微分 方程 是 -- 致 的 ,描述 了 这 样 的 微分 方程 , 则 可 以 
直接 求解 出 微分 方程 的 解析 解 。 下面 通 过 例子 演示 非 线性 方程 的 解析 解 求解 ， 同 
时 还 将 演示 不 能 求解 的 例子 。 
例 4-5 试 求 出 一 阶 非 线性 微分 方程 (b = 区 [1 - z“(] 的 解析 解 。 
求解 这 样 简单 的 一 阶 非 线性 方程 可 以 考虑 用 dsolve() 函数 直接 解 出 。 

>> Syms 七 Xj X=dsolVe(:DX=Xy*+(1-X”2) 1) 
该 微分 方程 的 解析 解 为 Zi) 三 士 1/VL1+OCie-24。 

其 实 ， 稍 微 改 变 原 微 分 方程 ， 例 如 将 等 号 右 侧 加 上 1， 则 可 以 用 下 面 的 语句 试 解 
该 方程 。 读 者 会 发 现 原始 的 微分 方程 是 没有 解析 解 的 。 

>> Syms 七 Xi  X=dsolve()DXx=Xk(1-x">2)+17)) 





4.2 微分 方程 问题 的 数值 解法 


证 


这 时 出 现 警告 信息 ' 开 xplicit solution could not be found”, 说 明 原 方程 不 存在 解析 解 。 


例 4-6 考虑 著名 的 Van der Pol 方程 的 AL 的 一 让 各 + zy 的 三 0， 斌 用 


dqsolve() 函数 求解 它 ， 看 看 能 得 出 什么 由 论 ， 
求解 由 前 面 的 讨论 可 见 ， 似 乎 所 有 的 微分 方程 都 可 以 直接 用 MATLAB 语言 提供 的 
强大 的 dsolve() 通 数 求 解 ， 这 样 很 自然 地 想到 一 般 非 线性 微分 方程 的 解析 解 问题 。 

对 前 面 给 出 的 Van dqer Pol 方程 ， 用 户 党 试 如 下 的 MATLAB 命令 ， 也 将 得 出 驮 
微分 方程 无 解析 解 的 提示 。 

>> Syms y muj y=dsolLve(:D2y+muk(y~2-1)*DYy+y 7 ) 
这 时 将 给 出 警告 信息 ， 表 示 原 方程 没有 解析 解 。 

可 见 ， 微 分 方程 解析 解 求解 函数 dsolve() 并 不 能 直接 应 用 于 一 般 非 线性 方 
程 的 解析 解 的 求解 ,因为 它们 的 解析 解 确 实 不 存在 。 所 以 非 线性 微分 方程 只 能 用 
数值 解法 去 求解 ,即使 看 起 来 很 简单 的 非 线 性 微分 方程 也 是 没有 解析 解 的 ， 只 有 
极 特殊 的 非 线性 微分 方程 解析 可 解 。 下面 将 集中 介绍 各 类 非 线性 微分 方程 的 数值 
解 方法 。 


4.2 微分 方程 问题 的 数值 解 法 


前 面 介绍 了 微分 方程 的 解析 解 方法 ， 同 时 也 指出 很 多 非 线性 微分 方程 是 不 
存在 解析 解法 的 ， 需 要 使 用 数值 解法 对 之 进行 研究 。 从 本 节 开 始 着 重 讨 论 基 于 
MATLAB/Simulink 语言 的 各 类 微分 方程 的 数值 解 方法 。 


4.2.1 微分 方程 问题 算法 概述 


一 般 微 分 方程 的 数值 解法 很 大 -类 是 关于 微分 方程 初 值 问题 的 数值 解法 ,这 
类 问题 需要 用 一 阶 显 式 的 微分 方程 组 来 描述 为 


Zi = (12 及 ) (4-2-1) 


其 中 , Pi 人 za 人 (的 av 人 (| 称 为 状态 向 量 , 方程 左 侧 是 状态 变量 的 一 
阶 导 数 回 量 。 右 侧 的 函数 下 (人 ) = [ 态 ( 人 ) 户 站 态 ( 让 可 以 是 任意 非 线 性 函数 。 
所 谓 初 值 问题 是 指 , 若 已 知 初 始 状态 zo = [2(0) ,za(0)] 工 , 用 数值 求解 方法 
求 出 在 某 个 时 间 区 间 te i0, 右 ] 内 各 个 时 刻 状 态 变量 z( 划 ) 的 数值 ,这 里 去 又 称 为 
终 正 时 间 。 

对 多 元 非 线 性 第 微分 方程 初 值 问题 来 说 ，Euler 算法 是 最 直观 的 一 类 求解 算 
法 。 虽 然 仿 算法 比较 简单 ,但 对 理解 其 他 复杂 的 微分 方程 算法 是 很 有 帮助 的 ， 故 
这 里 将 以 Euler 算法 为 例 介 绍 微分 方程 初 值 问 题 的 数值 算法 。 
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假设 已 知 在 如 时 刻 系 统 状 态 向 量 的 值 为 z(t 如 )， 着 选择 一 个 很 小 的 计算 步 长 
户 ， 则 可 以 将 微分 方程 左 侧 的 导数 近似 为 (z( 加 十 站 一 束 (加 1 十 六 一 如 )， 代 入 
微分 方程 则 可 以 解 出 在 如 十 瑚 时 刻 方 程 的 近似 解 为 


更 严格 地 ,因为 这 样 的 近似 解 是 存在 误差 的 , 所 以 可 以 写 出 在 如 十 六 时 刻 系 
统 状态 各 量 的 值 为 


zZ(t 如 十 有 一 如 (如 十 玉 ) 十 王 0 十 APzo) 十 瑟 0 (4-2-3) 


简 记 zi = Z( 加 十 姑 ， 则 人 三 爹 (加 十 户 ) 为 系统 状态 向 量 在 名 十 六 时刻 的 近似 值 ， 
亦 即 数值 解 。 可 见 ， 瑟 0 为 数值 解 的 售 入 误差 。 在 实际 解法 中 为 简单 起 见 ， 经常 可 
以 舍弃 “记号 ， 而 将 数值 解 直 接 记 为 zi 。 
一 般 地 , 假设 已 知 在 丸 时 刻 系统 的 状态 向 量 为 zk ， 则 在 妈 十 六 时 刻 Euler 
算法 的 数值 解 可 以 写成 
Th+1 三 28 十 大 天才 DA (4-2-4) 


这 样 ， 用 和 友 代 的 方法 可 以 由 给 定 的 初 值 问 题 逐 步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 
ti <E [0,7] 内 各 个 时 刻 如 十 疡 加 十 2 处 的 原 问 题 数值 解 。 
提高 数值 解 精度 的 一 种 方法 是 减 小 步 长 站 的 值 。 然 而 ， 并 不 能 无 限制 地 减 小 
彤 的 值 ,这 主要 有 两 个 原因 : 
中 减 慢 计算 速度 ”因为 对 选 定 的 求解 时 间 而 言 ， 减 小 步 长 就 意味 着 增加 在 这 
个 时 间 段 内 的 计算 点 数目 ， 故 计算 速度 减 慢 。 
@) 增加 累积 误差 ”因为 不 论 选 择 多 小 的 步 长 , 所 得 出 的 数值 解 都 将 有 一 个 会 
入 误差 , 减 小 计算 步 长 则 将 增加 计 管 的 次 数 ， 从 而 使 得 整个 计算 过 程 的 舍 
入 误差 的 登 如 和 传递 次 数 增多 , 产生 较 大 的 累积 误差 。 舍 入 误差 、 累 积 误 
差 和 总 误差 关系 的 示意 图 如 图 4-1 所 示 。 

















十 算 一 步 求 解 结果 KE 二 1 
记 
误差 N 一 | 上 
AN 全 到 两 步 求解 结果 个 1 
民 LA 舍 入 误差 
NSeeseA 
一 一 暴 计 误 产 攻 1 
| -一 一 一 一 一 一 有 nn 步 长 万 大 大 十 2 :大 十 下 系 
图 41 误差 示意 图 图 4-2 ” 变 步 长 示意 图 


所 以 在 对 微分 方程 求解 过 程 中 , 应 采取 下 列 措施 : 





人 2 .微分 方程 问题 的 数值 解法 1 
J 选择 适当 的 步 长 采用 像 Euler 法 这 样 简 单 的 算法 时 ,应 适当 地 选择 步 长 ， 
既 不 能 太 大 ， 又 不 能 太 小 。 
@ 改进 近似 算法 精度 由 于 Euler 算法 只 是 将 原 积 分 问题 进行 梯形 的 近 
似 ， 基 近似 精度 很 低 ， 从 而 不 能 很 有 效 地 逼近 原始 问题 。 可 以 用 各 种 更 
精确 的 插值 方法 来 取代 Euler 算法 ， 从 而 改进 运算 精度 。 比 较 成 功 的 是 
Rnunge-Kutta 法 、Adams 法 等 。 
@) 采用 变 步 长 方法 ”前面 提 及 “适当 ”地 选择 步 长 ， 这 本 身 就 是 个 模糊 的 概 
念 , 如 何 适 当地 选择 步 长 取决 于 经 验 。 事 实 上 , 很 多 种 方法 都 允许 变 步 长 
的 求解 ， 如 果 误 差 较 小 时 ,可 自动 地 增 大 步 长 ， 而 误差 较 大 时 和 再 自动 减 小 
步 长 ， 从 而 精确 、 有 效 地 求解 给 出 的 常 微分 方程 初 值 问题 。 
一 般 变 步 长 算法 的 原理 如 图 4-2 所 示 。 已 知 太 时 刻 的 状态 变量 z， 则 先 在 
某 步 长 疡 下 计算 出 碌 十 六 时 刻 的 状态 变量 各， 。 另 外 , 将 步 长 变 成 原来 步 长 的 一 
半 ,， 分 两 步 从 zk 计算 出 大 十 疡 时 刻 的 状态 变量 人 ;li。 如 果 两 种 运算 步 长 下 的 误 
兰 e =|Zx+l 一 人 Hi| 小 于 给 定 的 误差 限 , 则 可 以 采用 该 步 长 或 适当 增 大 步 长 ,如 
朱 误 兰 大 , 则 进一步 减 小 步 长 。 自 适应 变 步 长 算法 可 以 较 好 地 解决 计算 速度 问题 ， 
态 外 能 保证 计算 的 精度 。 


4.2.2 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算法 及 NMIATLAB 实现 


四 阶 定 步 长 的 Runge-Kutta 算法 是 传统 数值 分 析 课 程 和 系统 仿真 课程 中 经 
季 介 绍 的 算法 , 被 认为 是 求解 微分 方程 的 :一 种 有 效 的 方法 ,该 算法 结构 很 简单 ,可 
以 先 定义 如 下 4 个 附加 向 量 : 


太一 疙 矿 友 


几 斥 
开 ， 一 彤 了 (4 十 DA 十 也) 
用 大 
A3 一 几 丰 ( 十 CA 十 衬 
太 4 一 疡 大 ( 友 十 彤 .人 十 太 3 ) 


(4 2-5) 


其 中 , 尹 为 计算 步 长 , 在 实际 应 用 中 该 步 长 是 -个 常数 , 这 样 由 四 阶 Runge-Kutta 
算法 可 以 求解 出 下 一 个 步 长 的 状态 变量 值 为 


] 
1 二 了 PK 十 (Sa 十 2 无 ， 十 2 达 3 十 玉 1 ) (4-2-6 


这 样 , 用 迭代 的 方法 由 给 定 的 初 值 问题 逐 步 求 出 在 所 选择 的 时 间 段 + c [io 如 ] 
内 各 个 时 刻 如 十 户 .tf 十 27 处 的 原 问题 数值 解 。 
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有 了 上 面 的 数学 算法 ， 则 可 以 用 MATLAB 语言 编写 出 该 算法 的 函数 如 下 : 


function [tout,youtj=rk_4(odefile,ts,y0) 
tO=ts(1); th=ts(2); yout= 口 ; tout=[] |; 
if Jength(ts)==3，h=ts(3);) else，h=(ts(2)-ts(t))V/100; th=ts(2) ;enda 
for t=[t0:hithbj] 
KXl=h*feval(odefile,t,yO) ; 
X2=h*yfeval(odefile,t+h/2,yO+0.5*#Kkt) ; 
Kk3=h*rfeval(odefile,t+h/2,yO+0 .5*K2) ; 
KX4=hyrfeval(odefile ,t+h,yO+K3) ; 
yO=yO+(K1l+2+xk2+2+k3+K4)V/6; yout=[yout;i yY0:];i tout=[tout; tt] |; 
enaq 


其 中 , tspan 可 以 有 两 种 构成 方法 ,第 一 种 方法 可 以 是 一 个 等 间距 的 时 间 向 量 ; 第 
二 种 方法 是 tspan= [如 ,如 ,站 ， 其 中 , 如 和 如 为 计算 的 初始 和 终止 值 , 六 为 计算 
步 长 , odefile 是 一 个 字符 串 变 量 , 为 表示 微分 方程 的 文件 名 , go 是 初 值 列 向 量 。 
卫 数 调用 完成 后 ， 时 间 向 量 与 各 个 时 刻 状 态 变量 构成 的 矩阵 分 别 由 teut 和 yout 
返回 。 

该 算法 看 似 简单 ， 然 而 从 求解 数值 问题 的 效果 看 ， 该 算法 不 是 一 个 较 好 的 方 
法 ， 故 一 般 不 使 用 该 方法 ， 后 面 将 通过 例子 演示 微分 方程 求解 方法 ， 并 和 现成 的 
MATITLAB 本 数 进行 对 比分 析 。 


4.2.3 一 阶 微分 方程 组 的 数值 解 


这 里 诈 先 给 出 一 种 微分 方程 求解 的 高 精度 变 步 长 四 阶 五 级 Runge-Kuttar- 
Felhberg 算法 ,然后 着 重 介绍 如 何 用 MATLAB 语言 的 函数 直接 求解 方法 与 实 
例 , 并 将 介绍 非 线性 微分 方程 收敛 性 的 仿真 研究 结果 。 

1. 四 阶 五 级 Runge-Kutta-Felhberg 算法 

德国 学 者 Felhberg 对 传统 的 Runge-Kutta 方法 进行 了 改进 匡 , 在 每 一 个 计 
算 步 长 内 对 访 (`) 函数 进行 6 次 求 值 ， 以 保证 更 高 的 精度 和 数值 稳定 性 ， 该 算法 又 
称 为 四 阶 五 级 RKF 算法 。 假 设 当前 步 长 为 不 ， 则 可 以 定义 下 面 6 个 太 变量 : 


1 一 】 

乒 ; 一 六 大 ( 十 Qi 及 DPK 十 2] ， 2 一 ] ， 2， 9 ,6 (和 2-7) 
一 1 

式 中 ， 大 为 当前 计算 时 刻 ， 中 间 参 数 (Ci 态 7 及 其 他 参数 由 表 4-1 给 出 ， 其 中 ， Ci， 

Di 参数 对 又 称 为 Dormand-Prince 对 。 这 时 下 一 步 的 状态 向 量 可 以 由 下 式 求 出 。 


6 
T KE+1I 一 28 十 >》 人 天 (4-2-8) 


一] 
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6656/12825 | 1408/2565 





9/32 





3/132 





28561/56430 | 2197/4104 
-1/5 


12/13 | 1932/2197 一 7200/2197 7296/2197 












439/216 -8 3680/1513 -845/4104 -9750 









一 8&/27 2 一 3544/2565 1859/4104 一 11740 2/55 0 





当然 ， 直 接 采 用 这 一 方法 为 定 步 长 的 方法 。 在 实际 问题 中 往往 希望 在 一 些 情 
况 下 (如 解 变化 很 快 时 ) 采用 较 小 的 步 长 ,而 在 另 一些 情 况 下 (如 解 的 变化 很 缓慢 
时 ) 采用 较 大 的 步 长 ， 这 样 做 既 可 以 保证 较 高 的 精度 ， 又 可 以 保证 较 高 的 运算 速 


度 ,在 此 算法 中 , 定义 一 个 误差 向 量 eg = 》 (3; - 记 )R， 可 以 由 它 的 大 小 来 变换 


计算 步 长 , 所 以 这 种 能 自动 变换 步 长 的 方法 又 称 为 自 适应 变 步 长 方法 。 

定 步 长 算法 相当 于 用 开 环 控制 的 思想 求解 微分 方程 , 选 定 步 长 后 将 不 考虑 计 
算是 不 是 有 误差 , 也 不 考虑 误差 是 否 能 被 接受 ，-- 味 采用 单一 步 长 计算 全 程 。 而 变 
步 长 算法 则 是 采用 由 误差 作为 监测 指标 的 闭环 控制 思想 , 在 计算 过 程 中 修正 步 长 ， 
使 得 预期 的 计算 精度 得 以 保证 ， 同 时 由 于 采用 变 步 长 思想 ， 所 以 大 部 分 问题 的 求 
解 时 间 将 明显 缩短 ,因为 在 计算 过 程 中 在 保证 计算 精度 的 前 提 下 也 人 允许 大 步 长 。 

2. 基于 MATLAB 的 微分 方程 求解 丽 数 

MATLAB 下 求解 一 阶 微分 方程 组 初 值 问题 数值 解 的 最 常用 的 方法 是 
odue45() 图 数 ， 该 郴 数 实现 了 前 面 介 绍 的 变 步 长 四 阶 五 级 RKEF 算法 ， 可 以 采 
用 变 步 长 的 算法 求解 微分 方程 。 该 函数 的 调用 格式 为 

上 ,zz] =ode45 (Fun , [to, 女 ] ,mo) % 直接 求解 
[t,]=ode45(Fun, [to, 好 ] ,zzo,optiongs) % 带 有 控制 选项 
[ft ,zj=ode45 (Fun , [to, 夺 ] ,zo,options,Dl1 ,po ) 4% 带 有 附加 参数 


其 中 , 微分 方程 应 该 用 MATLAB 函数 Fun 、inline() 或 匿名 函数 按 指定 的 格式 
描述 ， 有关 该 函数 的 编写 方法 后 面 将 通过 例 了 专门 介绍 ，fto, 如 ] 描述 微分 方程 求 
解 的 区 间 ， 如 果 只 给 出 一 个 值 友 则 表示 初始 时 刻 为 和 三 0, 终止 时 刻 为 去 的 问题 
求解 。 为 使 得 微分 方程 能 够 求解 ， 还 应 该 已 知 初 值 问题 的 初始 状态 变量 zu 。 另 外 ， 
该 国 数 还 允许 雪 < 加， 即 可 以 认为 加 为 终 值 时 刻 , 坊 为 初始 时 刻 ， 故 zu 表示 状态 
变量 的 终 值 , 故 该 函数 可 以 直接 求解 终 值 问题 。 

求解 一 阶 显 式微 分 方程 组 的 关键 是 用 MATLAB 语言 编写 一 个 函数 ,描述 需 
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要 求解 的 微分 方程 组 。 该 函数 的 入 口 应 该 为 
function Zd=funname(t ,z) % 不 需 附 加 变量 的 格式 
function 2Zd=funname(t,Z ,tl1ag,D1:，D2，) 办 可 以 使 用 附加 变量 


其 中 ,上 是 时 间 变 量 或 自 变 量 ,即使 需要 求解 的 微分 方程 不 是 时 变 的 ， 也 需要 给 出 
上 误 位 ,否则 在 变量 传递 过 程 中 将 出 现 问题 。 变 量 z 为 状态 向 量 , 返回 的 ed 为 状 
态 回 量 的 导数 。flag 一 般 用 来 控制 求解 过 程 , 可 以 用 其 给 初始 状态 赋值 。 

在 微分 方程 求解 中 有 时 需要 对 求解 算法 及 控制 条 件 进 行进 一 步 设置 ， 这 
可 以 通过 求解 过 程 中 的 options 变量 进行 修改 。 初 始 options 变量 可 以 通过 
odeset () 困 数 获取 ， 该 变量 是 一 个 结构 体 变 量 ， 其 中 有 众多 成 员 变量 , 表 4-2 中 
列 出 了 和 党 用 的 一 些 成 员 变 量 。 


表 4-2 常 微分 方程 求解 函数 的 控制 参数 表 


参数 说 明 


为 相对 误差 容许 上 限 ， 默认 值 为 0.001 ( 即 0.1 宛 的 相对 误差 ),， 在 一 些 特殊 的 微分 方程 求 
解 中 , 为 了 保证 较 高 的 精度 ,还 应 该 再 适当 减 小 该 值 , 如 le-8 或 1e-6 


为 一 个 向 量 ， 其 分 量 表示 每 个 状态 变量 允许 的 绝对 误差 ,其 默认 值 为 10-5。 当然 可 以 自 
由 设置 其 值 ， 以 改变 求解 精度 

为 求解 方程 最 大 允许 的 步 长 

微分 代数 方程 中 的 质量 矩阵 ,可 用 于 描述 微分 代数 方程 

Jacobian | 为 描述 Jacobi 矩阵 函数 DJ/ Dem 的 函数 名 ,如 果 已 知 该 Jacobi 矩阵 , 则 能 加 速 仿真 过 程 













RelTel 


AbsTol1 


MaxsStepb 


MassSs 





修改 该 变量 有 两 种 方式 ， 其 一 是 用 odeset() 函数 设置 ， 其 二 是 直接 修改 
options 的 成 员 变 量 。 例 如 , 若 想 将 相对 误差 设置 成 较 小 的 10-7， 则 需要 给 出 
options=odeset(:RelTol: ,1e-7) ; % 或 更 直观 地 


options=odeset; options .RelTolL=1le-7; 


表示 , 在 编写 方程 函数 时 也 应 该 一 一 对 应 地 写 出 , 在 这 种 调用 格式 下 还 应 该 使 用 
flag 变量 占 位 。 后 面 将 通过 例子 详细 介绍 相关 的 调用 格式 。 
例 4-7 考虑 著名 的 Rssler 方程 ， 其 数学 表达 式 为 


之 一 一 V( 世 一 2 人 
Y( 扩 一 ( 电 十 0g( 
直 共 一 起 十 区 (的 一 qjz 人 的 


全 在 带 有 附加 参数 时 , 匿名 函数 和 M_ 函 数 与 inline() 纹 数 的 入 口语 句 是 不 相同 的 ,后 二 者 在 
附加 参数 前 还 应 该 有 一 个 flag 变量 占 位 ,而 匿名 函数 不 能 写 这 个 flag 变量 。 
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二 


选 定 QQ 一 50=0.2,c=5.7， 且 z(0)=V(0)=2(0)=0。 试 仿真 该 系统 ， 绘 制 出 系统 的 时 
域 响 应 和 相 空 间 轨 迹 。 

求解 该 方程 是 非 线 性 微分 方程 ， 所 以 不 存在 解析 解 ， 只 能 用 数值 解法 求解 。 若 想 用 数 
值 莫 法 求解 该 微分 方程 ， 首 先 应 该 引入 状态 变量 向 量 ， 如 21 = zi22 一 223 一 2， 这 
样 ， 原 微分 方程 可 以 写成 如 下 的 一 阶 显 式 微分 方程 组 


根据 这 样 的 方程 组 ， 可 以 按 下 面 的 格式 编写 出 一 个 MATLAB 函数 rossler.m 来 描述 
上 面 的 微分 方程 模型 。 其 内 容 为 
function dx=rossler(t,x) 人 虽然 不 显 含 时 间 ， 还 应 该 写 出 占 位 
dx=[-x(2)-x(3); % 对 应 方程 第 一 行 , 直接 将 参数 代入 
x(1)+0.2kx(2); 0.2+(x(1)-5.7)*x(3)]; % 其 余 两 行 
这 时 ， 可 以 调用 微分 方程 数值 求解 函数 ode45() 对 rossler() 函数 描述 的 系统 
进行 数值 求解 ， 并 将 结果 进行 图 形 显示 。 
>> t_final=100; x0=[0;0;0]; opt=odeset; opt.RelTol=le-8; 
[t,x]=ode45(@rossler, [0,t_final] ,x0,opt) ; plot(t,Xx) ， 
figure;i plot3(Cx(:，1),x(C: ,2),x(: ,3)); 
其 中 , t-final 为 设 定 的 仿真 终止 时 间 ，x0 为 初始 状态 。 第 一 个 绘图 命令 绘制 出 系统 
的 各 个 状态 的 时 间 响 应 曲线 图 ,如 图 4 3 (a) 所 示 。 第 二 个 绘图 命令 可 以 绘制 出 三 个 状 
态 的 相 空 间 曲线 ， 如 图 4-3 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 看 似 很 复杂 的 三 元 一 阶 常 微分 方程 组 
的 数值 解 问题 由 几 条 简单 直观 的 MATLAB 语句 就 求解 出 来 了 。 此 外 ， 用 MATLAB 
语言 还 可 以 轻易 、 直 观 地 将 结果 用 可 视 化 方式 直接 显示 出 来 。 




















(a) 状态 变量 的 时 间 机 线 (b) 系统 啊 应 的 相 空 间 表 示 
图 4-3 ”Raossler 方程 的 仿真 结果 
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其 实 ， 观 紧 相 空间 轨迹 走行 的 最 好 方法 是 采用 comet3() 函数 绘制 动画 式 的 轨迹 ， 
故 可 将 最 后 一 个 语句 改 成 comet3(x(: ,1t),x(: ,2),x(: ,3))。 

从 前 面 的 微分 方程 求解 实例 看 ， 如 果 能 建立 一 个 描述 微分 方程 的 MATLAB 
郴 数 ， 则 调用 ode45() 将 立即 得 出 该 微分 方程 的 数值 解 。 可 以 看 出 ， 编 写 一 个 
MATILAB 函数 来 描述 微分 方程 是 常 微分 方程 初 值 问题 数值 求解 的 关键 。 下 面 将 
介绍 能 描述 微分 方程 的 男 一 种 方法 : 匿名 函数 定义 方法 。 

例 4-8 考虑 例 47 中 给 出 的 R6ssler 方程 ， 试 用 匿名 函数 描述 该 方程 ， 并 求 出 该 微分 
方程 的 数值 解 ， 与 前 面 的 结果 进行 比较 。 
求解 可 以 用 rossler() 孙 数 或 用 下 面 的 语句 直接 定义 该 方程 。 

>> fl1=@(t,x) [-x(2)-X(3); x(C1)+0.2*kx(2); 0.2+(x(1)-5.7)*x(3)] ; 
其 中 , fl 为 生成 的 函数 名 ， 可 以 用 ode45() 这 类 微分 方程 求解 函数 直接 调用 。 这 里 自 
变量 仍 为 二 和 z， 微分 方程 的 函数 内 容 一 行 显示 不 下 ， 故 将 其 拆 成 两 行 显示 。 定 义 了 微 
分 方程 模型 ， 就 可 以 通过 下 面 的 语句 求解 这 个 微分 方程 了 。 采 用 下 面 的 命令 ， 将 得 出 
与 倒 47 完全 一 致 的 结果 。 

>> 上 t_final=100; Xx0=[0;0;0] ， [t ,x]j=ode45(fl, [0,t_final] ,x0,opt) ; 

P1lot(t,x) ，figure; plot3Cx(: 1) ,x(: ,2) ,x(: ,3)); 

3. MAILAB 下 带 有 附加 参数 的 微分 方程 求解 

在 基于 MATLAB 语言 的 微分 方程 求解 中 ,引入 附加 参数 的 目的 是 ， 若 微分 
方程 的 茶 些 参数 可 以 选择 不 同 的 值 ， 对 不 同 值 求解 时 考虑 附加 参数 可 以 避免 每 次 
修改 模型 文件 。 例 如 , 例 4-7 中 给 出 的 R6ssler 方程 中 ,a,5 c 可 以 看 成 附加 参数 ， 
这 样 在 表示 它们 的 变化 时 , 无 需 修 改 描述 原始 微分 方程 的 MATLAB 函数 ,而 只 
需 在 调用 微分 方程 求解 时 从 外 部 修改 它们 的 参数 即 可 。 

例 4-9 试 编写 带 有 附加 参数 的 MATLAB 函数 来 描述 例 47 中 的 R6ssler 方程 ， 并 利 
用 该 子 数 研究 分 别 求解 在 该 例 中 给 定 参 数 下 和 一 组 新 参数 中 = 0.3,) = 2.c= 3 下 
Rossler 方程 的 数值 解 。 
求解 选 定 附加 参数 为 0,Dc， 根 据 上 述 的 微分 方程 描述 格式 ， 可 以 编写 出 如 下 的 
MAILAB 函数 ， 来 描述 给 出 的 常 徽 分 方程 组 。 
>> fT2=Q@kt,xX,ab,c)[-x(2)-x(3) ， Xx(k1)+ayrx(2); b+(x(1)-c)*x(3)] ; 
这 样 求解 微分 方程 的 语句 可 以 类 似 地 修改 为 ， 
>> t_final=100; x0=[0;0;0]; a=0.3; b=2; c=3; opt=odeset ; 
opt .RelTolL=1e-8; 比 ,xz]=ode45(f2, [0,t_final] ,x0,opt,a,b,c)， 
plot(t,X) ，figure; plot3(x(:,1),x(:,2),x(: ,3))， 
这 时 得 出 的 二 维和 三 维 曲线 ,如 图 44 (aj、 图 44 (b) 所 示 。 
4. 在 控制 理论 中 证 明 收 敛 的 微分 方程 仿真 研究 
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0 20 40 60 80 100 
(a) 状态 变量 的 时 间 啊 应 图 (b) 相 空 间 三 维 图 
图 4.4 新 参数 下 Rassler 方程 的 仿真 结果 图 示 


第 3 章 给 出 了 非 线性 系统 的 Lyapunorv 稳定 性 验证 方法 ,这 里 将 通过 实际 例 
子 , 利用 仿真 方法 研究 方程 收敛 的 具体 模式 和 收敛 速度 。 
网 410 考虑 公 3.57 中 研究 的 科 信 方程 配 则 | 人 
2 一 一 Z1 一 Yo2f(Z1 十 22) 
中 已经 证 明 ， 该 系统 是 渐 近 稳定 的 ， 读 研究 不 同 初 值 下 的 系统 收 人 敏 速度 。 
求解 由 给 定 的 微分 方程 可 以 立即 建立 起 MATLAB 描述 。 随 机 选 定 10 个 初始 状态 ， 
则 可 以 绘制 出 系统 的 相 平面 曲线 ， 如 图 45 (ai 所 示 。 可 见 ， 由 各 个 初始 状态 出 发 的 相 
平面 曲线 均 将 渐 近 地 收敛 到 原点 。 
>> F=Q@(t,X)L-x(1)*r(x(t) ”2+x(2)” 2)+Xx(2)，-X(C1)-x(2)*(x(C1)”2+xX(2)>”2)]， 
xl0=floor(10*rand(10,1)); x20=floor(10*rand(10 ,1)) ; 
for 1I=1:19 
[t ,xj]j=ode45(F, [0,10] ,[x10(i);，x20(i)] ); 
Plotkx(: ,1),x(:,2))，hold on 


， 在 该 例子 


enda 
现在 观察 其 中 一 条 相 平 面 曲线 的 收 系 情况 ,设置 终 值 时 间 为 1000 秒 ， 则 将 得 出 
如 图 45 (人 b) 所 示 的 相 平面 曲 线 ， 可 见 ， 有 然 理论 上 相 平 面 曲线 渐 近 收敛 到 原点 ， 但 收 
化 的 时 间 可 能 无 限 长 。 所 以 ， 系 统 的 渐 近 稳定 性 并 不 是 系统 性 能 的 惟一 指标 。 
>> [lt,x]j=oqe45(F ,10,1000] , [x10(i);， x20(0i)]) Pilot(Gx(: ,1),x(C: ,2)) 


4.2.4 微分 方程 转换 


由 前 面 介 绍 的 微分 方程 求解 函数 和 微分 方程 标准 型 可 见 ， 如 果 常 微分 方程 由 
一 个 或 多 个 吉 阶 常 微分 方程 给 出 ， 要 得 出 该 方程 的 数值 解 , 则 应 该 先 将 该 方程 变 
换 成 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 。 这 里 将 分 两 种 情况 加 以 考虑 。 

1. 单个 高 阶 常 微分 方程 处 理 方 法 
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(a) 不 同 初始 状态 的 相 平面 曲线 (p) 系统 相 平面 的 收敛 情况 
图 45 给 定 非 线性 系统 的 相 平面 研究 
假设 一 个 高 阶 常 微 分 方程 的 - - 般 形 式 为 
8 于 作 人 9) (4-2-9) 
且 已 知 和 输出 变量 y 人 的 的 各 阶 导 数 初 始 值 为 VW(0),7(0)…… ,ye2-0(0)， 则 可 以 选择 


一 组 状态 变量 ti 一 ya2 一 2/， 本 VD) ， 这 样 ， 职 可 以 将 原 高 阶 常 微 分 方 
程 模型 变换 成 下 面 的 一 阶 方程 组 形式 


21 一 少 5 
To 一 沪 3 

(4-.2-10) 
Zn 一 太志 1;Z2， 四 ;2 


且 初 值 zi(0) = y(0),za(0) = 9(0) ,zaf0) = yn-D0(0)。 这 样 ， 变 换 以 后 可 以 
直接 求 取 原 方程 的 数值 解 了 。 

例 4-11 试用 数值 方法 求 出 Van der Pol 方程 太 H (PDT = 0 的 解 已 知 
y(0) = -0.2,0(0) = -0.7。 

求解 例 4-6 中 已 经 演示 过 ， 该 方程 没有 解析 解 ， 所 以 不 能 用 解析 方法 求解 该 方程 ， 只 
有 依靠 数值 解法 了 。 因 为 该 方程 不 是 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 所 以 需要 对 该 方程 进行 变 
换 。 选 择 状态 变量 Z1 =V, za 一 9， 则 原 方程 可 以 变换 成 


| 妆 1 一 沁 2 

za 一 一 UK(z 一 1jza 一 21 

这 里 的 上 是 一 个 可 变 参 数 ， 如 果 对 每 一 个 要 研究 的 凡 值 都 编写 一 个 函数 则 显得 不 方 
优 ， 所 以 应 该 采用 附加 参数 的 概念 将 / 的 值 传 给 该 函数 ， 这 样 可 以 给 出 下 面 语句 来 描 
述 此 微分 方程 。 
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>> f=Q@(t,x,mu) [x(2) ;=-mur(x(L) 2-1)*x2)-x(1L)] ; 
可 见 ， 在 邓 数 定义 时 多 了 一 个 mu 项 ， 该 项 应 该 在 ode45() 也 数 调用 时 传 给 王 () 
也 数 。 假 定 初 值 为 了 = [-0.2,--0.7] ， 则 最 终 的 求解 函数 格式 为 
>> XxX0O=[-0.2;， -0.7]; tt 上 _finalL=20; 
mu=1l1; [Ltl,ytj=ode45(f, [0,t_finalj ,x0o, [] ,muy) ; 
mu=2; [t2,yY2]=ode45(f, [0,t_finalj,xo, [] ,mu) ; 
plot(t1,y1,t2,y2，，: )) 
figure;i plot(Cyl(: ,1),y1(0: ,2) ,y2(: 1)，y2(0:，2) ，: )) 
这 样 ， 在 彤 一 1.2 时 的 时 间 响 应 曲线 和 相 平 面 曲线 分 别 如 图 46 (aj、 图 46 (b) 所 示 。 






































一 可 计 一 -一 -一 上 上 村 1 Lu 加 - 
上 S ] 15 20 -3 一 号 忆 1 了 3 


(a) 不 同 凡 下 的 时 间 啊 应 曲线 (b) 相 平面 曲线 
图 4-6 不 同 4/ 值 下 Van der Pol 方程 解 


注意 ， 在 定义 函数 时 应 该 有 个 flag 变量 ， 其 作用 是 用 来 指定 初 值 的 。 即 使 初 值 
不 用 指定 ， 也 必须 有 该 变量 占 位 。 调 用 函 数 ode45() 时 也 应 该 给 出 选项 变量 占 位 。 在 
ode45() 调用 命令 中 的 附加 变量 个 数 应 该 与 匿名 通 数 中 的 附加 参数 个 数 完 全 对 应 ， 否 
则 将 出 现 错误 结果 。 

改变 几 的 值 ， 令 由 = 1000,， 并 设 仿真 终止 时 间 为 3000， 则 可 以 采用 下 面 的 命令 求 
解 相 应 的 Van der Pol 方程 。 

>> XO=[2;0]; t+t_final=3000 

mu=1000; [Lt,y]=ode45(f, [0,t_fjimnal] ,x0, [] ,mu) ; 

经 过 长 时 间 的 等 待 ， 发 现 得 出 “Out of memor 的 错误 信息 ， 表 明 求 解 失败 。 事 
实 上 ， 由 于 变 步 长 所 采用 的 步 长 过 小 ， 而 要 求 的 仿真 终止 时 间 比 较 大 ， 导 致 输出 的 V 
答 阵 过 大 ,超出 了 计算 机 存储 空间 的 容 限 。 所 以 ， 这 个 问题 不 适合 采用 ode45() 来 求 
解 ， 后 面 将 采用 刚性 方程 来 解 的 算法 来 解决 这 个 问题 。 

2. 高 阶 常 微分 方程 组 的 变换 方法 

这 里 以 两 个 高 阶 微分 方程 构成 的 微分 方程 组 为 例 , 介绍 如 何 将 之 变换 成 一 阶 
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二 


显 式 常 微分 方程 组 。 如 果 可 以 显 式 地 将 两 个 方程 写成 


| Zn) 一 让 了 人 Zn VD) 


(42-11) 
yn) -一 9 二) 定 …: 。 tm 一 ) 3，， ，。 ,Un 一 ) ) 


则 仍旧 可 以 选择 状态 变量 澳 1 一 炎 , 尼 2 一 7Z， rr 了 mm1 二 4 ,ri+2 一 
2 Zin 一 Yo20， 将 原 方 程 变换 成 


YY1 一 2o 


mn 一 太 丰 1 Ta2， ” ,mn 


. (4-2-12) 
光 mm 十 1 一 光 mm 十 2 


mntn 一 9 人 2 ， Zn 


再 对 初 值 进行 相应 的 变换 ， 就 可 以 得 出 所 期 望 的 一 阶 微分 方程 组 了 。 下 面 通过 - 
个 例子 演示 常 微分 方程 组 的 转换 与 求解 。 


例 4-12 已 知 Apollo 卫星 的 运动 轨迹 (z,V) 满足 下 面 的 方程 


,， . “(zZ 十 红 人 一 .， . * 
站 2 LA = 2 
7 7 2 门 72 


其 中 , 忆 = 1/82.45, 帮 王 1 几 m= VIA 十 ra = V(z 一 Ap] 十 好 ， 试 在 初 
值 Z(0) = 12, 2(0) = 0, y(0) = 0, 9(0) = --1.04935751 下 进行 求解 ， 并 绘制 出 Apollo 
位 置 的 (z,2y) 轨迹 。 
求解 选择 一 组 状态 变量 zl = 7ZzZa2 = 二 Za3 = 四 zd4 一 2 力 这 样 就 可 以 得 出 一 阶 常 微分 
方程 组 为 

之 1 一 2 

Z2 一 2z4 十 Z1 一 As(zl HA/ 吗 一 AZ 一 As)A73 

Z3 一 24 


2Z4 一 -272 十 T3 一 HZ3V/r 一 AZ3Ar3 


式 中 , ri = V(zd+HA2+z3 ra= V(zl 一 pi]2 十 碍 ， 且 凡 = 1182.45,r 一 


用 了 才学 楼 表 入 过 ， 划 可 以 主 册 与 册 天 补 应 的 MATIAG 基 才 四 
function dx=apolloeq(t:,x) 

mu=1/82.45; mu1l=1-mnu， 

T1l=sqrt((x(1)+ma) “2+X(3) ”2); r2=sqrt((x(1)-mul)>2+x(3) ~2)， 
dQX=[x(2); 2*X(4)+X(T)-mualy(x(C1)+mu)/rt 3-nuk(x(1)-mut)/r2”3; 
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x(4); -2*+rXx(2)+X(3)-mulrx(3)Ar1 > 3-murx(3)/r2”3] ; 


注意 ,这 个 方程 由 于 存在 中 间 运 算 与 变量 ,所 以 不 适合 采用 匿名 也 数 或 inline() 
函数 进行 描述 ， 只 能 用 NI 函数 的 形式 描述 微分 方程 。 调 用 ode45() 函数 可 以 求 出 该 
方程 的 数值 解 为 

>> X0O=[1.2; 0; 0; -1.04935751] ; 

tic，[t,y]=ode45(@apolloeq, [0 ,20] ,x0) ; toc 
1engthktt) ，PplotGy(:， 1) y(C: 37) ) 
得 出 的 轨迹 如 图 47 (aj 所 示 。 求 解 过 程 为 0.33 秒 ， 共 计算 了 689 个 点 。 

其 实 ， 这 样 直接 得 出 的 Apollo 罗 迹 是 不 正确 的 ， 因 为 这 时 ode45() 函数 选择 的 
默认 精度 控制 RelTol 设置 得 太 大 ， 从 而 导致 较 高 的 误差 传递 ， 最 终 导致 错误 的 结果 。 
如 果 想 得 出 正确 的 结果 ， 应 该 减 小 RelTol 的 值 ， 例 如 将 其 减 小 到 10-6， 使 用 下 面 的 
语 名 进行 仿真 研究 。 

>> optlions=odeset; options .RelTol=1le-6; 
tic，[tl,yt]j=ode45(@apolloeq, [0,20] ,x0,optiongs); toc 
Jength(tl)，Pplot(Cyl(:，1) ,yl(: ,3)) ， 
得 出 的 轨迹 如 图 47 (b) 所 示 ， 这 时 所 需求 解 时 间 0.7 秒 ， 计 算 点 数 1873 人 个。 可见， 在 
新 的 默认 精度 下 结果 是 完全 不 同 的 。 这 时 ， 再 进一步 减 小 精度 控制 误差 限 也 不 会 有 太 
大 的 改进 了 。 所 以 在 仿真 结束 后 有 时 有 必要 减 小 精度 误差 限 RelTo1， 看 看 得 出 的 结果 
是 否 还 相同 , 依 此 判定 这 样 选 择 的 精度 要 求 是 否 合适 ， 否 则 对 求解 结果 是 否 正 确 没 有 
把 握 。 



































08 一 一 - 08 -一 -一 一 -一 一 - -一 一 一 一 
06| 06| 一 
避 了 4 | 04 | 1] 
.> | ] 0 2 / ， 
0 | 0 上 
一 人 一 和 了 二 \ / 
一 中 | 一 和 了 了 
-o6| 6 NU | 
1 1 5 0 0 1 15 
(a) 默认 控制 参数 下 的 仿真 结果 (错误 结果 ) (b) 改变 精度 设置 后 的 结果 


图 4-7 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨迹 图 


用 下 面 的 MIAILAB 命令 还 能 求 出 求解 全 程 所 采用 的 最 小 步 长 ， 并 可 以 绘制 出 计 
算 步 长 的 曲线 ， 如 图 48 所 示 。 
>> min(diff(tl))，Plot(tt(Ct:end-1) ,diff(tti)) 
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入 9 1 15 20 


图 48 仿真 过 程 中 的 计算 步 长 


可 见 最 小 步 长 为 1.89x10-。 从 得 出 的 图 形 可 以 看 出 变 步 长 算法 的 意义 ， 即 在 需要 小 
步 长 时 取 小 步 长 ， 而 变换 缓慢 时 取 大 步 长 计算 ， 这 样 就 可 以 保证 以 高 效率 求解 方程 。 

由 给 出 的 计算 步 长 图 可 以 看 出 ， 部 分 时 间 段 用 了 大 于 0.04 的 步 长 ,这 是 一 般 定 步 
长 计算 问题 求解 中 不 到 使 用 的 大 步 关 。 为 了 保证 某 些 具体 时 间 点 上 的 计算 精度 ， 还 会 
自动 采用 2 x 10- 的 小 步 长 。 换 言 之 ， 在 这 些 点 上 如 果 采 用 比 该 值 大 的 步 长 ， 则 计算 
误差 就 不 能 保证 在 10 “之 下 。 考 虑 定 步 长 计算 的 方式 ,如果 想 保证 10-5 之 下 的 误差， 
全 程 选择 的 步 长 就 应 该 是 这 样 的 值 ， 这 样 计算 的 点 就 要 达到 10” 个 ， 是 这 里 变 步 长 算 
法 的 56 倍 。 


例 4-13 试用 定 步 长 的 四 阶 Runge-Kutta 算法 求解 Apollo 微分 方程 。 
求解 用 定 步 长 的 方法 求解 微分 方程 将 面临 两 个 问题 : 四 如 何 选择 步 长 ; @@ 如 何 确保 
求解 的 精度 。 前 一 个 问题 可 以 通过 试 凑 的 方法 ， 从 步 长 选择 的 角度 看 ， 选 择 很 小 的 步 
长 对 保证 来 解 精 度 有 利 ， 但 计算 量 会 明显 增加 。 对 前 面 介 绍 的 Apollo 轨迹 方程 ， 可 以 
试 着 选择 步 长 为 0.01， 则 用 下 面 语 外 可 以 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 Apollo 轨迹 曲线 ， 
如 图 49 (a) 所 示 。 
>> x0O=[1.2; 0; 0; -1.049357511] ; 
tic，[tt,yl]=rk_4(G@apolloeq, [0,20,0.01] ,x0) ; toc 
Plot(y1(: ,1),yl(: ,3)) % 绘制 出 轨迹 曲线 
所 需 的 计算 时 间 为 0.3 秒 。 显 而 易 见 ， 这 样 求解 的 结果 是 错误 的 ,应 该 采用 更 小 的 步 长 
求解 ， 直 至 选择 步 长 为 0.001， 则 可 以 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 更 精确 的 轨迹 曲线 ， 如 
图 4-9 (b) 所 示 , 但 求解 时 间 达 到 13 秒 ， 是 变 步 长 工法 的 43 信 。 
>> tic，[t2,y2]j=Tk_4(e@apolloeq,[0,20,0.001] ,x0) ;toc 
plot(y72(: ,1),y2(: ,3) ) 4% 绘制 出 轨迹 曲线 
其 实 ， 上面 的 结果 在 革 些 点 上 严格 说 来 仍 不 能 满足 10-6 的 误差 限 ， 只 是 形似 变 





4.2 微分 方程 问题 的 数值 解法 171 


证 


有 


























-60 -40 -3 0 20 40 60 8 -1 .5 -1 -0.5 0 0.S ] 


(a) 步 长 为 0.01 (b) 步 长 为 0.001 
图 4-9 不 同 精度 要 求 下 绘制 的 Apollo 轨迹 图 


步 长 得 出 的 结果 ， 所 以 在 求解 常 微分 方程 组 时 建议 采用 变 步 长 算法 ， 而 没有 必要 自己 
按照 数值 分 析 类 教材 中 介绍 的 定 步 长 算法 去 编写 程序 求解 。 

3. 隐 式 高 阶 微分 方程 组 的 变换 方法 

如 果 两 个 高 阶 微分 方程 都 同时 隐 式 地 含有 zf) 和 yo 项 ,， 则 首先 需要 对 之 
进行 相应 的 处 理 ， 然 后 再 用 上 述 的 方法 进行 最 终 变换 。 下 面 将 通过 一 个 例子 加 以 
说 明 。 


区 十 2817 一 2 
了 4 仙人 二 人 


， 斌 将 其 转 
Zi 十 47V 十 2 一 1 一 5 

换 成 一 阶 微分 方程 组 。 

求解 可见， 这 两 个 方程 均 同 时 含有 区 和 禄 所 以 仍 可 以 选择 一 组 状态 变量 zl == 
zz 一 2 一 功 人 4 一 芒 我 们 的 目的 是 先 消去 其 中 一 个 高 阶 导数 ， 求 解 第 一 个 式 子 ， 
得 出 洲 的 解析 表达 式 为 广 = gz 十 可， 然后 将 它 代入 第 二 个 式 子 中 ， 则 可 以 解 出 艺 为 


241 十 10 一 27V4y 一 07 。 _ 
站 二 2 一 2 这 样 可 以 写 出 其 状态 方程 表示 为 


27 十 已 
， 273 十 10 一 27124 一 6ziZ7274 23 十 5 一 Z174 十 27121 
2z4 十 3z2 四 2z4 37za 


综 上 所 述 ， 可 以 列 写 出 方程 的 一 阶 微分 方程 组 表示 为 





21 一 22 

， 203 十 1b 一 27124 -一 6z1iZ274 
3 一 炎 4 

7Z3 十 5 -一 TY124 十 27124 

4 224 十 34272 


对 于 更 复杂 的 问题 来 说 , 手工 变换 的 难度 将 很 大 , 所 以 如 果 可 能 ， 可 以 采用 
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计算 机 去 求解 有 关 方 程 ， 获得 解析 解 。 如 果 不 能 获得 方程 的 解析 解 ， 也 需要 在 描 
写 一 阶 常 微分 方程 组 时 列 写 出 式 子 , 得 出 问题 的 数值 解 。 
4.2.5 和 托 阵 微分 方程 的 变换 与 求解 方法 


前 面 介 绍 的 微分 方程 数值 解 均 是 对 向 量 型 状态 变量 z( 区 进行 求解 的 ,所 以 
需要 事先 将 该 方程 化 成 癌 量 型 方程 ,然后 调用 求解 函数 ,如 ode45 () 直接 求解 该 
方程 。 在 实际 应 用 中 经 常 遇 到 其 他 形式 的 微分 方程 模型 ， 如 在 机 器 人 等 学 科 中 的 
Lagrange 方程 ,对 应 的 微分 方程 为 下 面 的 矩阵 微分 方程 


MT+TOCX+ 下 大 一 Fu 人 Ht) (4-2-13) 


其 中 AM ,C, 互 为 风 x 兄 矩阵, 大, 严 均 为 风 x1 列 向 量 。 引 入 zi = 大 ,zs = 瑟 ， 
则 zi = za，za = 发。 由 式 (42-13) 可 见 ， 茂 = M-1 [Pu -CC 评 - 天 | . 
这 样 选择 状态 变量 z = [zi zT]r， 则 可 以 写 出 系统 的 状态 方程 模型 


， Za2( 芭 
2 一 卫 [Pu(D - Cea(GD - 0 [424 


可 见 ， 该 微分 方程 是 关于 zz 人 列 向 量 的 显 式 一 阶 微分 方程 组 ， 所 以 可 以 通过 
MATLAB 提供 的 函数 直接 求解 。 下面 将 通过 例子 给 出 问题 的 求解 方法 。 

力 外 , 如 采 各 个 宅 阵 MY,，C, 于 与 瓦 均 和 态 无 关 ,， 则 该 微分 方程 为 线性 微 
分 方程 , 还 可 以 通过 简单 的 变换 将 其 改写 为 相应 的 线性 状态 方程 模型 为 


四 站 忆 二 友 记 | 区 和 和 | ut 坟 (42-15) 


例 4-15 已 知 二 级 倒立 摆 系 统 的 数学 模型 由 下 式 给 出 口 
MA(9)06 + C(8.0)0 = 严 (0) 


其 中 0 = [ab,b2|- ， 且 wa 为 小 车 位 置 ，91,b。 分 别 为 下 摆 杆 、 上 摆 杆 与 重 直 方向 夹 角 ， 








倒立 摆 系 统 的 各 个 和 给 阵 为 
7mc 十 71 十 ?722 (0.5rnil 十 72)Zaicos 册 0.5mo7a cos0。 
ATILO) = |(0.5ma 上 + mm2)ZLicos bl (7P173 十 7a2) 瑟 : 0.5772 苑 1 了 2 cos 01 
0.57mn2 了 2 cos Do 0.57712 了 1 了 2 cos 0 22 了 2 /3 
0 一 (0.57721 十 rz)101 Sin 引 1 一 0.5mm27ag。 Sj1 0 
C(0， 0) 一 10 0 U.577122 克 1 了 Do sin( 擅 一 02 ) 
0 一 0U.07772 也 1 也 > 人 押 sinfi 一 作 > ) 0 





4.2 微分 方程 问题 的 数值 解法 T73 


人 


人 ( 吉 ) 
有 (90) = | (0.57m1 二 72)ZLIgSsin 
0.5rm2Zo2gsin 所 
已 知 二 级 倒立 摆 的 参数 为 me = 0.85kpg, ml := 0.04kg, na = 0.14kg,，71 = 0.1524m， 
12 =0.4318m， 试 用 数值 方法 求解 系统 的 阶 跃 响应 。 
求解 ” 可见， 因为 系数 天 阵 RM1(b91,0o),C(0.b) 和 开 (091,02) 都 含有 状态 变量 了 的 非 
线性 项 , 如 0i 的 正弦 余弦 项 等 ， 所 以 原来 的 系统 不 是 线性 微分 方程 ， 不 能 直接 写成 式 
(42-14) 的 形式 。 引 入 附加 变量 zl = 9， za2 = 9， 并 构造 状态 变量 立 = [zi,z 了 ij 工 ， 则 
可 以 用 下 面 的 语 旬 描述 上 述 的 一 阶 显 式 徽 分 方程 寞 型 
function qdqx=inv_Ppendulumntt ,Xu mc ml mn2,L1,L2,g) 
M= LEmc+mi+m2，(0.5*kmi+m2)kLt1rcos(x(2))，0.5*m2y+kL2kcos(x(3) ) 
(0 .5*m1+m2)#L1Lkrkcos(x(2))， (ml/3+n2)*L1> 2 0.5*m2#L1*L2kcos(X(2) ) 
0.5*m2*rL2*+rcos(x(3)) ,0.5*xm2xL1+*L2xcos(x(2)) ,m2*xrL2” 2731 ; 
C=[0,-(0.5*mti+m2)#L1kcos(Xx(5))*kSin(Xx(2)) ,-0.5*+m2#rL2#+kX(6)*SsSinGX(3)) 
0，0，0.5*m2*L1*L2+rXx(6)*Ssin(x(2)-Xx(3)7) 
0，-0.5*+*m2*L1+kL2*xx(5)*ksin(x(2)-X(3))，0] ; 
F=[u; (0.5#+ml+m2)*L1*#kgySin(x(2)); 0.5*m2ykL2*+EgyrSsin(Xx(3))]; 
dx= [x(4:6)，ILnVCM)*(E-CrXxft4:6))] 


若 用 阶 跃 信号 激励 该 系统 ， 则 可 以 由 下 面 的 语 印 直 接 求 出 方程 的 数值 解 ， 如 图 
二 10 所 示 。 
>> opt=odqeset; cpt.RelToJ=le-8; u=1; mc=0.85; 
ml1=0.04; m2=0.14; LI=0.1524; L2=0.4318; gE=9.81 | 
[t ,xj=ode45(@inv_pendulumn, [0,0.5] ,zeros(6,1) ,opt，... 
umc,mli,m2,L1,L2,gE); 
plot(t,xk:,1:3))，figure; plot(t,x(:,4:6)) 


























于 
j -DSS [ 斑 - 一 - -一 .- -一 ~， 上 -~- -一 ] 


0 0.1 0.2 03 04 0 0 01 02 03 04 0.5 


(a) 8 曲线 (b) 9 曲线 
4-10 二 级 倒立 摆 的 阶 跃 啊 应 曲线 


值得 指出 的 是 ， 由 于 二 级 倒立 摆 系 统 是 自然 不 稳定 系统 ， 所 以 车 给 系统 施加 阶 跃 
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和 


输入 是 没有 任何 意义 的 ,应 该 给 其 玫 加 某 些 控制 才能 使 其 到 达 稳 定 状 态 。 


4.2.6 微分 方程 数值 解 正 确 性 的 验证 


琢 面 通过 例子 曾 演 示 过 ,， 若 仿真 控制 参数 选择 不 当 ,， 如 相对 误差 限 ， 则 可 能 
得 出 不 可 信 的 结果 , 甚至 是 错误 的 结果 。 所 以 在 方程 求解 结束 之 后 , 应 该 对 仿真 结 
林 进 行 检验 。 然 而 所 需求 解 的 问题 又 不 存在 解析 解 ， 怎 么 检验 所 得 结果 的 正确 性 
呢 ? 一 种 可 行 的 方法 是 修改 仿真 控制 参数 ,如 可 以 接受 的 误差 限 , 例如 将 RelTol 
选项 设置 成 一 个 更 小 的 值 ， 观 察 所 得 的 结果 , 看 看 是 不 是 和 上 次 得 出 的 结果 完全 
一 致 , 如 果 存 在 不 能 接受 的 差异 ， 则 应 该 考虑 再 进一步 减 小 误差 限 。 另 外 ,同样 的 
问题 选择 不 同 的 微分 方程 求解 算法 也 可 以 检验 所 得 结果 的 正确 性 。 


4.3 ”特殊 微分 方程 的 数值 解 


入 4.2 节 的 介绍 和 例子 看 ， 一 般 常 微分 方程 组 均 可 以 转换 成 一 阶 显 式 常 微 分 
方程 组 ， 然 后 通过 给 定 的 算法 及 MATLAB 求解 函数 , 如 ode45() 直接 求 出 方程 
的 数值 解 。 从 前 面 的 例子 还 可 以 看 出 ，ode45() 函数 有 时 失效 ,所 以 应 该 引入 一 
头 方程， 即 刚 性 微分 方程 的 专门 求解 函数 来 解决 这 样 的 问题 。 另 外 ,微分 代数 方 
程 、 隐 式微 分 方程 、 延 迟 微分 方程 和 切换 微分 方程 等 也 是 需要 引入 的 特殊 的 微分 
方程 类 型 ， 本 节 将 着 重 介绍 这 些 方程 的 求解 问题 。 


4.3.1 了 刚性 微分 方程 的 求解 


在 许多 领域 中 , 经 常 遇 到 一 类 特殊 的 常 微分 方程 ,其 中 一 些 解 变化 缓慢 ， 另 
一 些 变 化 快 ， 且 相差 较 悬 殊 ， 这 类 方程 常常 称 为 刚性 方程 ， 又 称 为 St 远方 程 。 刚 
人 性 问题 一 般 不 适合 由 ode45() 这 类 函数 求解 ， 而 应 该 采用 MATLAB 求解 函数 
odel5s()， 该 函数 的 调用 格式 和 ode45() 完全 一 致 。 

例 4-16 试 求解 人 = 1000 时 的 Van der Pol 方程 的 数值 解 。 
求解 仿照 前 面 的 例子 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 : 
>> f=@tt,x,mu) [x(2) ;-muyx(x(1) "2-1)*x(2)-x(1)] ; 
h_-opt=odeset; h_opt.RelTolL=1e-6; x0=[2;0]; t_final=3000， 
tic，ma=1000; [t ,yj=odel5s(f, [0,t_final] ,x0,h_opt,mu) ; 二 oOC 
plotktt,y(:，1)); figure; plot(t,y(: ,2)) 
所 需 仿真 时 间 为 1.943 秒 。 可 见 ， 用 刚性 方程 求解 函数 可 以 快速 求 出 该 方程 的 数值 解 ， 
并 将 两 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 分 别 绘制 出 来 ， 如 图 411 所 示 。 从 得 出 的 图 形 可 以 看 
出 ，21(t) 曲线 变化 较 平 滑 ， 而 za(t) 变化 在 某 些 点 上 较 快 ， 所 以 当 几 = 1000 时 ，Van 
der Pol 方程 属于 典型 的 刚性 方程 ,应 该 采用 刚性 方程 的 函数 求解 。 
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图 411 /= 1000 时 Van der Pol 方程 的 解 


例 4-17 在 传统 的 有 关 常 微分 方程 数值 解 的 教科 书 辐 中 ,都 认为 下 面 的 微分 方程 是 刚 
性 的 ,试用 MATLAB 语言 求解 该 微分 方程 。 

[| 

0 

-1 


-21 19 一 20 
1]19  --21 20 1727，2Uo 王 
40 一 40 一 40 
求解 该 方程 的 解析 解 可 以 通过 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 语句 直接 来 出 。 
>> Syms tt; A=[-21+,19,-20; 19,-21,20; 40,-40,-40] ; 

y0=[1; 0; -1] ; y=expm(Axt)#yO 


2 三 








0.5e-“ 十 0.5e-4t(cos40t 十 Sin40b 
原 方 程 的 解析 解 为 g 人 (人 三 | 0.5e -2 一 0.5e-d4nttcos40t 十 sin40b) | 。 
et(sin40t 一 cos40) 
现在 考 处 该 问题 的 数值 求解 方法 。 根 据 原 始 问题 ， 可 以 立即 写 出 描述 原 微分 方程 
的 NMIATLAB 表示 为 
>> f=@tt,Xx)[-21,19,-20; 19,-21,20; 40,-40 ,-40] *xX， 
利用 下 面 的 MAITLAB 语 提 ,可 以 得 出 方程 的 数值 解 为 
>> opt=odeset;j opt.RelTol=le-6; [tl,y]=ode45(f, [0,1] ,[1;0;-1] ,opt) ; 
yl=subs(y， :ttl);， plotGtly,tl,yl， :7 ) 
原 方 程 的 解析 解 和 数值 解 如 图 4-12 (a)j 所 示 。 可 以 看 出 ， 问 题 的 数值 解 的 精度 还 
是 比较 高 的 ， 计 算 速 度 相 对 也 较 快 ,但 从 这 里 似乎 看 不 出 原 问 题 的 刚性 所 在 。 究 其 原 
因 ， 是 因为 在 MATLAB 下 采用 了 变 步 长 的 算法 ， 它 可 以 依照 要 求 的 精度 自动 地 修正 
落 长 ， 所 以 感受 不 到 它 是 个 刚性 问题 。 
如 果 用 户 想 采 用 定 步 长 方法 ， 利 用 前 面 编写 的 四 阶 Runge-Kutta 定 步 长 算法 程 
序 Tk_4()， 再 用 下 面 的 语 铺 就 能 求解 原 方程 了 。 
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 U 0.2 0.4 0.6 0.8 ] 


(a) 变 步 长 算法 的 解 (b) 定 步 长 算法 的 解 
图 412 给 定 的 传统 刚性 问题 解法 比较 


>> tic，[t2,y2j=rk_4(f,[0,1,0.01] , [1;0;-1]); toc 
Plot(tl,yl,t2,y2,: :7) 

这 时 的 求解 时 间 为 0.21 秒 。 这 样 得 出 的 曲线 与 解析 解 的 对 比 见 图 4-12 (b)。 从 计 
算 的 结果 看 ， 显 然 采用 定 步 长 的 算法 在 取 较 大 的 步 长 时 ， 得 出 的 解 是 不 正确 的 。 减 小 
步 长 时 ， 直 至 减 小 到 0.0001 时 ， 仍 能 从 得 出 的 结果 看 出 与 解析 解 的 差距 ， 而 这 时 的 计 
算 时 间 为 26 秒 ， 是 前 面 ode45() 变 步 长 算法 所 需 时 间 的 162 倍 。 所 以 在 实际 应 用 中 
最 好 条 用 变 步 长 算法 。 

从 得 出 的 曲线 可 以 看 出 ， 相 比 之 下 ,这 3 条 曲线 的 变化 速度 差别 不 是 特别 悬殊 ， 
在 以 前 计算 能 力 受 限时 被 误 认为 是 刚性 问题 ， 而 在 MATLAB 下 则 可 以 由 善 通 的 函数 
求解 。 

由 此 可 以 得 出 绪论 , 许多 传统 的 刚性 问题 采用 MATLAB 的 普通 求解 函数 就 
可 以 直接 解 出 ， 而 不 必 刻 意 地 去 选择 刚性 问题 的 解法 。 当 然 , 在 有 些 问题 的 求解 
中 确实 需要 采用 刚性 问题 的 解法 ,这 将 在 例 418 中 加 以 说 明 。 
例 4-18 考虑 下 面 的 常 微 分 方程 


Vi 一 0.04U 一 9) 一 (一 入 ) 册 十 0.0001(01 一 纺 ) 
yo 一 一 10491 十 3000(1 一 zy) 


其 中 ， 该 方程 的 初 值 为 妇 (0) = 0,ya(0) = 1。 取 计算 区 间 为 上 E(0,100)， 试 选择 合适 
的 算法 得 出 该 方程 的 数值 解 。 
求解 根据 给 出 的 微分 方程 ,可 以 由 下 面 的 语句 直接 求 其 数值 解 
>> fi=Q@tt,y) [0.04*(1-y(1))-(1-y(2))*xy(1)+0.0001*(1-y(2)) "2;，.， 
-Le4*y(1)+3000*+(t-y(2)) "2] ; 
tic, [t2,y2]=ode45(ft, [0,100] , [0;1])，toc 
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和 


length(t2) ，Plot(t2,7y2) 
经 过 长 时 间 等 待 ， 可 以 得 出 原 问题 的 数值 解 ， 如 图 4-13 (a) 所 示 。 可 以 看 出 ， 调 
用 普通 的 解法 也 数 ode45() 计算 所 需 的 时 间 过 长 ， 对 这 个 例子 来 说 ， 计 算 的 点 高 达 35 
万 。 再 分 析 变 步 长 解法 所 使 用 的 步 长 ,语句 如 下 : 
>> fcormat LIong，[min(diff(t2))，max(diff(t2)7)] 
plotkt2(1:end-1) ,Qiff(t2)) 
则 可 以 看 出 ， 由 于 设 定 的 精度 要 求 较 高 ， 不 得 不 采用 小 步 长 来 解决 问题 。 实 际 的 步 长 
如 图 413 (b) 所 示 。 可 见 在 大 部 分 时 间 内 ， 所 采用 的 步 长 小 于 0.0004,， 这 使 得 解 题 时 
间 大 大 增加 。 
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(a) 微分 方程 解 (b) 求解 过 程 的 步 长 


4-13 四 阶 五 级 Runge- 上 utta-Felhberg 法 结果 


考虑 用 ode1l5s() 替代 ode45()， 可 以 得 出 如 下 的 结果 : 
>> opt=odeset; opt .RelTol=te-6; 
tic, [tl,yl]=odqe1l5s(f, [0,100] , [0; 切 ,opt) 七 DC 
Jengthktt)，PJlot(tl1,yl) 
这 时 所 需 时 间 为 0.17 秒 ， 计算 点 数 为 169 个 。 可 见 ， 解 题 时 间 大 大 减 小 ,效率 提高 了 
840 倍 ， 得 出 的 曲线 则 几乎 完全 一 致 。 

改 外 , 值得 指出 的 是 ,虽然 用 MATLAB 的 NM- 函数 、inline() 函数 和 匿名 
函数 均 可 以 描述 微分 方程 模型 ， 但 求解 计算 量 大 的 问题 时 所 用 的 时 间 和 求解 的 
效率 是 大 不 相同 的 。 对 本 例 来 说 ， 眶 名 函数 需要 56 秒 ，M- 函 数 需要 143 秒 ， 而 
inline() 摘 述 所 需 的 求解 时 间 高 达 20 分 钟 ! 所 以 在 求解 刚性 方程 时 ， 可 以 优先 
考虑 采用 匿名 函数 。 


4.3.2 隐 式 微分 方程 求解 
所 谓 隐 式 微分 方程 就 是 那些 不 能 转换 成 式 (42-1) 中 一 阶 显 式 常 微分 方程 组 
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的 微分 方程 。 MATLAB 语言 早期 版 本 中 未 提供 能 直接 求解 隐 式 微分 方程 的 算法 
及 函数 ， 所 以 仍 可 以 借用 显 式微 分 方程 求解 的 函数 来 求解 这 类 问题 。 本 节 将 通过 
两 个 例子 来 演示 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 与 应 用 。 
例 4-19 给 定 的 隐 趟 微分 方程 为 


SinZl17Z1l 十 coszZaZo2 十 Z1 二 ] 
一 COSZ221 十 Sinxizaz 十 Za 一 


已 知 zl1(0) = Za(0) = 0， 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 
求解 令 z = [zi,zaj 工 则 可 以 将 原 方程 改写 成 给 阵 形 式 4(z) = 吾 (z)， 其 中 ， 
4(z) = Sin 父 1 2 ， 玉 (z) = -| 


一 CO08S2Z2 SinZl 一 了 2 


如 果 能 证 明 4(z) 为 非 奇 异 的 给 阵 ， 则 直接 能 将 该 方程 变 扩 成 标准 的 显 式 一 阶 微 
分 方程 组 的 形式 ,， 即 宪 一 4 一 (zZ)B(z)， 套 用 各 种 MATLAB 通 数 即 可 求解 对 应 的 方 
程 。 事 实 上 ， 由 于 无 法 严格 证 明 4(z) 天 阵 是 非 奇 异 矩 阵 ， 故 可 以 大 胆 地 假设 该 短 阵 
为 非 奇异 答 阵 ， 利 用 MATLAB 语言 试 解 该 方程 ， 如果 在 求解 过 程 中 不 出 现 4(z) 为 
奇异 矩阵 的 警告 信息 ， 则 说 明 对 求 出 的 解 不 存在 4(zm) 为 奇异 和 天 阵 的 现象 ， 故 得 出 的 
解 是 有 效 的 。 如 果 求 解 过 程 中 确实 出 现 矩 阵 奇 异 的 信息 ， 则 得 出 的 解 没有 实际 意义 。 

对 于 这 里 要 研究 的 隐 式 微分 方程 模型 ， 可 以 用 匿名 函数 描述 微分 方程 ， 并 可 以 给 
出 下 面 的 命令 求解 方程 

>> f=@(t,x)inv([sin(x(1)) cos(x(2)); -cos(x(2)) sin(x(1))])... 
* [1-X(1); -x(2)]; opt=odeset;j opPt 上 .RelTol=te-6; 
[t,x]=ode45(f, [0,10],[0; 0] ,opt); plot(t,x) 
同时 将 绘制 出 状态 变量 的 时 间 曲 线 ， 如 图 4-14 所 示 。 在 整个 求解 的 过 程 中 没有 得 出 有 
关 矩 阵 奇 异 的 错误 信息 ， 故 得 出 的 结果 是 可 信 的 。 
例 4-20 前 面 的 例子 很 简单 ， 可 以 将 其 立即 变换 成 显 式微 分 方程 。 现 在 考虑 一 个 更 复 
杂 的 隐 式 微分 方程 组 
Zsiny 十 久 = 一 2e-27y 十 2 
ZXZ1V 十 CoSs1 一 37yZe 一 YY 

假设 该 方程 具有 初始 状态 为 了 = [1,0,0,1j5， 斌 求 取 该 微分 方程 的 数值 解 。 
求解 从 给 出 的 方程 可 见 ， 不 能 像 前 面 的 方法 变换 成 简单 的 微分 方程 。 下 面 将 研究 这 
类 隐 式 微分 方程 的 求解 方法 。 

MALLAB 7.0 版 本 的 新 函数 ode15i() 可 以 直接 用 于 隐 式 微分 方程 的 求解 。 
若 隐 式 微分 方程 的 数学 描述 为 


素 上 起 了 (区 ,全 (区 ] = 0， 且 zz(0) = zo, (0) = zz (4-3-1) 
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上 、, 上 . -一 有 - 。- 1 
1 了 3 才 4 提 7 8 9 10 


图 4-14 隐 式 方程 的 时 间 啊 应 曲线 


则 可 以 编写 一 个 函数 fun() 描述 该 隐 式 微分 方程 ,然后 用 decic() 函数 求 出 未 
完全 定义 的 初 值 条 件 ,， 再 调用 odeli5i() 函数 即 可 以 求解 该 隐 式 微分 方程 如 下 : 


[zi ,ZI]=decic(Cfun ,to ,Z0 ,2 ,0 ， 它 5 ) 


res=odel15i(fun,tspan,zZn ,Zi) 


隐 式 微分 方程 不 同 于 一 般 显 示 微 分 方程 , 求解 之 前 需要 给 出 (zozo),， 它们 不 
能 任意 赋值 ， 只 能 有 7? 个 是 独立 的 ,其 余 的 需要 用 隐 式 方程 求解 ,否则 将 可 能 出 
现下 盾 的 初始 条 件 。 所 以 在 实际 求解 过 程 中 ， 如 果 不 能 确定 zi 值 , 则 应 该 先 调 用 
decic() 函数 得 出 相 容 的 初 值 。 在 函数 调用 中 (zo:zo) 为 任意 给 定 的 初 值 ， zi 和 
zl 均 为 了 维 列 向 量 ， 其 值 为 1 表示 需要 保留 的 初 值 ,为 0 表示 需要 求解 的 初 值 
项 ,通过 方程 求解 将 得 出 相 容 的 初 值 zi,zi， 该 初 值 可 以 直接 用 于 隐 式 微分 方程 
求解 函数 odel51i()， 该 函数 的 返回 变量 res.x 和 res.y 将 分 别 为 大 和 Zr。 下 面 
将 通过 其 体例 子 演 示 隐 式微 分 方程 的 求解 方法 。 
例 4-21 试用 隐 式 微分 方程 求解 的 方法 解 出 例 420 中 给 出 的 隐 式 微分 方程 。 
求解 选择 状态 变量 Z1 = T,za =2za 一 224 三 力 则 原 方程 可 以 变换 成 


1 一 几 2 一 0 
za2 SinZ4 十 守卫 十 2e 2?D173 一 l7Zozd 一 有 
ZT3 一 炎 4 一 0 
Zir274 十 Cos4 -ge 一 1737o2 一 (0 
这 样 ， 可 以 编写 出 如 下 所 示 的 描述 隐 式 微分 方程 的 匿名 函数 ， 调 用 下 面 的 语句 即 可 以 
求解 隐 式 微分 方程 ， 且 可 绘制 出 该 方程 解 的 时 间 曲 线 ， 如 图 415 所 示 。 
>> f=Q@(t,X,XQ) [xdautt)-XxC2) 


Xd(2)*sin(X(4) )+Xxd(4) ~2+2*exp(-X(2))*X(1)*x(3)-Xx(1)*xd(2)*Xx(4) ; 
Xxdq(3)-X(C4) ; 


是 
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X(C1)*Xd(2)*Xxd(d4)+cos(xd(4))-3*xexp(-X(CL1))*x(3)*Xx(2)] ; 
x0=[1,0,0,1j; xdq0=[0;1;1;-1]; x0OF=[Lt1 1 1 1]，，xdq0F=D]:; 
[x0 ,xd0j=decic(ft ,0,x0,XxOF ,xd0 ,xd0F) 
res=odqe15i(f, [0,2] ,x0,xd0); 人 求解 隐 趟 微分 方程 
Plottres.xX,Tes.y) 4% 绘制 各 个 状态 的 时 间 响 应 曲线 











0 02 0400 0 
图 415 隐 式 方程 的 时 间 响 应 曲线 


在 初 值 处 理 上 ， 因 为 已 知 Z0， 所 以 其 中 28 应 该 设置 成 各 向 量 ,ZE 可 以 设置 成 堆 
向 量 或 空 向 量 ， 表 示 Zoo 需要 由 decic() 函数 求 出 。 由 decic() 孙 数 可 以 求 出 相 容 的 
导数 初 值 为 zo = [0,1.6833,0, -0.5166]T。 


4.3.3 微分 代数 方程 与 广义 系统 的 求解 


在 前 面 的 介绍 中 , 所 介绍 的 常 微 分 方程 数值 解法 主要 是 针对 能 够 转换 成 一 阶 
向 微 分 方程 组 的 类 型 , 假设 其 中 的 一 些微 分 方程 退化 为 代数 方程 , 则 用 前 面 介绍 
的 算法 无 法 求解 ， 必须 借 助 微分 代数 方程 的 特殊 解法 。 

所 谓 微分 代数 方程 (diferential algebraic eduation，DAE)， 是 指 在 微分 方 
程 中 , 某 些 变量 间 满 足 代数 方程 的 约束 ， 所 以 这 样 的 方程 不 能 用 前 面 介绍 的 常 微 
分 方程 解法 直接 进行 求解 。 假 设 微分 方程 的 更 一 般 形式 可 以 写成 


MUtz) 二 了 (2 (4 3-2) 


描述 4 z) 的 方法 和 普通 常 微分 方程 完全 一 致 ， 而 对 真正 的 微分 代数 方程 来 
说，WM bz) 矩阵 为 奇异 矩阵 ， 在 微分 代数 方程 求解 程序 中 应 该 由 求解 选项 中 
的 成 员 变量 Mass 来 表示 该 矩阵 , 考虑 了 这 些 因 素 则 可 以 立即 求解 方程 的 解 了 。 
注意 ， 微 分 代数 方程 的 求解 函数 建议 使 用 ode15s() 等 刚性 方程 求解 函数 ， 因为 
code45() 图 数 有 时 会 出 现 不 收 和 敛 现 象 。 





《3 .特殊 微分 方程 的 数值 解 . 1 
如 有 果 AM (zz) 为 奇异 定 阵 ， 则 式 (4 3-2) 也 可 以 表示 一 种 特殊 的 状态 方程 模 
型 ,这 类 微分 方程 的 某 些 方程 已 经 退化 成 代数 方程 。 这 样 状 态 方程 模型 对 应 的 系 
统 又 称 为 广义 系统 向， 或 奇异 系统 。 
例 4-22 考虑 下 面 给 出 的 微分 代数 方程 


Z1 三 一 0.251 十 T283 十 .3C172 
Z2 一 2P1:P2 一 9.FaD3 一 27z2 


1 十 a2 才 3 一 it 一 0 


并 已 知 初 始 条 件 为 zl1(0) = 0.8, zz(0) = zs(0) = 0.1， 试 求 取 该 方程 的 数值 解 。 

求解 可 以 看 出 ， 最 后 的 一 个 方程 为 代数 方程 ,可 以 视 之 为 3 个 状态 变量 间 的 约束 关 
系 。 用 垂 阵 的 形式 可 以 表示 该 微分 代数 方程 为 

“0.271 十 Toz3 十 0.3717o 


一 27172 一 57273 一 272 
ZI1 十 X2 十 023 一 








这 样 就 可 以 写 出 相应 的 芽 名 通 数 如 下 : 
>> f=Q(t,Xx) [-0.2+*X(1)+X(2)*x(3)+0.3+kx(1)+x(2);，， .，， 
2*X(T)*X(2)-5*X(2)*X(3)-2+*X(2)*x(2); x(1)+x(2)+x(3)-1]， 
可 以 将 M 短 阵 输入 给 MAILAB 工作 空间 ， 并 赋 给 求解 控制 参数 的 Mass 属性 ， 
则 在 命令 窗口 中 可 以 给 出 如 下 命令 : 
>> M=[1,0,0; 0,1,0; 0,0,0]; options=odeset， options.Mass=M， 
xo=[0.8; 0.1; 0.1]; Lt ,xj]=ode15s(f, [0,20] ,x0,optiongs) ; 
PJlot ( 蕊 ,X) 
由 上 面 的 语句 可 以 得 出 此 微分 代数 方程 的 解 ， 如 图 416 所 示 。 








] 一 一 一 一 
几 Z2 (1) za 一 | 
人 7 
0.6 7 | 
0.4 
ER 
、 | 














图 416 微分 代数 方程 的 数值 解 
事实 上 ， 有 些微 分 代数 方程 可 以 转换 成 常 微分 方程 求解 。 例如 ， 在 本 例 中 ， 可 以 
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生 


从 约束 式 子 中 求 出 za( 提 = 工 -zi(b - za 人 日 ， 将 其 代入 其 他 两 个 微分 方程 式 子 ， 则 有 


| 1] 一 一 0.271 十 Z2|1 一 Zi 人 一 zz 人 (| 十 0.3zlzz 


Za 一 271za 一 5z2z[] 一 Za 人 (一 za 人 (人 | 一 272 


根据 该 方程 可 以 用 匿名 志 数 描述 上 这 的 微分 方程 ， 这 样 则 可 以 用 下 面 的 命令 求解 变换 
后 的 微分 方程 组 ， 从 而 最 终 得 出 原 微 分 代数 方程 的 解 ， 所 得 出 的 解 与 前 面 的 直接 解法 
得 出 的 完全 一 致 。 
>> XO=[0.8; 0.1] ; 
fDae=Q@kt,X) [-0.2*#*X(1)+X(C2)*(T-XCL)-XC2))+O.3*rX(L1)*Xx(2) ;... 
2*+*X(1)*#Xx(2)-5#x(2)#*(1-X(1L1)-x(2))-2*X(2)*x(2)] ; 
[ti ,xl]j=ode45(fDae, [0,20] ,x0); Plot(tl,xl,t1,1-sSum(x1:)) 
注意 ,这 里 如 果 使 用 ode45() 函数 也 不 会 出 现 求 解 错误 。 
利用 隐 式 微分 方程 求解 函数 odet5i()， 则 用 匿名 函数 可 以 描述 微分 方程 
>> f=@(t,Xx,xd) [xd(t)+O.2*+Xx(1)-Xx(2)*X(3)-0.3*xX(1)*x(2);... 
XQq(2)-2#+X(1)+X(2)+5*yX(2)*X(3)+2+rXx(2)” 2; X(1)+X(2)+Xx(3)-1] ; 
令 zZo = [0.8,0.1,*] ， 其 中 * 表示 自由 值 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 相 容 的 初始 条 件 ， 
并 直接 求解 该 微分 代数 方程 ， 得 出 的 结果 将 和 前 面 完 全 一 致 ， 但 求解 更 直观 。 
>> x0=[0.8;0.1;2]; xoF=[1;1;0]; xd0=[1;1;1]; xd0F=D 癌 ; 
[x0 ,xdq0]=decic(E ,0,x0,XOF ,xd0 ,xdOF ) ， 
res=odqel5i(f,[0,20] ,x0,xd0); plot(res.x,res.y) 
得 出 状态 变量 初 值 zo = [0.8, 0.1,0.1]- ， 状 态 变量 导数 初 值 2zo = [一 0.126,0.09, 1]T。 
例 4-23 试用 微分 代数 方程 求解 的 方式 求解 例 419 中 定义 的 隐 式 微分 方程。 
求解 在 例 419 中 采用 对 4(z) 和 给 阵 直 接 求 北 的 形式 原 隐 式 方程 转换 成 显 式 一 阶 微分 
方程 组 ， 这 样 就 可 以 用 一 般 微 分 方程 组 数值 解法 直接 得 出 方程 的 解 。 其 实 ， 在 这 样 的 
求解 过 程 作 了 一 个 假设 为 4(z) 给 阵 为 非 奇 异 纸 阵 ， 虽 然 对 这 个 例子 碰巧 是 正确 的 ， 
但 这 种 解法 毕竟 不 严密 ， 所 以 应 该 需要 采用 微分 代数 方程 的 方法 来 求解 该 问题 。 
对 原 方程 进行 分 析 发 现 ， 可 以 编写 匿名 函数 来 描述 微分 方程 和 质量 短 阵 A(z) 
>> f=@(t,x) [1-x(1); -x(2)] |; 
fM=Q@(t,x) [sin(x(1)) ,cos(x(2)); -cos(x(2)) ,sin(x(C1))]; 


注意 ， 可 能 是 MATLAB 本 身 的 漏洞 ， 该 函数 不 支持 inline() 形式 定义 的 函数 ， 只 
采用 M- 函 数 和 匿名 函数 的 形式 。 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 调用 微分 代数 方程 求解 微 
分 代数 方程 。 
>> OpPtlions=odeset; options.Mass=fM; options.RelTol=te-6; 
[ 比 ,x]=ode45 (E, [0,10] , [0;0] ,options); plot(t,x) 





4.3 特殊 微分 方程 的 数值 解 


间 


得 出 的 图 形 仍 将 和 图 4.14 中 的 曲线 完全 一 致 ， 
广义 线性 系统 的 状态 方程 模型 可 以 写成 


环 了 四 王 4 二 下 


其 中 五 为 奇异 矩阵 。 有 了 前 面 介 绍 的 微分 代数 方程 的 求解 方法 , 对 这 样 的 广义 系 


统 仿真 就 轻而易举 了 。 
例 4-24 考虑 广义 线性 系统 模型 ， 设 输入 为 ( 电 =e-05itsin(4t 十 2)， 且 
0 -1 0 -| -2 -2 0 一 0 
2 0 1 -2 一 4 一 一 2 一 吕 
2 一 | -2 21 -2 40 -7 -23=|， 
-1 --1 0 0 一 | -2 -1 一 5 4 


车 系统 的 初始 状态 为 零 ， 试 求 出 各 个 状态 的 时 间 曲 线 。 


求解 可 以 用 匿名 函数 描述 已 知 的 状态 方程 ， 注意， 这 里 的 常数 天 阵 S 和 已 可 以 事先 
在 工作 空间 中 定义 ， 这 时 就 可 以 由 下 面 的 语 自 求解 此 微分 代数 方程 ,得 出 如 图 417 所 


示 的 状态 曲线 。 
>> A= [-2,-2,0，,-T; -2，-4，-1，-2; 0 ,于 , -7 一] ; -1,-2,-1,-5] ; 


B=[o; -5; 2; 4]; M=[0,-1,0,-1; 1,2,0,1; -2,-2,1,-2; -1,-1,0,0]， 


f=@(t,X)A+X+B*+kexp(-0.5# 七 )#Sin(4#+ 七 +2) ; 
fopt=odeset; fopt.Mass=M; x0=[0; 0; 0; 0] |; 
[t ,x]=ode15s(f, [0,10] ,x0 ,fopt);i Plot(t,x) 








一 站 ， 名 上 才 -1 - 上- 1 -ah _- 上 国 
人 


0 ] 之 3 了 $ 











图 4-17 广义 线性 系统 的 状态 数值 解 


4.3.4 延迟 微分 方程 求解 


在 很 多 控制 的 分 支 中 都 需要 研究 一 种 带 有 时 间 延 迟 的 数学 模型 ， 例 如 过 程控 
制 受 控 对 象 在 受 激励 后 一 小 段 时 间 后 才能 开始 响应 ， 另 外 在 网 络 控制 中 网 络 本 身 


齐 训 
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存在 的 时 间 延 迟 等 。 延 迟 微分 方程 组 的 一 般 形式 为 
卫 人 一 下 (在 和 人 一 万 ) 交 企 一 万 ) 一人) (4-3-4) 


其 中 , 五 0 为 状态 变量 z 人 的 的 延迟 常数 。 

MATLAB 提供 了 求解 这 类 方程 的 显 式 Runge-Knutta 算法 dde23()， 可 以 直 
接 求解 延迟 微分 方程 。 该 函数 的 调用 格式 为 

so1=dde23 (万 ,三 ， 户 ，[to, 帮 ]) 

其 中 ， 了 一 万, 7， “ ,Tri|]， 方 为 描述 延迟 微分 方程 的 MATLAB 语言 函数 ， 广 为 
描述 上 冬 如 时 的 状态 变量 值 的 函数 。 如 果 是 函数 则 可 以 为 MATLAB 语言 函数 ， 
如 果 为 常量 则 可 以 由 向 量 直 接 给 出 。 该 函数 返回 的 变量 sol 为 结构 体 数 据 ， 其 
sol.x 成 员 变 量 为 时 间 同 量 二 成 员 变 量 sol .y 为 各 个 时 刻 的 状态 向 量 构成 的 矩 
阵 z， 和 ode45 () 等 返回 的 z 矩阵 是 不 一 样 的 , 它 是 按照 行 排列 的 ， 正 好 是 该 孙 
数 结 果 的 转 置 矩阵 。 可 见 ， 该 函数 调用 格式 很 不 规范 ,期 望 能 在 后 面 的 版 本 中 有 
所 改变 。 
例 4-25 假设 已 知 延 迟 微分 方程 组 为 


人 z 上 =1 一 3z 人 的 一 yt 一 1 -0.2z3(f 一 0.5) 一 xz(t 一 0.5) 
臣 十 38( 人 (十 27( 罗 一 4z 人 (6 


其 中 ,在 t 乏 0 时 ， zt =2( 区 = =0， 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 

求解 可见， 该 方程 中 含有 zf 人 bj，y(f) 信号 在 tt 一 1t-0.5 时 刻 的 值 ， 所 以 需要 
专门 的 延迟 微分 方程 求解 算法 和 程序 来 求解 。 若 想 得 出 该 方程 的 数值 解 ， 需 要 
将 其 变换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 。 实 现 转 换 的 最 直观 方法 是 引入 一 组 状态 变量 
Zi 一 Zbz2 的 三 gzs 人 =2 和 ,这样 可 以 得 出 下 面 给 出 的 一 阶 微分 方程 组 


襟 人 昌 王 1 一 3c( 执 一 zaft 一 1) -02z3(t 一 0.5) 一 (0.5) 
Z2(tj 一 Z3 人 Hb) 
Z3(t) 三 4z11() 一 272(Db 一 3z3171) 


本 方程 可 以 定义 两 个 时 间 常 数 i = 1, 7 一 0.5。 这 样 ， 由 第 一 个 方程 可 见 ， 在 其 中 需 
要 7T1 延迟 时 间 常 数 的 是 状态 变量 2z， 而 需要 刀 的 状态 变量 是 zl。 由 下 面 的 匿名 孙 数 
可 以 描述 延迟 微分 方程 ， 这 样 用 下 面 的 MATLAB 语句 可 以 立即 得 出 该 延迟 微分 方程 
的 数值 解 。 
>> ft=@tt,X,Z) [1-3*x(ti)-zZ(2,1)-0.2+z(1,2)*3-z(1,2)，.，， 
x(3); 4*X(1)-2*x(2)-3+x*x(3)] ; 
lags=[1 0.5]; tx=ddqe23(f,1ags ,zeros(3,1), [0,10])， 
Plot (tx.Xtx.y(2,:)) 





4.3 特殊 微分 方程 的 数值 解 
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图 418 延迟 微分 方程 的 数值 解 


用 下 面 的 语 旬 可 以 绘制 出 yt 信号 ， 如 图 4-18 所 示 。 

注意 ,在 描述 延迟 微分 方程 时 ， 引 入 了 短 阵 xz。 因为 本 例 有 两 个 延迟 时 间 常 数 全 
和 7T2， 所 以 z 的 第 一 列表 示 Z( 一 Tij)， 第 2 列表 示 zt 一 记 )， 这 样 Zi(t 一 0.5) 显然 是 
发 生 在 T2 时 刻 ， 且 为 第 1 个 状态 变量 的 值 ， 所 以 可 以 用 z(1,2) 表示 。 - 
例 4-26 前 面 介 绍 了 dde23() 函数 在 求解 延迟 微分 方程 中 的 应 用 。 然 而 对 于 如 下 问题 


了 人 () 一 Act 一 T1 )} 十 Pt 一 72 ) 十 到 ) 


其 中 , Ti 三 0.15,72 = 0.5， 因 为 方程 中 同时 包 爹 业 ( 相 和 2(t 一 请 ) 项 ， 这 类 微分 方程 又 
称 为 中 性 (neutral-type) 延迟 微分 方程 ， 所 以 单纯 采用 dde23() 是 无 能 为 力 的 ， 而 需 
要 引入 更 好 的 工具 ， 如 系统 仿真 的 框图 化 求解 环境 Simulink 来 实现 。 详 细 的 求解 方法 
将 在 后 面 介 绍 。 


4.3.5 多 模型 切换 系统 的 求解 


切换 系统 是 控制 理论 中 的 一 个 重要 的 研究 领域 本， 所 谓 切 换 系统 就 是 在 某 种 
规律 下 其 模型 在 多 个 模型 间 切 换 的 系统 。 切 换 系 统 的 数学 模型 可 以 表示 为 


Zi 一 万 (人 UL 一 1 .70 (4-3-5) 


该 系统 允许 在 某 个 控制 规律 下 ,整个 系统 在 各 个 模型 之 间 切 换 。 利 用 切换 系统 的 
理论 ,可 以 设计 控制 器 ,使 得 不 稳定 的 各 个 模型 广 通过 合理 的 切换 达到 整个 系统 
的 稳定 。 

例 4-27 假设 已 知 系统 模型 空 = 4iz， 其 中 4 = 四 吕 j 43 = 中 虽 . 可 
见 ， 两 个 系统 都 不 稳定 。 若 zlz2 < 0， 即 状 态 处 于 第 II, IV 象限 时 ， 切 换 到 系统 41， 
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而 Tiz2 > 0， 即 状态 处 于 LIILI 象限 时 切换 到 42。 令 初始 状态 为 zl(0) = za(0) = 5， 
读 求 解 该 系统 的 微分 方程 。 
求解 按照 系统 模型 及 切换 律 ， 可 以 容易 地 写 出 切换 系统 的 MATLAB 表示 为 
function Qx=SWjitch_SsySs(t ,X) 
if XU1)*x(2)<0，A=[0.1 -1;， 2 0. 菇 ; 
else，A=[0.1 -2; 1 .0.1 end 
dGX= 有 水文 ; 
这 样 就 能 用 下 面 的 语句 直接 求解 切换 系统 的 方程 ， 得 出 如 图 4_19 所 示 的 时 间 响 
应 曲线 和 相 平 面 曲线 。 可 见 ， 不 稳定 的 状态 方程 模型 在 某 种 指定 的 切换 律 下 ， 可 以 得 
出 稳定 的 整体 系统 状态 。 
>> [t,x]j=ode45(@switch_sys, [0,30] ,55;5]) ; 
plot(t,x)，figure，plot(x(:,1),x(: ,2)) 








0 5 10 15 20 2 30 26 -4 -2 2 4 6 


如 
(a) 时 域 响应 曲线 (b) 相 平面 图 
4-19 切换 系统 的 响应 与 切换 效果 


其 实 ， 为 方便 起 见 ， 该 切换 系统 还 可 以 由 匿名 函数 表示 成 
>> f=Q@(t,Xx)(x(1)*x(2)<O0)+r[0.1 -1:; 2 0.1]*x+... 
(x(C1)*Xx(2)>=0)*x[0.1 -2; 1 0.1]*x， 


4.3.6 ”随机 信和 号 激励 下 线性 微分 方程 的 离散 化 求解 
假设 线性 连续 系统 的 状态 方程 模型 为 
Z( 夫 一 4z 世 十 吾 [g 的 十 Tb，V 的 = Cz(b (4-3-6 


式 中 4, ，C 为 兼容 和 矩阵 ，d( 轨 为 确定 性 输入 向 量 , y() 为 Gauss 白 噪 声 向 量 ， 
满足 下 式 : 
也 六 一 0， 卫 mr 的 7 的] = 5 一 了 ) (4-3-7) 





4.3 特 丈 微 分 方程 的 数值 解 


和 


定义 一 个 变量 六 的 = 号 7(0， 则 可 以 证 明 7e( 亦 为 Gauss 白 噪声 ,满足 
EDmeO] = 0，PEDPe(bomTe (区 = 克 6(t 一 了 ) (4-3-8) 
其 中 从 = 瑟 凡 盏 :为 一 个 协 方差 矩阵 ， 这 时 式 (4-3-6) 可 以 改写 成 
人 一 zt 十 呈 C 昌 十 普罗 VCz 人 Hb (4-3-9) 


状态 变量 的 解析 解 可 以 写成 : 
世 


eat-nalrjBdr + | 六 (bdr (4.3-10) 


tn 


Z(t 一 er 人 tp(t) 十 | 

假设 b = KAb L = 全 二 1)At 其 中 At 为 计算 步 长 ， 并 假定 在 一 个 计算 
步 长 之 内 确定 性 输入 信号 db 为 一 个 常数 , 亦 即 ， 如 At 乞 上 去 (二 TIAE 时 有 
dt = d(KAi, 则 式 (4-3-10) 的 离散 形式 可 以 写成 


z[(E+HAH = zANTGd(kAN+oaEAN， WAN = Ce(kAN (43-11) 


At 
式 中 下 一 e42^ CG =| e4(At7) 玉 dr,， 且 
0 


(十 At 


A; 
Ta(KAH) =| eate+DetT ye(t)dr = | e Te[(E 二 DAt--Trldr (43-12) 
0 


天 六 上 


可 见 和 矩阵 严 ，G 和 确定 性 系统 的 离散 化 形式 是 一 样 的 , 所 以 会 很 容易 求 得 ， 
但 可 以 看 出 , 若 系统 含有 随机 输入 时 ,系统 的 离散 化 形式 与 传统 形式 是 不 同 的 。 可 
以 证 明 >a (0 亦 为 Gauss 白 噪 声 向 量 ， 且 满足 


EpmaAil =0，EDPa(kAbD3aUAb = Vbu (4-3-13) 
At 
式 中 六 = | eVe4artdt。 利用 Taylor 级 数 展开 技术 可 得 
0 
T=- 「 厂 有 们 大 dt 一 > 伏 (4-3-14) 
0 大 一 0 


其 中 尽 (0) 与 作 可 以 由 下 式 递 推 地 求 出 加 


A 人 # (4-3-15) 
如 一 一 一 一 (4 了 -十 了 - 1A 7) 


尽 (0) = 4 玉 Ri(0) 十 尽 ， 1(0)4T 
十 ] 
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递 推 初 值 为 五 o(0) = 至 (0) = 取 ， 葬 = 从 At 由 奇异 值 分 解 理论 , 可 以 将 矩阵 友 
写成 Y = UPUT, 其 中 UL 为 正 交 和 矩阵, 卫 为 含有 非 零 对 角 元 素 的 对 角 抢 阵 ， 这 
样 可 以 得 出 Cholesky 分 解 V = 万 万 [。 且 >ya(KAN = De(kKAb， 式 中 e(KAb 
为 丸 xX1 向 量 , 且 e(kAN = [eeki…,ekHm_ilI， 使 得 各 个 分 量 ex 满足 标准 
正 态 分 布 , 即 ek ~ 六 (0,1)。 系 统 的 离散 形式 的 递 推 解 可 以 写成 


z[(R 二 ITAH 三 下 DREANT+TGdORAN + DeKAb 
| VAN = Cz(EAH) 


根据 上 面 的 算法 ， 可 以 编写 出 随机 输入 下 连续 线性 系统 离散 化 的 MATLAB 
函数 sc2d1() 如 下 : 
function [IF,G,D,C]j=sc2dqk4G ,sig),T) 
G=ss(G) ; G=balreal(G) ; Gd=c2d0G,T) ; A=G.a，B=G.b; C=G.c;， 1i=1; 
F=ed.a;i CG=ed.b;i VU=B*yrSslig+B +*T;i Vd=V0O; V1L=Vd 
while (norm(V1)<eps) 
V1=T/(i+l)*(A*VO+VO*A) ; Vd=Vd+V1; VO=V1; 1=i+l， 
endq 
U,S,V0]=svdq(Vd) ; VO=sqrt (diag(S)) ; Vad=dqiag(VO) ; D=U*rVd ; 


该 函数 的 调用 格式 为 [ 忆 ,G ,万 ,C]=sc2d(G,c,Ab ， 其 中 ，G 为 系统 模 
型 ,ca 为 输入 信号 协 方差 矩阵 ，At 为 采样 周期 ，( 开 ,G, 了 ,C) 为 离散 化 状态 方程 
的 相应 和 窍 阵 。 
在 仿真 时 ,可 以 产生 一 组 伪 随 机 数 ， 从 而 产生 向 量 e(KA 交 ,然后 求 出 状态 变 
量 z[(E 二 JT)Ai 并 求 出 输出 变量 y[(R 二 1T)Ai。 
s3 十 7s2 十 24s 十 24 


例 4-28 考虑 受 控 对 象 的 传递 也 数 模型 为 G(s) = 了 1085 二 3555 十 508 工 2， 如 果 


用 白 唆 声 信 号 激励 该 系统 ， 试 对 其 进行 仿真 分 析 并 得 出 输出 信号 的 统计 规律 。 
求解 假设 系统 的 采样 周期 为 三 = 0.02， 下 面 的 语 龟 

>> G=tf([1,7,24,24] ,[1,10,35,50,24]);，[E,G0,D,C] =sc2d(G,1,0.02) 
可 以 得 出 离散 化 的 状态 方程 模型 为 


(4-3-16) 


0.9838 -0.00673 ”0.0132 “0.00129 0.01823 
环 |0.00673 0.9883 。 0.07022 0.00364 | 下， | -0.00355 
”| 0.0132 -0.07022 ”0.8653 -0.0257|， ”0 一 | -0.00757 
0.00129 -0.0036401 -0.0257 ”0.9684 一 0.000718 


--0.12893 0.00088028 -4.6919x10-6 4.6917x10-10 

0.0251 -0.0012 “” -1.3573x10-5 2.3791x10-9 

0.05356 0.002635 ”一 5.2322x10-6 一 8.8812x10-10 
0.00508 0.0005 3.1358x10-6 9.5176X10-9 

由 离散 化 的 状态 方程 模型 出 发 ， 可 以 用 下 列 的 MATLAB 语句 对 之 进行 仿真 ， 其 中 仿 
真 点 数 设 为 30000 个 。 


了 7D) 一 


4.4 微分 方程 边 值 问题 的 计算 机 求解 


>> D=30000; e=Tandn (n+4,1); e=e-mean(e); % 生成 零 均 值 的 输入 信号 
y=Zzeros(n,1); x=zZeros(4,1); d0=0; 
for 1i=]1:D，X=F*x+G0O*d0O+D*xe(i:i+3); y(i)=Crx;i end 
TI=0.02; t=0:T:(n-1)*T; Plot(t,y) ，v=normn(G) 
得 出 的 响应 曲线 如 图 420(a) 所 示 , 同时 还 可 以 得 出 系统 的 ?2 范 数 的 值 为 w 一 0.6655。 
不 过 从 得 出 的 曲线 看 ， 这 样 的 响应 似乎 杂乱 无 童 ， 所 以 对 随机 输入 来 说 ， 分 析 其 统计 
规律 应 该 更 有 用 。 可 以 考虑 将 输出 范围 (一 2.5,2.5) 划分 成 宽度 为 岂 = 0.2 的 小 区 间 ， 
累加 出 落 入 每 个 小 区 间 的 输出 点 个 数 ， 由 这 些 值 除 以 na 则 可 以 得 出 基于 念 真 结果 的 
概率 密度 值 ， 如 图 4-20 (b) 所 示 。 另 外 ， 可 以 从 理论 上 证 明 上 四 ,输出 信号 的 概率 密度 
为 pGy) = - 计 -e-9 /Ce )， 这 样 ， 在 得 出 的 直方 图 上 还 可 以 蚕 印 上 系统 的 理论 概率 密 
度 ， 可 见 和 由 份 真得 出 的 结果 较 吻 合 。 
>> WwW=-0.2; X=-2.5:W:2.5; yl1=hist(y,x); bar(x,yl/n/w) ; 
xl1=-2.5:0.05:2.5; y2=1/sqrt(2*pi)Vv*xexp(-xl.>*2/2/v>*2) : 
line(xl,y2) 4% 有 登 印 理论 概率 密度 函数 曲线 











0 I00 20 30 40 50 600 -1 0 1 2 
(a) 系统 的 时 域 响应 (b) 输出 的 概率 密度 
图 420 随机 输入 系统 的 响应 


4.4 微分 方程 边 值 问题 的 计算 机 求解 


表面 的 微分 方程 数值 解 中 侧重 研究 初 值 问题 ， 即 已 知 zo 对 其 他 时 刻 状态 变 
量 值 进 行 求 解 的 方法 。 在 实际 应 用 中 , 经 常会 遇 到 这 样 的 问题 ， 已 知 部 分 状态 在 
二 0 时 刻 的 值 ， 还 知道 部 分 状态 在 上 = 妈 时 刻 的 值 ， 这 类 问题 即 所谓 的 边 值 问 
题 。 边 值 问题 也 是 ode45() 类 函数 无 法 直接 求解 的 一 类 问题 。 本 节 将 讨论 边 值 问 
题 的 计算 机 求解 方法 ,并 以 此 为 基础 介绍 边 值 问题 在 线性 二 次 型 最 优 控制 仿真 中 
的 应 用 。 
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间 


4.4.1 二 阶 微分 方程 两 点 边 值 问题 的 求解 方法 


二 阶 微 分 方程 的 边 值 问题 的 数学 描述 为 
牙 (四 一 下 ( 态 思 人 WU(a) 三 Ta VCD 三 信 (4-4-3) 
假设 想 在 区 间 [c, 引 上 研究 该 方程 的 解 ， 且 已 知 在 这 两 个 边界 点 上 的 值 ， 则 上 面 的 
二 阶 微分 方程 称 为 两 点 边 值 问题 。 


显然 ， 利 用 前 面 的 初 值 问题 算法 是 不 能 直接 使 用 的 ， 因 为 并 不 能 直接 获得 在 
初始 时 刻 的 各 个 变量 的 值 。 假 定 原始 问题 可 以 转换 成 下 面 的 初 值 问题 








y) 一 了 (9 2 W(Q) 一 al) V(a) 一 77 (4-4-2) 
则 问题 转换 成 求解 V(rm; 蔬 = ， 可 以 采用 下 面 的 Newton 迭代 法 来 求 取 mn。 
3 一 3 
7 3 


式 中 ,Wi = Waia02 = Vi,03 = (9y719m)(mnai 有 ,ua = (907/9m)(rmi 昌 ， 
且 可 以 由 下 和 面 的 微分 方程 初 值 问题 来 求解 。 


21 一 V2， Wifla) 一 Ta 
1 一 天 ( 志 U1)Uo)， uv2(a) 一 7 
23 一 U4， va(a) 一 0 (4-44) 


. 9098 oO 开 
?44 一 末了 已 人 各 Ua2 ) 23 十 机 人 U1y V2 )74， vdfa) 一 ] 
其 中 , 要 求 能 显 式 地 求 出 9F/ ay, 9F71 ar。 在 具体 计算 中 可 以 指定 一 个 mn 值 , 然后 
求解 式 (4-44) 中 的 初 值 问题 ,将 结果 代入 式 (443) 和 欠 代 一 步 ， 并 将 结果 代入 式 
(4.4.4) 重新 计算 ,直至 两 次 计算 出 来 的 yn 值 的 误差 在 允许 的 范围 内 ， 则 可 采用 
此 靖 值 , 这 样 的 迭代 方法 又 称 为 非 线 性 边 值 问题 的 打靶 算法 。 最 后 代入 式 (44-2) 
来 求解 原始 问题 。 上 面 算 法 的 MATLAB 实现 为 
function Lt,yj=nlbound(funcn,funcv,tspan,XxOf ,tol,varargim) 
t0=tspan(1) ;itfinal=tspan(2);  Ea=x0of(1); gb=x0f (2) ; m=1; mO=0， 
While (norm(m-n0)>tol) ，m0=nm; 
[t,v]=odqe45(funcv,tspan, [ga;m;0;1] ,varargin) ; 
m=mo-(vktend,1)-gb)/Gv(end,3) ) ; 
G 了 T 台 
[t ,yj]=ode45 (funcn,tspan, [gai;im] ,varargin) ; 


其 中 , 用 户 必须 自己 编写 一 个 funcv() 函数 来 描述 式 (4-4.4) 中 的 初 值 问题 。 下 
面 将 通过 例子 来 演示 此 算法 。 
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例 4-29 试 求解 下 面 的 非 线性 微分 方程 边 值 问题 。 
几 三 下 ( 作 估 三 2 (三 一 1 WE 三 1 


求解 可 以 容易 地 来 出 人 篇 导数 OF/9y = 28, 90FV 遇 =2Vy。 令 21 三 芒 72 三 思 代入 
式 (4-4-4) 中 的 第 4 个 式 子 可 以 立即 得 出 24 = 2zax3s 十 27174， 玖 可 以 写 出 下 面 的 
MATLAB 语句 来 求解 微分 方程 的 边 值 问题 。 
>> f=Q(t,X) [x(2); 2*xX(1)*#X(2);，，X(4); 2*xrxXx(2)*+*Xx(3)+2+X(1)*xX(4)， 
gE=Q@t(t,x) [xX(2); 2*xX(t1)*x(2)] ; 
[t,y]=nalbound(g,f, [0,piV2] , [-1,1] ,1e-8) ; 


4.4.2 一 般 边 值 微分 方程 的 求解 方法 


由 前 面 的 叙述 可 见 , 两 点 边 值 求解 方法 的 局 限 性 较 大 ,对 原来 的 方程 有 许多 
约束 ， 如 阶 次 约束 、 边 值 约 束 等 。 如 果 需 要 求解 更 复杂 的 边 值 问题 ， 必 须 利用 其 他 
的 方法 。 假 六 要 研究 的 微分 方程 为 


2 = 29) (4-4-5) 
其 中 y 为 状态 变量 向 量 ，8 为 方程 中 其 他 未 知 参数 向 量 。 该 方程 已 知 的 边界 值 为 
go VOD:g=0 (4-4-6) 


如 有 末 想 将 原始 问题 变换 成 初 值 问 题 ， 则 需要 求解 若干 个 代数 方程 。 若 需要 求 
解 的 变量 个 数 和 这 样 建 起 来 的 方程 个 数 相 同时 ， 则 可 以 通过 求解 方程 的 方法 先 
将 它们 求解 出 来 , 然后 求解 微分 方程 。 和 典型 的 边 值 问题 相 比 , 这 里 研究 的 方程 求 
解 更 具 一 般 性 ,因为 除了 传统 的 边 值 问题 之 外 , 还 可 以 求解 其 他 的 未 知 参 数 问题 。 

MATLAB 提供 的 bvp4c() 函数 六 可 以 很 好 地 求解 微分 方程 的 边 值 问 题 。 正 
确 求 解 一 个 第 微分 方程 的 边 值 问题 ,一 般 应 该 经 过 以 下 几 个 步 又: 

C 参数 初始 化 调用 bvpinit() 函数 即 可 输入 信息 。 当 然 这 样 的 描述 决 不 仅 
仅 局 限于 边 值 ， 其 他 待定 变量 也 可 以 在 这 里 一 起 描述 。 该 函数 的 调用 格式 
为 sinit=bvpinit(u,zo,9o)， 其 中 , v 应 该 包含 测试 的 时 间 向 量 ， 可 以 
用 v=1linspace(a,b,AM) 生成 ,注意 为 保障 足够 快 的 计算 速度 ，WM 不 能 
取得 过 大 , 一般 取 MA = 5 即 可 。 除了 Yv 向 量 ， 当 然 还 应 该 给 出 状态 变量 初 
值 zu 和 待定 参数 gu 的 初始 搜索 点 。 

@2 微分 方程 和 边 值 问题 的 MATLAB 函数 描述 微分 方程 本 身 的 描述 和 初 
值 问 题 完 全 一 致 , 边 值 问题 描述 出 式 (4-4-6) 中 的 各 个 式 子 即 可 ， 具 体格 式 
将 由 下 面 的 例子 演示 。 
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@@ 边 值 问题 的 求解 调用 bvp4c() 函数 就 可 以 直接 求解 边 值 问题 了 
sol=bvp4c('fun1，, fun2，,sinit,options ,附加 参数 ) 
其 中 ，funl.m 和 fun2.m 分 别 为 描述 微分 方程 和 边 值 条 件 的 MATLAB 
函数 ， 当 然 它们 也 可 以 通过 inline() 函数 或 匿名 函数 直接 表示 。 返 回 的 
sol 为 结构 体型 变量 ,其 sol.z 为 志向 量 ，sol.9 的 每 一 行 对 应 一 个 状态 
变量 。so1l.parameters 将 返回 求解 出 来 的 待定 参数 6。 
后 面 将 通过 例子 介绍 该 函数 的 编写 方法 。 另 外 , 还 需要 编写 一 个 函数 来 描述 
一 阶 微分 方程 组 , 这 和 以 前 微分 方程 组 的 描述 是 完全 一 致 的 。 
例 4-30 试用 bvp4c() 马 数 重 新 求解 例 429 中 的 边 值 问题 。 
求解 令 zZl = 功 za 一 I， 则 可 以 得 出 一 阶 显 式微 分 方程 为 如 = Za,za = 27lzo， 这 里 
采用 了 医 名 函数 的 形式 描述 微分 方程 和 边 值 条 件 ， 其 效果 和 编写 MATLAB 函数 是 完 
全 一 致 的 。 可 以 由 下 面 的 语句 直接 求解 本 边 值 问题 ， 结 果 曲 线 如 图 421 (al) 所 示 。 得 
出 的 结果 和 前 面 例子 是 一 致 的 。 
>> f1=@(t,x) [x(2); 2*x(1)*x(2)]; f2=@(xa,xb) [xa(1)+1，xb(1)-1]， 
sinit=bvpinit(1Linspace(0,pi/2 ,5) ,ranq(2 ,1))， 
So DYvP4ctT f2,sSinit) ; ; plot (so1， X,Sol. 本 
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图 421 边 值 问题 的 解 


利用 bvp4c() 函数 还 可 以 解决 更 复杂 的 边 值 问题 ， 例 如 若 边 值 问题 修改 成 
VUr/ 2 三 1，V(r/2) 一 %(0) = 1， 则 可 以 如 下 修改 f2， 并 求解 该 方程 ， 得 出 如 图 421 
(b) 所 示 的 结果 。 

>> f2=@(xa,xb) [xb(2)-1; xb(1)-xa(li)-1]， 

sol=bvp4c(f1,f2,sinit); plot(sol.x,sol.y) 
例 4-31 已 知 某 常 微分 方程 模型 为 | 已 知 z(0) 二 20 二 1 
yy 三 一 2 十 DT7Y 
z(3) = 4,4(3) = 2， 试 求 出 oo 6 并 求解 本 微分 方程 。 
求解 先 引 入 状态 变量 71 = z,za = y， 则 可 以 将 原 问题 转换 成 关于 z 的 微分 方程 。 另 
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外 , 令 U1=a va = DO。 和 边 值 问题 一 样 ， 需 要 描述 系统 的 动态 模型 和 边 值 问题 如 下 
>> f=Q@(kt,X,V) [4*xXx(CL)+V(L)*X(1)#X(2)， -2*X(2)+V(2)#x(1)*rxXx(2)]， 
g=@(ya,yb,v) [ya(1)-2; ya(2)-1; yb(1)-4; yb(2)-2] ; 
从 表示 的 函数 可 以 看 出 ， 边 值 的 描述 还 是 很 直观 的 。 这 时 ， 可 以 先 调用 bvpinit() 
初始 化 通 数 来 定义 求解 时 间 段 及 网 格 划 分 方法 ， 并 令 状 态 初始 值 和 参数 a, 人 的 初始 
值 ， 因 为 有 两 个 初始 状态 ， 两 个 未 定 参 数 ， 所 以 它们 的 初 值 均 可 以 设置 为 随机 数 向 量 
rand(2,1)。 定 义 了 这 些 参 数 ， 则 可 以 调用 bvp4c() 函数 来 求解 边 值 问题 的 a;, 9 参数 ， 
并 求解 在 此 参数 下 的 系统 方程 了 。 
>> xl=[1l;1]; x2=[-1;1]; sinit=bvpinit(1linspace(0,3,5) ,xl1,x2) ; 
sol=bvp4ctf,g,sinit); sol.parameters  % 显示 待定 参数 
plot(sol,Xx,SoL.y); figure; plot(sol.y(1,:),sol.y(2，:)) 
得 出 的 结果 如 图 4 22 所 示 ， 同 时 可 以 求 出 oa =- -2.3721,9 = 0.8934。 由 得 出 的 仿真 曲 
线 可 以 看 出 ， 方 程 状态 的 边 值 条 件 可 以 满足 ， 所 以 求 出 的 解 是 正确 的 。 这 里 的 初 值 向 
量 Z1 和 2Z2 选择 应 该 注意 ,如果 选 择 不 当 可 能 使 得 求解 过 程 中 的 Jacobi 甜 阵 奇异 ， 所 
以 实际 求解 时 若 出 现 此 现象 , 则 应 该 选择 其 他 的 初 值 。 
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图 4-22 微分 方程 的 数值 解 表示 


4.4.3 做 分 Riccati 方程 与 二 次 型 最 优 控 制 问题 求解 
微分 Riccati 方程 的 一 般 数 学 表示 方法 


-PH=PDO4+4IPH+Q- PDBR-IBTPO (4-4_7) 


其 中 , 已 折 ) = 瑟 ,， te [to,]。 单 从 微分 Riccati 方程 本 身 看 ,该 问题 并 不 是 边 值 
门 题 ， 而 是 终 值 问题 ， 可 以 由 ode45 () 这 类 函数 直接 求解 。 但 考虑 到 在 控制 领域 
经 各 将 微分 Riccati 方程 和 系统 状态 反馈 相 结合 ,而 状态 方程 又 涉及 到 初 值 模型 ， 
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所 以 这 样 需 要 综合 考虑 初 值 与 终 值 问 题 ， 故 可 以 将 原始 问题 纳入 边 值 问题 的 框架 
下 求解 。 
这 里 先 考 虑 简单 微分 Riccati 方程 的 解析 解 方法 ,然后 探讨 一 般 微分 Riccati 
方程 的 数值 解法 ,最 后 将 研究 线性 二 次 型 最 优 控制 问题 的 仿真 方法 。 
1. 微分 Riccati 方程 的 解析 解 算法 
假设 残 白 为 另 x 史 方 阵 , 这样 可 以 构造 出 一 个 2n” x 2m 的 微分 方程 


d | 瑟 人 |  14 一刀 尼 - 瑟 II | 天 区 天 (二 )| | 五 
和 鸭 - 国 we 


其 中 瑟 ( 和 世人 折 均 为 风 x 史 矩阵 ,， 这样 方程 的 结构 和 以 前 研究 的 一 阶 显 式微 分 
方程 组 (4 2-1) 是 不 同 的 。 若 在 te 区) 垢 ] 区 间 内 方程 的 解 矩 阵 天 人 非 奇 异 ， 则 
微分 Riccati 方程 的 解析 解 可 以 写成 晶 


瑚 ( 直 一 六 (胡大一 () (4-4-9) 





加 -1 PT 
可 以 证 明 , 若 Hamilton 撼 阵 RM - 四 0 没有 纯 虚 数 特征 值 


且 大 入 是 该 矩阵 的 特征 值 , 则 -入 也 是 该 矩阵 的 特征 值 。 可 以 引入 相似 变换 矩阵 


_ | | | 瑟 | | 并 rinrmn |-4 0| 
天] 国 -王国 was 中 aa 














人 ，， [到 [4 0 去 X(0)| [7 
汗 -国民 搓 - 贺 国 必 
这 样 可 以 得 出 
- [ - 书 刀 | 蒜 (0) =- 上 - 书 卫 | 立 (0) (4-4_11) 


进而 得 出 微分 Riccati 方程 的 解析 解 为 
万 (一 开 ( 介 和 -人 = 轨 十 Tae4 Red 上 十 Tize4 Rse4| (4-4-12) 


式 中 ， 
了 一 一 [7 一 己 Ta| [上 一 忆 厂 | (4-4-13) 


例 4-32 假设 某 系 统 托 阵 、 加 权 短 阵 和 初 值 短 阵 分 别 为 


和 
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斌 来 解 微 分 Riccati 方程 的 解析 解 ， 并 检验 结果 的 正确 性 。 
求解 由 前 面 给 出 的 算法 ， 则 用 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 原 Riccati 微分 方程 的 解析 解 
>> A=[l,1; -6,-4]; B=[1; 2j; Q=zeros(2); Pl=diag([l1 2]); R=l; 
M=[A -BrinV(R)*B; -Q -A]; [lv jj=jordan(sym(M) ) ; 
Tl=eye(2); T1(3:4,3:4)=fliplrCT1) ; T=VxT1 ; 
Tli=T(1:2,1:2); T12=T(1:2,3:4); T21=T(3:4,1:2); T22=T(3:4,3:4); 
Ra=-inv(T22-P1*T12)+(T21-Pt*T117) ; 
Syms tj; Lam=j(3:4,3:4); EA=expm(Lamkt) ; 
P=Ssimple((T21+T22*EA*RakEA)*kinVv(T1T1+T12*EA*Ra*rEA) ) 
得 出 的 解析 解 为 
18e“ (176e 半 一 12e4 - 316et 十 153) 
-491 -- 6320e3it + 3825e2t 十 3168e4t 一 200e6: 
6e”“ (264e” -- 22e 妆 - 395et 十 153) 
一 491 一 6320e3 十 3825e21 十 3168e4l 一 200e6: 
6e2 (132e2 - 19e4 - 158et 十 51) 
-491 一 6320e3t 十 3825e2t - 3168ed4t 一 200e6: 
下 面 的 语 旬 可 以 检验 结果 的 正确 性 ， 看 见得 出 的 解 是 正确 的 。 
>> SubSs(P,t,0)，Simplekdqiff(P)+P*A+A7 汪 P+Q-P*BxkinV(R)*B2#P) 
2. 微分 Riccati 方程 的 数值 解法 
从 前 面 的 介绍 可 以 看 出 ,微分 Riccati 方程 是 可 以 求解 析 解 的 ,然而 ， 若 系统 
的 阶 次 增高 ， 甚 至 问题 稍 变 复杂 ,， 则 上 述 的 微分 Riccati 方程 求解 将 变 得 异常 困 
难 , 大 部 分 问题 的 解析 求解 将 变 得 不 可 能 ,所 以 在 这 样 的 情况 下 ， 应 该 考虑 微分 
Riccati 方程 的 数值 解法 。 
可 以 编写 一 个 通用 的 描述 微分 Riccati 方程 的 MATLAEB 函数 


function qdqy=diff_ric(tt,x, tlag,A,B;Q,BR) 
P=Treshapetx,sSize(A)); Y=-PrA-A':#*P-Q+P*BrinVv(R)*B?*P; dy=Y(:) ; 


这 样 用 下 面 的 语句 就 可 以 调用 ode45() 函数 来 求解 微分 Riccati 方程 
[t ,Dj=ode45(e@diff_ric, [ 轴 ,0] , 亡 (:),options,4, 万 ,Q ,六 ) 
注意 , 在 该 方程 求解 中 , 终止 仿真 时 间 可 以 小 于 初始 仿真 时 间 如 。 
例 4-33 假设 系统 模型 、 加 权 和 初 值 分 别 如 下 给 出 
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试 来 解 微 分 Riccati 方程 。 
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求解 由 于 系统 的 阶 次 增加 ， 用 前 面 介绍 的 解析 方法 是 不 可 能 得 出 问题 的 解 的 ， 所 以 
必须 借助 数值 方法 来 求解 。 描 述 了 已 知 矩 阵 ， 则 可 以 由 下 面 语 白 求 出 方程 的 数值 解 ， 
并 绘制 出 王 敌阵 的 曲线 ， 如 图 423 所 示 。 
>> A=[-6,-6,-17; -1,0,1; 1,0,0]; B=[0; 2; 菇 ; 
Q=[1 20; 280;004; R=1， Pisdiag(fl,3,8]); 
[t,y]=ode45(@diff_ric,[f0.5,0] ,P1(:),[,A,B,Q,R) ;plot(t,y) 
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图 423 微分 Riccati 方程 的 数值 解 
由 得 出 的 数据 可 见 ， 由 已 知 的 五 (0.5) 可 以 反 推 回 五 (0) 天 阵 。 以 该 矩阵 为 初 值 ， 
还 可 以 用 下 面 的 语句 求解 微分 方程 的 初 值 问 题 ， 得 出 和 图 423 中 一 致 的 曲线 。 
>> PO=y(end,:) ; 
比 ,J]=ode45(e@diff_ric, [0 0.5] ,P0(:) ,D,A,B,Q,R); plot(t,y) 
值得 指出 的 是 ,虽然 对 上 面 的 例子 来 说 ,可 以 解 出 初 值 ， 然 后 用 初 值 可 以 反 
推 回 终 值 ,但 很 多 情况 下 这 样 的 反 推 不 一 定 成 功 ,因为 如 果 主 较 大 , 则 各 个 状态 
在 上 =0 之 前 很 久 就 达到 稳 态 值 ,这 样 反 推 得 出 的 结果 就 不 惟一 了 。 
3. 微分 Riccati 方程 在 控制 理论 中 的 应 用 
考虑 式 (3-4-28) ~ 式 (3-4-31) 中 介绍 的 二 次 型 指标 最 优 控制 问题 。 由 最 优 控 
制 量 女 ( = 一 忆 一 IPzOb 可 以 直接 构造 出 下 面 的 微分 方程 边 值 问题 。 
| Z(t=(4-- 万 忆 -BIP)z 人 tb)， Z(0) 一 2z0 [41 
己 人 =-4TP 亿 -PO4+TPUBR-IBTPOD-Q， 瑟 (全 )= 瑟 
可 克 , 在 得 出 的 模型 中 , 其 中 部 分 状态 变量 给 出 了 初 值 ， 而 另 一 些 给 出 了 终 值 , 所 
以 这 样 的 问题 是 微分 方程 的 边 值 问题 。 
这 样 ， 令 新 状态 变量 一 已 , 其 中 尸 (:) 是 矩阵 尸 按 列 展开 构成 的 列 向 
量 ,， 这 时 可 以 写 出 如 下 的 M 函数 来 描述 本 问题 的 一 阶 微分 方程 组 
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function dydt=dynamic_TricGt,y,A,B,Q,R,X0O,P1) 

n=length(B) ; P=reshape(Cy(n+1:end) ,n,D) ; 

dydt=[(A-B#inv(R)*B2*#P)*y(1:D) ; 

reshape(-A:*P-P*A+P*B#rinv(R)*B72*P-Q,n>*2,1)]; 

另外 ,描述 边 值 的 M 函数 也 可 以 很 容易 建立 起 来 , 如 下 所 示 

function res=bv_ric(ya,yb,A,B,Q,R,x0,P1) 

Dn=Jlength(x0); res=[ya(1:n)-x0; yb(Cn+l:end)-P1(:)]; 

在 这 两 个 函数 中 , 变量 4, , Q, 丸 , zo 和 万 为 附加 变量 ,可 以 根据 实际 系 
统 的 参数 在 MATLAB 工作 空间 中 直接 定义 。 这 时 ,， 可 以 由 下 面 的 语句 求解 二 次 
型 指标 的 最 优 控制 问题 。 

sinit=bvpinit(linspace(a,b,M) ,rand(n2 十 nn,1)) % 构造 初 值 


sol=bvp4c(Qdynamic-Tic,obv ric,sinit,options,... 


4 万 ,Q, 玉 ,zzo: 万 ) 为 求解 二 次 型 最 优 控制 问题 


其 中 ，M 是 求解 代数 方程 用 的 分 段 值 ， 可 以 取 为 5。 返 回 的 sol 是 结构 体 数 
据 ，sol.z 为 时 间 向 量 ，sol1.y 为 整个 系统 的 状态 向 量 在 各 个 时 刻 构 成 的 矩阵 ， 
其 前 即行 数值 是 系统 的 状态 z 的 仿真 结果 ， 后 mn2 行为 Riccati 方程 的 动态 解 。 
例 4-34 仍 考 虑 例 433 中 给 出 的 线性 系统 模型 ， 假 设 状态 变量 的 初 值 为 mn = 
[5, 0,1] 工 ， 试 仿真 [0,0.5] 区 间 的 二 次 型 最 优 控制 系统 。 

求解 先 输入 系统 已 知 的 各 个 敌阵 ， 然 后 可 以 用 上 面 给 出 的 方法 定义 初 值 变量 sinit， 
将 其 代入 bvp4c() 孙 数 就 可 以 直接 求解 式 (44-14) 中 的 边 值 问题 了 。 这 样 得 出 的 状态 
变量 曲线 如 图 424 (a) 所 示 ,， 微 分 Riccati 方程 的 解 在 图 424 (b) 中 给 出 ， 其 结果 与 例 
4-33 完全 一 致 。 


0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
(a) 系统 状态 的 时 域 响 应 (b) Riccati 方程 的 解 
图 4-24 线性 二 次 型 最 优 控制 仿真 曲线 
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0=rct 20;, 25850I0047 Re xzos[5;0)j) PlesaiagtLt ,3,8])7 
sinit=bvpinit(1linspace(0,0.5,5) ,Irand(12 ,1)) ; 
sol=bvp4c(@dynamic_ric,obv_ric,sinit, [] ,A,B,Q,R,x0o,P1) ; 
Plot(sol.x,sol.y(1:3,:)); figure; plot(so1L.Xx,sSolL.y(4:end, :)); 


4.5 “基于 框图 的 非 线性 系统 的 仿真 方法 


Simulink 环境 是 1990 年 前 后 由 The MathWorks 公司 推出 的 产品 ， 原 名 为 
SimuLAB，1992 年 改 为 Simulink。 其 名 字 有 两 重 含义 ， 仿真 (simu) 与 模型 连接 
(link)， 表 示 该 环境 可 以 用 框图 的 方式 对 系统 进行 仿真 。Simulink 提供 了 各 种 可 
用 于 控制 系统 仿真 的 模块 ,支持 一 般 的 控制 系统 仿真 。 此 外 , 它 还 提供 了 各 种 工 
程 应 用 中 可 能 使 用 的 模块 ， 如 电机 系统 、 机 械 系 统 、 通 信 系 统 等 的 模块 集 ， 直 接 进 
行 建 模 与 仿真 研究 。Simulink 的 功能 十 分 强大 ,可 以 借用 其 本 身 或 模块 集 对 任意 
复杂 的 系统 进行 仿真 。 相 关内 容 可 以 参阅 其 手册 和 书籍 40,11。 


4.5.1 _ Simulink 简介 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 open_system(:simulink:) 命令 将 打开 如 图 
4-25 所 示 的 模型 库 ， 库 中 还 有 下 一 级 的 模块 组 ， 如 连续 模块 组 、 离 散 模 块 组 和 和 输 
入 输出 模块 组 等 , 用 户 可 以 用 双击 的 方式 打开 下 一 级 的 模块 组 ， 寻 找 及 使 用 所 需 
要 的 模块 。 这 里 显示 的 模型 库 是 Simulink 6.6 版 给 出 的 ,其 他 版 本 的 模型 库 表示 
形式 略 有 不 同 。 


已 Library: SIQLImK 
了 Rile 了 dit Yiew 
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图 4-25 _ Simulink 主 窗口 








4.5 基于 框图 的 非 线 性 系统 的 仿真 方法 


本 


4.5.2 _ gimulink 相关 模块 


Simulink 支持 的 模块 不 胜 术 举 , 不 可 能 在 本 节 的 篇 幅 内 全 部 介绍 , 所 以 下 面 

将 介绍 其 中 常用 的 模块 。 

d) 输入 输出 端口 (Inl, out1) 一 般 更 常用 输出 模块 显示 微分 方程 求解 的 绪 果 ， 
该 模块 将 在 MATLAB 工作 空间 中 产生 变量 yout 。 仿 真 模型 中 任意 一 路 
信号 都 可 以 用 示波器 Scope 直接 显示 。 

@ 时 钟 模 块 Ciock 产生 时 间 上 ， 从 而 可 以 搭建 时 变 系统 模型 。 

G@) 常用 输入 模块 可 以 用 Sine 模块 产生 正弦 信号 , 用 Step 可 以 产生 阶 竖 信 

号 ， 而 用 Constant 模块 可 以 产生 恒 什 信号。 

积分 器 模块 (Int) 可 以 用 其 撒 述 一 阶 导 数 , 令 利 微分 方程 组 的 每 个 一 阶 导 

数 项 作为 每 个 积分 器 模块 的 输入 。 人 例如， 第， 个 积分 器 模块 的 输入 端 定义 

为 写 (四则 其 输出 端 目 然 就 是 .人 5， 若 给 出 了 一 阶 微分 方程 组 ， 则 积分 器 

输入 端的 搭建 就 是 整个 微分 方程 组 Simulink 模型 搭建 的 关键 。 对 于 线性 

高 阶 微分 方程 , 还 可 以 采用 其 中 的 传递 函数 模块 Transfer Function。 

@) 延迟 模块 (Transport Delay) 可 以 得 出 其 输入 信和 叶 在 !-- 时刻 的 值 。 该 模 
块 可 以 用 于 延迟 微分 方程 的 建 模 与 求解 。 除 了 固定 时 间 延 迟 外 , 还 可 以 使 
用 Variable Transport Delay 模块 表示 可 变 时 间 延 迟 。 

(6) 增益 模块 (Gain, Sliding Gain 和 Matrix Gain) 这 些 增 益 模块 都 是 建 模 中 很 
有 意义 的 增益 模块 ， 而 它们 的 作用 也 各 不 相同 。Gain 模块 主要 用 于 信和 号 的 
放大 ,如果 该 模块 的 输入 信号 为 ， 则 其 输出 为 玉 v。Matrix Gain 是 矩阵 
增益 模块 ， 如 果 回 量 型 输入 信号 为 妈 ,， 则 其 输出 信和 号 就 成 为 下 W。5liding 
Gain 模块 较 有 特色 , 它 实 际 上 是 一 个 滚动 杆 , 用 户 可 以 通过 鼠标 拖 动 的 方 
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SA 


式 实 时 改变 该 模块 的 增益 。 
J) 数学 运算 模块 可 以 对 其 输入 信号 实现 加 减 乘除 等 代数 运算 ， 也 可 以 实现 
各 种 馆 辑 运算 和 比较 运算 。 


数学 函数 模块 可 以 对 输入 信和 号 做 模块 指定 的 非 线性 运算 ,如 三 角 函 数 运 
算 、 指 数 对 数 运算 等 。 

@) 信号 向 量化 模块 用 混 路 模块 Mux 可 以 将 若干 路 信号 混成 向 量 型 的 信号， 
用 DeMux 模块 可 以 将 问 量 型 信号 解 出 单 路 的 信和 号。 


4.5.3 基于 Simulink 的 控制 系统 建 模 与 仿真 


控制 系统 仿真 研究 的 一 种 很 常见 的 要 求 是 通过 计算 机 得 出 系统 在 某 信 和 号 驱动 
下 的 时 间 响 应 ， 从 中 得 出 期 望 的 结论 。 如 果 想 研究 非 线性 方程 ， 一 方面 可 以 采用 
前 面 各 节 介 绍 的 微分 方程 数值 解法 来 求解 、 另 一 方面 ,可 以 采用 基于 Simulink 仿 
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真 框 图 的 方法 进行 求解 。 因为 对 于 更 复杂 的 系统 来 说 ， 单 纯 采 用 上 述 的 方法 有 时 
难以 完成 仿真 任务 ,比如 说 , 佑 想 研 究 结构 复杂 的 非 线 性 系统 , 用 前 面 介 绍 的 方法 
则 需要 列 写 出 系统 的 微分 方程 , 这 本 身 就 是 很 复杂 的 事 ， 有 时 甚至 是 不 可 能 的 事 。 
如 果 有 一 个 基于 框图 的 仿真 程序 ,根据 需要 可 以 用 框图 的 形式 建立 起 系统 的 仿真 
模型 ， 则 解决 复杂 系统 的 问题 就 轻而易举 了 。 这 里 将 通过 例子 介绍 Simulink 在 各 
种 系统 中 的 仿真 应 用 。 

1. 鹤 沌 问题 的 仿真 建 模 与 研究 

混沌 方程 一 般 由 微分 方程 描述 。 仿 真 这 样 微分 方程 有 一 个 技巧 , 即 对 每 个 微 
分 量 引入 一 个 积分 器 ， 积 分 器 的 输出 就 是 该 状态 变量 ,那么 积分 器 的 输入 端 就 自 
然 是 该 变量 的 一 阶 微分 。 这 样 就 可 以 通过 搭建 仿真 模型 的 方法 进行 仿真 研究 。 下 
面 通过 实际 例子 演示 混沌 问题 的 仿真 研究 。 
例 4-35 再 考虑 例 47 所 示 的 R6ssler 方程 ， 其 数学 表达 式 可 以 重新 描述 为 


Zi 一 一 yb 一 2 人 (的 
一 工 声 十 0y 人 
去 ( 胃 一 坊 十 [工区 一口 z 信 


选 定 0 = =0.2,c=5.7， 且 z(0)=y(0)=z(0)=0。 试 仿真 该 系统 ,绘制 出 系统 的 时 
域 响应 和 相 空 间 轨迹 。 

求解 对 每 个 微分 量 应 该 引入 一 个 积分 器 ， 则 不 难 构 造 如 图 426 所 示 的 Simujink 杠 
图 ， 并 将 三 个 积分 器 的 初 值 均 设 置 为 0。 在 启动 仿真 过 程 之 前 ， 还 可 以 设置 仿真 控制 
参数 ， 如 令 仿真 终止 时 间 为 100， 相 对 误差 限 为 10-7， 这 时 启动 仿真 过 程 ， 则 可 以 在 
MAITLAB 工作 空间 中 返回 两 个 变量 ，tout 和 yout， 其 中 tout 为 列 向 量 ， 表 示 各 个 
仿真 时 刻 ， 而 yout 为 一 个 三 列 的 给 阵 ， 分 别 对 应 于 三 个 状态 变量 zl(t) ~ zs 人 日 。 这 样 
用 下 面 的 语句 就 可 以 绘制 出 各 个 状态 变量 的 时 间 响 应 曲线 , 如 图 427 (a) 所 示 。 


Constant] 


COonstant 





4-26 Rassler 方程 的 Simulink 表示 (文件 名 : c4mrossler.md]) 
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>> Plot(tout ,yout) 兴 系统 状态 的 时 间 响 应 曲线 























(a) 状态 变量 的 时 间 曲 线 (b) 系统 响应 的 相 空间 表示 
4-27 Rossjer 方程 的 仿真 结果 


若 以 T1( 志 ,Za(t 和 7Zs(t) 分 别 为 三 个 坐标 轴 ， 这 样 就 可 以 由 下 面 的 语句 绘制 出 
三 维 的 相 空 间 曲 线 ， 如 图 427 (Pb) 所 示 ，comet3() 数 还 可 以 动态 演示 出 状态 空间 曲 
线 的 走向 。 

>> Comet3(yout(: ,1) ,yout(: ,2) ,yout(:，3))，grid 动态 显示 轨迹 

注意 ,这 里 得 出 的 结果 与 例 47 中 的 结果 完全 一 致 。 

Simulink 的 模块 中 很 多 都 支持 向 量化 输入 ， 亦 即 把 若干 路 信号 用 Mux 模块 组 
织 成 一 路 信号 ， 这 一 路 信号 的 各 个 分 量 为 原来 的 各 路 信号 。 这 样 这 组 信号 经 过 积分 
器 模块 后 ， 得 出 的 输出 仍然 为 向 量化 信号 ， 其 各 路 为 原来 输入 信号 各 路 的 积分 。 这 样 
用 图 428 (aj 中 给 出 的 Simnulink 模块 就 可 以 改写 原来 的 模型 了 。 在 该 模型 中 还 使 


司 工 本 1 
二 本 
b+(u[f 1]-c)*ub3] b+fu[l]-c)*u[3] 
UL]+as*u[2] u[ 1j+a#*u[2] 


-u[2]-af3] 









(a) 改进 的 仿真 框图 (文件 名 : c4mrossla.mdl) (b:， 站 量 型 信号 线 加 粗 (文件 名 : c4mrosslb.mdg) 
图 428 R6ssler 方程 的 其 他 Simulink 描述 方法 
用 Fcn 模块 ， 用 于 描述 对 输入 信号 的 数学 运算 ， 这 里 输入 信号 为 系统 的 状态 向 量 ， 而 
Fcn 模块 中 将 其 输入 信号 记 作 ， 如 果 了 为 向 量 ， 则 用 u[i 表示 其 第 1 路 分 量 。 若 选 
择 Format 一 Port/Signal Display 一 Wide Nonscalar Lines 菜单 项 则 会 自动 加 粗 向 量 型 信 





202. .第 生 章 ,党 微 分 方程 问题 的 计算 机 求解 

号 ， 如 图 4 28 (b) 所 示 。 可 见 ， 这 样 的 系统 模型 比 图 4 26 中 给 出 的 Simulink 模型 简洁 
得 多 ， 且 这 样 建 模 不 易 出 错 ， 也 易于 维护 。 

2. 时 变 系统 的 Simulink 仿真 

如 果 系 统 的 某 些 参数 随时 间 变 化 , 则 可 以 利用 Simulink 输入 模块 组 中 的 
Clock 模块 生成 时 间 变 量 , 用 其 驱动 其 他 模块 搭建 时 变 参 数 , 这 种 建立 起 系统 的 仿 
真 模型 。 
例 4-36 对 时 变 受 控 对 象 模 型 四 十 e 2g( 的 二 Testsin(2t+6)y() 一 v 的 ,考虑 一 
个 PI 控制 系统 模型 ， 如 图 429 所 示 ， 其 中 控制 器 参数 为 多 = 200, Ki = 10， 人 饱和 莫 
线性 的 宽度 为 6 = 2， 试 分 析 闭 环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 


人 受 控 对 象 模型 








图 429 时 变 控制 系统 框图 


求解 由 给 出 的 模型 可 以 看 出 ， 除了 时 变 模块 外 ， 其 他 模块 的 建 模 是 很 简单 和 直观 的 。 
对 时 变 部 分 来 说 ,假设 Zi 的 =8 的 ,Ta 人 (三 2 的 ， 则 可 以 将 微分 方程 变换 成 下 面 的 一 
阶 微 分 方程 组 


| 2 人 (1 = z2 人 6 


za 人 (t) 一 一 ezo( 人 一 estsinf2t 十 6)zl 人 (十 怀 ( 昌 


仿照 例 4 和 35 中 使 用 的 方法 ， 给 每 个 状态 变量 设置 一 个 积分 器 , 则 可 以 搭建 起 如 图 
4 30 所 示 的 Simulink 仿真 框图 ， 其 中 的 时 变 也 数 用 Simulink 中 的 函数 模块 直接 表示 ， 
注意 各 个 函数 模块 中 函数 本 身 的 描述 方法 是 用 习 表 示 该 模块 输入 信号 的 ， 而 其 输入 接 
时 钟 模 块 ， 生 成 时 变 部 分 的 模型 ， 与 状态 变量 用 乘法 器 相 乘 即 可 。 
建立 了 仿真 模型 之 后 ， 就 可 以 给 出 下 面 的 MATLAB 命令 ， 对 该 系统 进行 仿真 ， 
并 得 出 该 时 变 系 统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 4-31 所 示 。 
>> opt=simset(:RelTol' ,le-8); % 设置 相对 允许 误差 限 
Kp=200; Ki=10; 人 设 定 控制 器 参数 
[+t,x,y]=sim( cd4mtimv ,10,opt); plot(ty) 区 仿真 并 绘图 
3. 多 变量 系统 的 仿真 研究 
Simulink 提供 的 传递 函数 模块 和 状态 方程 模块 并 不 能 直接 处 理 带 有 时 间 延 
迟 的 多 变量 模型 , 所 以 应 通过 多 变量 系统 的 结构 ， 从 底层 搭建 系统 的 仿真 模型 。 





4.5 基于 框图 的 非 线性 系统 的 仿真 方法 


下 








ee 一 0.2 
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JIntegrator 








Integrator 








EXP( 一 5*U)*sSin(2yu+6 
Productl 


图 430 时 变 系统 的 Simulink 表示 (文件 名 : c4mtimv.md]) 





1.5 一 一 


0 2 4 6 8 10 


图 4-31 时 变 系统 的 阶 跃 响应 曲线 


例 4-37 考虑 例 2-22 中 介绍 的 多 变量 系统 阶 跃 响应 仿真 问题 ， 试 构造 并 仿真 该 多 变 
量 系统 模型 。 
求解 由 于 含有 时 间 延 迟 ， 所 以 不 可 能 直接 用 feedback() 函数 构造 闭环 系统 模型 ， 有 
了 Simulink 这 样 的 工具 ， 就 可 以 容易 地 建立 起 精确 的 仿真 模型 ， 如 图 432 所 示 。 在 系 
统 的 框图 中 ， 分 别 设置 两 路 阶 跃 给 入 的 值 为 ul 和 u2。 

直接 用 Simulink 模型 进行 仿真 ， 则 可 以 容易 地 得 出 该 系统 分 别 在 两 路 阶 跃 单 独 
作用 下 阶 路 响应 的 精确 解 ， 并 将 解析 解 和 近似 解 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 ， 如 图 4-33 


>> ul=1; u2=0; [ttl,xl,yy1]=sim('c4mmimno: ,15); % 第 一 输入 阶 跃 响应 
ul=0; u2=1; [tt2,x2,yy2]=sim(:c4nmimo: ,15); % 第 二 输入 阶 跃 响应 


SubpPlot(221) ，Plot(Ctl,yl(: ,1)， :ttl,yyt(C: ,1)) 
Subplot(222) ，Plot(t1l,yl(:,2)， :ttt,yy1(: ,2)) 
subplot(223) ，Plot(t2,y2(: ,1)， :tt2,yyY2(: ,1)) 


和 
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图 432 多 变量 系统 的 Sinmnulink 表示 (文件 名 : c4mmimo.md]) 
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Fromi Inf1) Frent ft) 
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4-33 多 变量 系统 的 阶 跃 响应 比较 


SubPlot(224) ，Plot(t2,y2(:,2),，:: ,tt2,yy2(: ,2)) 

在 图 4 33 中 的 实际 曲线 绘制 中 ， 采 用 实 线 表示 精确 仿真 结果 ,虚线 表示 近似 结 
果 ， 另 外 对 subplot() 地 数 设置 的 坐标 系 进行 了 手动 修正 ， 使 之 更 加 美观 。 从 图 中 可 
以 看 出 ， 这 样 得 出 的 Pad6 近似 结果 精度 还 是 比较 高 的 ， 在 得 出 的 图 形 中 几乎 看 不 出 
二 者 的 差别 ， 所 以 在 一 些 应 用 中 ， 可 以 直接 使 用 Padk 近似 对 时 间 延 迟 环节 进行 近似 ， 
但 应 该 验证 仿真 的 精度 ， 比 如 说 ， 看 看 用 不 同 阶 次 的 Padk 近似 去 处 理 延 迟 环节 ， 是 否 
能 得 出 相同 的 仿真 结果 。 

4. 延迟 微分 方程 的 求解 

如 宁 采 用 延迟 环节 ， 则 可 以 搭建 起 某 信号 及 其 延迟 信号 ,这 样 采用 Simulink 
二 人 残 可 以 容易 地 措 建 起 仿真 框图 ， 最终 通过 仿真 的 方法 得 出 延迟 微分 方 
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试用 Simulink 搭建 系统 模型 ， 并 得 出 系统 的 仿真 曲线 。 
求解 该 方程 用 MATLAB 自身 提供 的 dde23() 了 数 无 法 求解， 所 以 这 里 考虑 采用 基 
于 Simulink 的 框图 形式 求解 该 方程 。 在 建 模 之 前 可 以 用 下 面 的 语句 输入 已 知 的 答 阵 
>> Al=[-13,3,-3; 106,-116 ,62; 207,-207,113] ; 
A2=diagk([0.02,0.03,0.04j); B=[o;i 1; 2] 
再 考虑 原始 的 微分 方程 模型 ， 已 经 存在 一 个 状态 向 量 z( 切 ， 故 可 以 安排 一 个 积分 
器 ， 使 得 其 输出 为 了 ( 旨 ， 这 样 其 输入 端 自然 是 它 ( 和 ， 可 以 分 别 给 这 两 个 信号 连接 延迟 
环节 , 并 按 实际 情况 设置 延迟 时 间 常 数 ， 则 可 以 构造 出 zt 一 嫉 ) 和 zt 一 7m2) 信 号 ,这 
样 经 过 简单 的 处 理 就 可 以 搭建 出 如 图 4.34 所 示 的 Simulink 模型 。 





图 434 带 有 导数 延迟 的 微分 方程 Smulink 模型 (文件 名 : c4mdde3.md]) 


用 下 面 的 语句 就 可 以 求解 该 方程 ， 并 将 各 个 状态 变量 绘制 出 来 ， 如 图 435 所 示 。 
可 见 ， 用 传统 来 解 方法 难于 求解 的 中 性 延迟 微分 方程 也 可 以 容易 地 求解 出 来 。 
>> [t,XJ=sSim(c4mdde3:, [0,8]); plot(t,X) 


5. 网 络 控制 系统 的 建 模 与 仿真 

如 果 通过 计算 机 网 络 去 对 系统 进行 控制 ， 则 系统 中 存在 不 确定 的 时 间 延 迟 ， 
这 主要 表现 在 系统 输出 信号 检测 的 延迟 和 控制 信号 施加 作用 的 延迟 。 这 种 延迟 是 
随机 的 ， 此 外 在 网 络 传输 中 还 可 能 存在 丢 包 、 倒 序 等 现象 的 出 现 ,， 这 样 的 现象 将 
影 啊 系 统 的 控制 效果 。 这 里 将 演示 带 有 随机 延迟 的 系统 建 模 与 仿真 方法 。 
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图 4-35 延迟 微分 方程 的 数值 解 


例 4-39 考虑 状态 方程 极点 配置 算法 的 网 络 实现 。 假 设 系统 的 状态 方程 矩阵 为 


02 0 0 -2 0 1 2 
1]00 0 0 一 0 0 
0100 0 0 0 1 
4= 0003 0 0 | 号 = 0 一 | 
200 1 0 0 0 1 
00 -1 0 1 0 0 0 


状态 变量 的 初 值 为 zo = [3,4,5,2,3,0]I。 如 果 想 将 系统 的 闭环 极点 配置 到 PP = 
一 1 一 2, 一 3, 一 4, 一 1L 士 j， 试 求 出 状态 反馈 矩阵 。 若 状态 检测 和 控制 信号 作用 的 延迟 都 是 
随机 的 , 假设 最 大 的 延 退 为 0.2 秒 ， 试 建立 起 仿真 模型 并 研究 不 同 的 延迟 下 控制 效果 。 
求解 因为 需要 所 有 的 状态 ， 所 以 在 输出 方程 中 应 该 设置 C = 了。 根据 要 求 ， 由 下 面 
的 语句 即 可 以 设计 出 状态 反馈 的 矩阵 
>> A=[0,2,0,0,-2,0; 1,0,0,0,0,-1; 0,1,0,0,0,0; ... 
0,0,0,3,0,0; 2,0,0,1,0,0; 0,0,-1,0,1,0] ; 

B=[1,2; 0,0; 0,1; 0,-1; 0,1; 0,0];，x0=[3,4,5,2,3,0] ; 

C=eye(6) ; D=zeros(6 ,2) ; a=0.2; 

P=[-1,-2,-3,-4,-1+li,-1-1i]; K=place(A,B,Pp) 
这 样 得 出 的 状态 反馈 甜 阵 为 


下 二 7.9333 ”一 18.553 一 19.134 20.65 18.098 “22.126 
|=-0.36944 一 2.0412  --2.3166 -9.5475 0.57469 1.5013 


现在 考虑 网 络 控制 的 建 模 。 引 入 随机 延迟 模块 ， 则 可 以 构造 出 如 图 436 所 示 的 和 份 
真 模型 ， 其 中 @a 为 两 个 延迟 模块 的 最 大 延迟 值 。 仿 真 模型 中 未 考虑 通信 丢 包 现象 。 

设置 a = 10 一 ， 则 可 以 认为 检测 和 控制 没有 延迟 ， 这 时 可 以 得 出 直接 状态 反馈 控 
制 的 控制 效果 ， 如 图 4-37 (a) 所 示 。 令 4 = 0.2， 则 得 出 的 网 络 控制 效果 如 图 437 (b) 
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图 436 网 络 状 态 肥 馈 极 点 配置 控制 的 仿真 框图 (文件 名 : c4mnet.mdl) 


所 示 。 可 见 ， 控制 效 果 比 较 理 想 。 
































(a) 直接 状态 反馈 (b) 随机 延迟 网 络 控制 
图 437 网 络 控制 的 仿真 结果 


进一步 增 大 aw 值 ， 则 直至 wa = 0.4， 网 络 控制 系统 仍然 稳定 ,但 网 络 按 制 效果 明显 
变 差 。 若 进一步 增 大 延迟 ,如 Q 一 0.5， 则 系统 不 稳定 。 

6. 一 般 非 线性 模块 的 搭建 

Simulink 库 中 提供 了 一 些 分 段 线性 的 非 线性 静态 模块 ， 如 饱和 非 线 性 模块 、 
死 区 非 线性 模块 等 。 除 了 这 些 模 块 外 , 还 可 以 用 查 表 模 块 搭建 任意 的 单 值 和 单 值 
非 线性 模块 上 34。 单 值 非 线 性 环节 可 以 通过 查 表 模 块 直接 搭建 。 双 值 非 线性 搭建 麻 
烦 一 些 ， 搭 建 方法 可 以 由 下 面 的 例子 演示 。 
例 4-40 试用 Simujink 模块 搭建 起 如 图 438 (al)] 所 示 的 非 线性 系统 模型 ， 积 分 器 的 初 
始 状态 zl(0) = 1， 其 中 的 非 线 性 环节 如 图 438 (b) 所 示 的 双 值 非 线 性 模块 。 试 对 该 系 
统 进 行 仿 真 研 究 。 
求解 分 析 给 出 的 系统 框图 可 见 ， 本 问题 的 难点 是 双 值 非 线性 回环 环节 的 构造 。 该 回 
环 在 输入 重 减 小 时 由 图 4-39 (a) 中 给 出 的 下 降 分 支 计 算 输 出 量 ， 而 增加 时 由 图 439 
(bj) 中 的 上 升 分 支 计算 。 


和 刘 四 和 
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(a) 非 线性 系统 方 框图 (b) 饱和 继 电 回环 
图 4-38 饱和 继 电 回 环 
(2, 1 (3,1) (3 711) 
一 2.0 
(1 0) (一 2， 0) 
(a) 下 降 分 支 (by 上 升 分 支 


图 4-39 分 解 成 两 个 单 值 非 线性 环节 


Simulink 的 连续 模块 组 中 提供 了 一 个 Memoery (记忆 ) 模块 ， 该 模块 记忆 上 一 个 计 
算 步 长 上 的 信号 值 ， 所 以 可 以 按照 图 440 中 所 示 的 格式 构造 一 个 Simulink 模型 。 在 
该 框图 中 使 用 了 一 个 比较 符号 来 比较 当前 的 输入 信号 与 上 一 步 输入 信号 的 大 小 ， 其 输 
出 是 远 辑 变量 ， 在 上 升 时 输出 的 值 为 1， 下 降 时 的 值 为 0。 由 该 信号 可 以 控制 后 面 的 开 
关 模块 ， 设 开关 模块 的 阅 值 (Threshold) 为 0.5， 则 当 输 入 信号 为 上 升 时 由 上 面 的 通路 
计划 整个 系统 的 输出 ， 而 下 降 时 由 下 面 的 通路 计算 输出 。 


&(t 上 升 分 支 加 四 























Mermory ”Operator 


图 440 非 线 性 模块 的 Simulink 表示 (文件 名 : c4mloopa.mad]) 


7. 连续 系统 随机 输入 仿真 研究 

连续 系统 在 随机 噪声 驱动 下 ,其 系统 内 信号 不 能 简单 地 用 随机 数 作为 输入 进 
行 仿真 ， 而 必须 采用 和 仿真 步 长 相关 的 加 权 随 机 信号 ,已 保证 在 一 个 指定 的 频率 
范围 内 保持 一 个 恒定 的 输入 功率 ， 最 理想 的 近似 输入 信和 号 为 带宽 受 限 的 输入 信 
号 "3 。 为 了 得 出 系统 的 近似 解 ， 必 须 使 用 定 步 长 的 仿真 方法 ， 并 对 伪 随 机 输入 函 
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数 进行 比例 化 。 假 定 比例 化 系数 为 氏 。, 即 六 = 天 ce 式 中 ee; 为 满足 正 态 分 布 的 
伪 随 机 数 ,而 Y 为 可 以 用 于 仿真 的 实际 输入 量 。 假 定 在 一 个 计算 步 长 内 输入 信和 号 
四 为 一 稼 值 ， 印 


7( 圾 三 了 二 天 cei At 和 < (+1TAt (4-5-1) 


为 保证 伪 随 机 变量 六 的 强度 与 原 随 机 信号 yo(t) 相同 ， 则 可 以 证 明 H3j 六。 = 
xc/VAt。 可 见 ， 如 果 单 纯 采 用 随机 数 作为 输入 将 得 出 错误 的 仿真 结果 。 在 
Simulink 环境 中 ， 采 用 Band-Limited White Noise 模块 作为 输入 源 即 可 以 模 
拟 昌 噪声 输入 。 


例 4-41 假设 已 知 非 线 性 系统 的 框图 如 图 4-41 所 示 ， 其 中 线性 部 分 和 死 区 非 线性 部 
分 分 别 为 


cr - 14s5” 十 248s? 十 900s 十 1200 NO 人 me- msgn(e)， |e| > 6 
3) 一 s4 十 18s3 十 102s2 十 180s 十 120， 0. iej 乏 0 


输入 7(b) 三 0， 扰动 7 的 为 白 噪声 信号 ， 且 非 线 性 特性 和 mn = 2,6 = 1， 试 对 该 系统 进行 
仿真 ， 并 得 出 误差 信号 e(t 的 概率 密度 。 





图 4-41 非 线性 系统 框图 及 仿真 模型 
求解 根据 需要 可 以 构造 出 如 图 4-.42 所 示 的 仿真 模型 。 设置 扰动 信号 +(t 的 采样 周 
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图 442 非 线性 系统 仿真 模型 (c4mrnd.md) 
期 为 0.001， 计算 30000 个 点 。 并 选择 步 长 为 0.001 的 定 步 长 仿真 算法 ， 对 该 系统 进行 
仿真 ， 则 可 以 得 出 相应 的 输出 曲线 和 误差 曲线 ， 如 图 443 (a) 所 示 。 显 然 ， 这 样 的 输 
出 信号 杂乱 无 章 ， 所 以 应 该 侧重 于 研究 误差 信号 的 统计 特性 。 由 下面 语 外 可 以 得 出 误 


国人 


差 信 号 的 概率 密度 曲线 ， 如 图 443 (b) 所 示 。 非 线性 系统 信号 的 理论 解 可 以 由 相应 的 
Fokker-Planck 方程 得 出 0 。 
>> plot (tout,yout)，figure 内 绘制 系统 的 响应 曲线 
x=-8:0.5:8; N=hist(yout(: ,2) ,x) ; y=N/0.5/30000 axjy) 





30 一 8 -0 6 8 


5 10 15 20 25 1 
(a) 误差 信号 和 输出 信和 号 的 响应 曲线 (b) 误差 信号 的 概率 密度 


图 4-43 ”随机 输入 连续 系统 的 响应 分 析 


4.5.4 39- 函数 的 设计 与 应 用 


如 果 某 些 系 统 不 利于 底层 模块 搭建 ， 则 可 以 采用 S- 函 数 的 形式 来 描述 ，$ 是 
系统 的 意思 ,而 S- 函 数 实际 上 就 是 状态 方程 的 语句 描述 。 
S- 函 数 是 有 固定 格式 的 , MATLAB 语言 和 C 语言 编写 的 S- 函 数 的 格式 是 不 
同 的 .用 MATLAB 语言 编写 的 S- 函 数 的 引导 语句 为 : 
function [sys,zo,str,ts]=fun(t,Z,U, flag,D1,D2，…) 
其 中 fun 为 S- 函 数 的 函数 名 , 上 z, 分 别 为 时 间 、 状 态 和 输入 信号，flag 为 标 
志 位 , 标志 位 的 取 值 不 同 ，S- 函 数 执行 的 任务 与 返回 数据 也 是 不 同 的 。 

@ 若 flag 的 值 为 0 时 , 将 启动 S- 函 数 所 描述 系统 的 初始 化 过 程 ， 这 时 将 调 
用 一 个 名 为 mdalInitializeSizes() 的 子 函 数 ， 该 函数 应 该 对 一 些 参数 
进行 初始 设置 ,如 离散 状态 变量 的 个 数 、 连 续 状 态 变量 的 个 数 ， 模 块 输入 
和 输出 的 路 数 ,， 模块 的 采样 周期 个 数 和 采样 周期 的 值 、 模 块 状态 变量 的 初 
值 向 量 zu 等 。 首 先 通过 sizes=simsizes 语句 获得 默认 的 系统 参数 变 
量 sizes。 得 出 的 sizes 实际 上 是 一 个 结构 体 变量 ,其 常用 成 员 为 : 
.NumContStates 表示 S- 函 数 描述 的 模块 中 连续 状态 的 个 数 。 
.NumDiscStates 表示 离散 状态 的 个 数 。 

.NumInputs 和 Numoutputs 分 别 表示 模块 输入 和 输出 的 个 数 。 
.DirFeedthrough 为 输入 信和 号 是 否 直接 在 输出 端 出 现 , 取 值 可 以 为 0, 1。 
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.NumSampleTimes 为 模块 采样 周期 的 个 数 , S- 函 数 支 持 多 采样 周期 系统 。 
按照 要 求 设 置 好 的 结构 体 sizes 应 该 在 通过 sys=simsizes(sizes) 
语句 赋 给 sys 参数 。 除 了 sys 外 , 还 应 该 设置 系统 的 初始 状态 变量 ro、 说 
明 变 量 str 和 采样 周期 变量 te， 其 中 ts 变量 应 该 为 双 列 的 窍 阵 ， 其 中 每 
一 行 对 应 一 个 采样 周期 。 对 连续 系统 和 有 单个 采样 周期 的 系统 来 说 ， 该 变 
量 为 [如 ， 其 中 二 为 采样 周期 ， 如 果 取 主 = -1 则 将 继承 输入 信和 号 的 
采样 周期 参数 妨 为 偏 移 量 ， 一般 取 为 0。 
@ 若 flag 的 值 为 1 时 , 将 作 连 续 状 态 变 量 的 更 新 , 即 调用 mdlDerivatives() 
函数 , 更 新 后 的 连续 状态 变量 将 由 sys 变量 返回 。 
@) 若 flag 的 值 为 2 时 , 将 作 离 散 状态 变量 的 更 新 , 即 调用 mdlUpdate() 函 
数 , 更 新 后 的 离散 状态 变量 将 由 sys 变量 返回 。 
由 者 flag 的 值 为 3 时 ,将 求 取 系统 的 输出 信号 , 即 调用 mdloutputs() 函 
数 ,将 计算 得 出 的 输出 信和 号 由 sys 变量 返回 。 
包 若 flag 的 值 为 4 时 , 将 调用 mdlGetTime0fNextVarHit() 函数 ， 计 算 下 
一 步 的 仿真 时 刻 , 并 将 计算 得 出 的 下 一 步 仿真 时 间 由 sys 变量 返回 。 
G@) 若 flag 的 人 为 9 时 , 将 终止 仿真 过 程 , 即 调用 mdqlTerminate() 函数 , 这 
时 不 返回 任何 变量 。 
S- 函 数 中 目前 不 支持 其 他 的 flag 选择 . 形成 S- 函 数 的 模块 后 , 就 可 以 将 其 符 
入 到 系统 的 仿真 模型 中 进行 仿真 了 。 在 实际 仿真 过 程 中 ,Simulink 会 自动 将 flag 
设置 成 0, 进行 初始 化 过 程 , 然后 将 flag 的 值 设置 为 3， 计 算 该 模块 的 输出 。 再 将 
flag 的 值 分 别 设置 为 1 和 2, 更 新 系统 的 连续 和 离散 状态 。 这 样 就 可 以 完成 一 个 
仿真 周期 的 计算 。 一 个 仿真 周期 后 ,在 将 其 顺序 地 设置 为 1,2,3， 如 此 一 个 周期 接 
一 个 周期 地 计算 ， 直 至 仿真 结束 条 件 满足 ，Simulink 自动 将 把 flag 的 值 设 置 成 
9,， 终止 仿真 过 程 。 
S- 函 数 编写 有 几 个 部 分 应 该 注意 ， 首 先是 初始 化 编程 ,程序 设计 者 应 该 首先 
弄 清 楚 系 统 的 输入 、 输 出 信号 是 什么 , 模块 中 应 该 有 多 少 个 连续 状态 , 多 少 个 离散 
状态 ， 离 散 模 块 的 采样 周期 是 什么 等 基本 信息 ， 有 了 这 些 信 息 就 可 以 进行 模块 的 
初始 化 了 。 初始 化 过 程 结束 后 ， 还 应 该 知道 该 模块 连续 和 离散 的 状态 方程 分 别 是 
什么 ,如 何 用 MATLAB 语句 将 其 表示 出 来 ,并 应 该 清楚 如 何 从 模块 的 状态 和 输 
入 信号 计算 模块 的 输出 信号， 这 样 融 可 以 编号 系统 的 状态 方程 、 离 散 状 态 更 新 及 
模块 的 输出 计算 部 分 , 从 而 完成 S- 函 数 的 编写 了 。 这 里 将 通过 一 些 例子 介绍 S- 函 
数 的 编写 方法 。 
例 4-42 这 里 通过 微分 -跟踪 器 介绍 S- 函 数 的 编写 ,微分 -跟踪 器 051 的 离散 形式 为 
Di( 二 1) 一 oai(E) 二 Tea 有 


(4-5-2) 
Z2( 天 十 1 一 22([) 十 了 fst(zi(E),zz(1) (Er 记 ) 
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二 和 昌 


式 中 , 王 为 采样 周期 ，U(K)] 为 第 天 时 刻 的 输入 信号 ,7 为 决定 跟踪 快慢 的 参数 ， 而 妃 为 
输入 信和 号 被 唆 声 污染 时 ,决定 滤波 效果 的 参数 。fst 函数 可 以 由 下 面 的 式 子 计 算 


0 一 7Ph，00 王 0 yy 一 Z1 一 4 十 hzo，ao 一 V62 十 8rly| (4-5-3) 
乏 0 

1 一 Z2 十 2V/H， | 0 (4-5-4) 
Z2 十 0.5(ao -0)sgn(y)， 人 圳 > 60 


Bt ro SR (4-5-5) 
一 rsSgn(a)j， |al > 6 ， 


斌 用 3- 函数 编 写 出 通用 的 微分 -跟踪 器 模型 。 

求解 可 以 看 出 ， 该 算法 直接 用 Simulink 模块 搭建 还 是 比较 困难 的 ， 所 以 这 里 将 介绍 
采用 S- 函 数 建立 该 模块 的 方法 。 从 式 (4 5-2) 中 给 出 的 状态 方程 可 以 看 出 ， 系 统 有 两 
个 离散 状态 ，Z1(E) 和 za(E)， 没 有 连续 状态 ， 有 一 路 输入 信号 wu(z)， 另 外 微分 -跟踪 器 
应 该 输出 两 路 信号 ， 原 输入 信和 号 的 跟踪 信号 Wi(k) = zi(E) 和 其 微分 ye( 有 ) = za 人 (有 )， 
系统 的 采样 周期 为 了 ， 由 于 系统 的 输出 可 以 由 状态 直接 计算 出 ， 不 直接 涉及 输入 信号 
tu 人 1)， 所 以 初始 化 中 DirectFeedthrough 属性 应 该 设置 为 0。 另外 , ,六 下 还 应 该 理 
解 成 该 模块 的 附加 参数 。 根 据 上 述 算 法 ， 立 即 可 以 写 出 其 相应 的 S- 函 数 实 现 。 


function [sys,x0,stTr,tsg]=han_td(t,x,u,flag,r,n,T) 
SWitch flLag， 
case 0 % 调用 初始 化 函数 

[sys,x0,str,ts] = mdlInitializeSizes(T) ， 
case 2 % 调用 离散 状态 的 更 新 函数 

sys = mdqlUpdates (x,ur,b,T) ; 
case 3，sys=xi; 直接 计算 输出 量 
case {1，4，9] % 未 使 用 的 flag 值 

syS = []; 
otherwise % 处 理 错误 

error(\[ Unhandled flag = ,num2str(flag)]) |; 
end ; 
% 当 flag 为 0 时 进行 整个 系统 的 初始 化 
function [Sys,x0,str,ts] = mdlInitializeSizes(T) 
% 首先 调用 simsizes 函数 得 出 系统 规模 参数 sizes， 并 根据 离散 系统 
% 的 实际 情况 设置 sizes 变量 
sizes = Simsizes， % 读 入 初始 化 参数 模板 
sizes.NumContStates = 0; y 无 连续 状态 
sizZes.NumDiscStates = 2; 有 两 个 离散 状态 
sizes.Num0utputs = 2;ji 输出 两 个 量 : 跟踪 信号 和 微分 信和 号 
sizes.NumInputs = 1; % 系统 输入 信号 一 路 
sizes.DirFeedthrough = 0; 》% 输入 不 直接 传 到 输出 口 


5 关 生 可 力 的 非 狼 性 系 二 的 仿 焉 方法. ,213 罗 


sizes.NumSampleTimes = 1; 4 单个 采样 周期 

sys = simsizes(sizes) ; % 根据 上 面 的 设置 设 定 系统 初始 化 参数 
x0 = [0; 0]; 4% 设置 初始 状态 为 零 状态 

str = [Di 将 str 变量 设置 为 空 字符 串 即 可 

ts = [T 0]; % 采样 周期 ， 若 写成 -1 则 表示 继承 其 输入 信和 号 
% 在 主 函 数 的 flag=2 时 ,更 新 离散 系统 的 状态 变量 

function Sys = mdlUpdates(x,u,z,h,T) 

SyS=[x(1)+Txx(2) ; X(2)+T*rfst2(x,u,r,h)]， 

为 用 户 定 义 的 子 函 数 : fst2 

function f=fst2(x,u,r,hb) 

delta=r*h; delta0=delta*+rh; y=X(1)-u+h*x(2) ; 
a0=sqrt(delta*kdelta+8*+T#kabs(y) ) ; 

if abs(y)<=delta0，a=x(2)+y/h ; 
else，a=Xx(2)+0.5*(a0-delta)*sign(y) ; end 

if abs(a)<=delta，f=-IT#+ka/delta; else， f=-TkSign(a) ; end 


编写 了 3- 函数 模块 后 ， 就 可 以 在 仿真 模型 中 利用 该 模块 了 。 例 如 在 图 444 中 给 
出 的 仿真 框图 中 ， 直 接 使 用 了 编写 的 S- 函 数 模块 han_ td， 其 输入 端 为 信号 发 生 器 模 
块 ， 输 出 端 直接 接 示 波 器 。 双 击 其 中 的 S- 函 数 模块 ， 则 将 打开 如 图 445 所 示 的 参数 
对 话 框 ， 人 允许 用 户 输 入 S- 函 数 的 附加 参数 。 在 对 话 框 中 ,输入 r = 30, 几 = 0.01 与 
了 三 0.001， 并 令 输 入 信号 为 正弦 信号 ， 并 选择 仿真 算法 为 定 步 长 ， 步 长 为 0.001,， 则 可 
以 对 系统 进行 仿真 分 析 ， 得 出 如 图 446 所 示 的 仿真 结果 。 


上 Eunctionm BlLock Parameters: 3S-Funmction 
5-Functicn 


Parameters 


号 由 辐 吐 二 


Sine Wave “。S-Function Scope 


图 4-44 仿真 模型 (c4msf2.md]) 





S-function modules:” 





图 4.45 S- 函 数 参数 设置 对 话 杠 


例 4-43 在 很 多 控制 系统 仿真 研究 领域 ， 通 常 需要 一 种 多 阶梯 函数 作为 驱动 信号 。 假 
设想 在 性 ,如 ,tN 时 刻 分 别 开 始 生成 幅 值 为 ri,ra,:… ,rw 的 阶 跃 信号， 如 图 4.47 
所 示 ,， 这样 的 模块 用 Simulink 现 有 的 模块 搭建 是 很 麻烦 的 , 如 果 N 很 大 , 则 特别 难以 
实现 。 试 用 S- 函 数 编写 这 样 的 模块 并 用 封装 技术 构造 相应 的 多 阶梯 函数 模块 。 

求解 显然 ， 若 想 用 S- 函 数 描述 次 模块 ， 则 需要 将 二 = 折 ，… ,tv] 和 也 = [ri ,7N|] 
作为 附加 变量 输入 给 模块 。 这 样 系统 的 有 一 路 输入 信号 u(， 有 一 路 输出 信号 y(t)。 
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图 4.47 多 阶梯 信号 波形 示意 图 人 


由 于 可 以 由 ut 和 加 了 公 向量 直接 计算 出 输出 信号 zy( 直 ， 所 以 此 模块 应 该 是 纯 静 态 模 
块 ， 没 有 连续 状态 和 离散 状态 。 由 已 知 志向 量 ， 首 先 找 出 当前 的 ut) 属于 哪个 段落 ， 即 
找 出 ut) > 3 的 最 大 1? 值 ,这 时 ， 模块 的 输出 则 为 y(t) = mi。 由 这 个 算法 可 以 编写 出 
如 下 的 9$- 函 数 
function [sys,Xx0,Sstr,ts]=multi_step(t,x,u,flag,tTime,yStep) 
Switch flag， 
case 0， 
S=Slimsizes;i SS.NumContStates = 0; S$.NumDiscStates = 0; 
S.NumOutputs = 1; 8.NumInputs = 0; S.DirFeedthrough = 0; 
S.NumSampleTimes=1; SySs=simsizes(S); x0=[]; str=[]; ts=[0 0] ; 
Case 3， 
i=find(tTime<=t); SyS=yStep(i(end) ) ; 
case {1，2，4，9}， sys = [; 
otherwise，erIror(['Unhandled flag = ,num2str(flag)]); 
end ; 


如 果 想 构造 一 个 单独 的 多 阶梯 函数 模块 ， 则 可 以 将 一 个 S- 函 数 模 块 复制 到 空白 


的 Simulink 模型 窗口 ， 双击 该 模块 ,在 对 话 框 中 将 其 和 multi_step.m 建 立 联系 , 在 附 
加 参数 栏目 填写 tvec,uvec。 右 击 该 模块 ， 选 中 菜单 中 的 Mask S-Function 项 ， 则 可 以 
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得 出 封装 模块 对 话 框 ， 在 其 Parameters 栏目 下 定义 两 个 对 话 框 输入 变量 tvecuvec， 
在 Initiajization 栏目 给 出 下 面 的 命令 准备 模块 绘图 数据 

x=Sort( [tvec,tvec(2:end)-1te-5,2*yrtVvec(end)-tVvec(end-1)]) ; 

y0= [uvec(:) hvec(:)]:，; y=y0(:) ; 
这 样 在 fcon 栏目 给 出 命令 plot(x,y) 即 可 以 给 该 图 标 绘制 多 阶梯 函数 的 波形 。 双 击 
该 封装 模块 ， 则 可 以 得 出 如 图 448 所 示 的 对 话 框 ， 用 户 可 以 在 该 对 话 框 中 提供 志和 忒 
向 量 来 使 用 它 。 为 后 面 内 容 使 用 ， 可 以 将 其 存 成 c4mmstep .mdl 文件 。 


4.6 “习题 与 思考 题 


1 试 求 出 下 面 线性 微分 方程 的 通 解 。 


da5y( 昌 dq4y 人 ( dq35g( 吉 dz 人) dy( 世 
十 13 一 十 64 一 十 152 一 人 冯 、 十 176 一 和 


一 ee [am (2 十 = ) 十 cos(36)| 


假设 上 述 微分 方程 满足 已 知 条 件 y(0) = 19() = 3,y(r) = 2.8(0) = 1 300) = 2， 
试 求 出 满足 该 条 件 的 微分 方程 的 解析 解 。 


2 试 求解 下 面 微分 方程 的 通 解 以 及 满足 z(0)=1z(r)=2,V(0)=0 条 件 下 的 解析 解 。 


站 ( 十 52( 朋 十 4z( 昌 十 3g( 人 三 e 一 6tsin(4b) 
28( 划 十 3 十 42 提 十 6z( 直 一 eatcos(4t) 


十 807( 











3 试 求 出 下 面 的 时 变 线 性 微分 方程 解析 解 。 


( Legendre 微分 方程 1 一 9 5 一 2: 袜 十 7( 人 十 1 之 一 0 
QZ 
2d 
昌 Bessel 微分 方程 t 9 + +( 刀 --n2z=0 


4 试 求 出 向 分 方程 lz) - (2 二] gz) + (了 ) wa) = rze-e 的 解析 解 通 解 
并 求 出 满足 边界 条 件 y(1) = mr y(r) = 工 的 解析 解 。 

5 试用 Laplace 变换 求解 下 面 微分 方程 组 的 解析 解 ， 并 和 其 他 方法 比较 。 

人 b+zb+3y=0z0)=2y0)=1 
2 区 一 区 和 一 了 办 十 2 有 二 sin 志 立 (0) 一 VC0) = 一 ] 

6 试 求 出 下 面 微分 方程 的 通 解 。 
中 站 十 2 过 四 十 帮 z 提 =t 二 1 加 8z) 十 2zy(z) = zerz 
国 y3) 二 3 上 +37+y=ertsint 


人 
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衣 重 上 和 和 


1 


] 


OO 


心 


所- 


广 忆 


极限 环 是 二 阶 非 线性 常 微分 方程 中 一 种 常见 的 现象 ， 对 某 些 非 线 性 微分 方程 来 说 ， 
不 论 初 始 状态 为 何 值 ， 微 分 方程 的 相 轨迹 都 将 稳定 在 一 条 封闭 的 曲线 上 ， 该 曲线 


称 为 微分 方程 的 极限 环 。 试 绘制 出 向 分 方程 | 之 一 yz 一 一 9 ) 的 极限 
一 -ZL 一 于 一 太 ) 
环 ， 并 对 不 同 初 值 验证 微分 方程 的 相 平 面 曲 线 确 实 收敛 于 极限 环 。 
zz=ay 一-(z)] 
Chua 电路 方程 是 混沌 理论 中 经 常 提 到 的 微分 方程 hn6 4 7 一 一 1 十 > ， 其 
二 一 0 一 7z 
中 ，j(z) 为 Chua 电路 的 二 极 管 分 段 线性 特性 
ftz)=pz+5alo-blz+ 1 -zl1h, 且 a<b<0 


试 编写 出 MATLAB 函数 描述 该 微分 方程 ， 并 绘制 出 wa= 15,G=20,7Y=0.5,a== 
-120/72 = 一 75/7， 且 初始 条 件 为 z(0) = -2.121304,y(0) = -0.066170, z(0) = 
2.881090 时 的 相 空 间 曲 线 。 


Lotka-Volterra 捕食 模型 方程 为 之 人 一 4) 一 22 人 (0 人 
(三 的 2 的 一 37( 


2,y(0) = 3， 试 求解 该 微分 方程 ， 并 绘制 相应 的 曲线 。 
请 给 出 求解 下 面 微分 方程 的 MATLAEB 命令 ， 


， 县 初 值 为 z(0) = 


yt 上 ta -ea yl0=2 50)z0)0 


并 绘制 出 y(b) 曲线 。 试 问 该 方程 存在 解析 解 吗 ? 选择 四 阶 定 步 长 Runge-Kutta 算 
法 求解 该 方程 时 ， 步 长 选择 多 少 可 以 得 出 较 好 的 精度 ， 试 与 MATLAB 语言 给 出 的 
现成 函数 在 速度 、 精 度 上 进行 比较 。 


试 选择 状态 变量 ， 将 下 面 的 非 线性 微分 方程 组 转换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 并 用 
MATLAB 对 其 求解 ,绘制 出 解 的 相 平面 或 相 空 间 曲 线 。 
站 一 (32 十 (的 236 二 2 0 
一 et 1 一 61 三 47t 太 2 
中 rz 二 220) 二 -4 加 4 冯 -2 弛 一 2texy 
y(1) = 一 283(1) =7,V1) = 6 3 1 人 ， 


12 试用 解析 解 和 数值 解 的 方法 求解 下 面 的 微分 方程 组 。 


| 写 (划一 一 27( 介 一 3 的 十 e-5 z(0) = 1L2(0) =: 
有 三 27 乓 一 25 的 一 对 的 一 饭 直 一 sint yy(0) =3,70) = 
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是 


3 条 二 和 分 方 和 组 | 5 0 ， 革 中 rO= VOTE 县 vO)- 


1,2(0) = 2.7(0) = 2,v(0) = 1， 试 选择 一 组 状态 变量 ， 将 其 变换 成 MATLAB 语言 
能 直接 求解 的 微分 方程 组 形式 ， 并 绘制 出 v(b,u(b 的 轨迹 曲线 。 


2 一 记 3 
ta2 一 世 
14 已 知 微分 方程 可 以 表示 为 bm ， “ 
273 十 cos(a1 一 WU2ja4 三 一 gsSinul 一 Sin(ul 一 t2 )2 
cos(ul 一 2z2)uas 十 za 一 一 gsinuo2 十 sin(ul 一 to2)a3 


其 中 ，W1(0) = 45,v2(0) = 30,us(0) = 44(0) = 0，g= 9.81， 试 求解 此 微分 方程 ， 并 
绘制 出 各 个 状态 变量 的 时 间 曲 线 。 


。、.。 .， ， .2 
1 17Za sin(Z172) 十 521Z2 Cos(Z 人 1 十 tcziz3 一 ezZ2 


有 


试 求 出 隐 式 微分 方程  . 网 。 的 数值 
172 十 2221Sin(D) 十 cos( 苹 272) 一 Sint 
解 ，zli(0) = 12a(0) = 1 zz(0) = 2.22(0) = 2， 并 绘制 出 轨迹 曲线 。 


16 下 面 的 方程 在 传统 微分 方程 教程 中 经 常 被 认为 是 刚性 微分 方程 。 试 用 常规 微分 方 
程 解法 和 刚性 微分 方程 解法 分 别 求解 这 两 个 微分 方程 的 数值 解 ， 并 求 出 解析 解 ， 
用 状态 变量 曲线 比较 数值 求解 的 精度 。 
了 xz1 王 971 十 2492 十 5cost 一 sin z1(0) 


- ] 
y2 一 一 24V1 一 5192 一 9cost 十 了 sm (0)= 5 


1 


9 三 一 0.191 一 49.9y2, (0)=1 
钊 4 加 =-50y2，yz(0) = 2 

V3 王 70y2 一 120y3a，Wa(0) =1] 

1 = 一 0.04y1 十 10*y2g3 
考虑 下 面 的 化 学 反应 系统 的 反应 速度 方程 组 y2 一 0.04V1 一 104g2y3 一 3X10772 ， 
如 一 3x10772 
其 初 值 为 加 (0) = 1 yz(0) = %(0) = 0， 该 方程 往往 被 认为 是 刚性 方程 。 试 采用 
ode45() 对 之 求解 ， 观 察 是 否 能 正确 求解 ， 如 果 不 能 求解 应 该 如 何 解 决 问题 ? 
18 试 求 出 习题 4 中 给 出 的 微分 方程 边 值 问题 数值 解 ， 绘 制 出 y( 曲线 ， 并 和 该 习题 
得 出 的 解析 解 比较 精度 。 


19 考虑 Van qder Pol] 方程 了 +A( -17+y = 0， 斌 求解 人 = 1， 且 边 值 y(0) = 
1 (5) = 3 时 方程 的 数值 解 。 如 果 假 设 凡 为 自由 参数 ， 试 求 出 满足 边 值 条 件 ， 且 满 
是 85) =-2 时 方程 的 数值 解 及 由 的 值 ， 并 绘图 验证 之 。 


20 考虑 简单 的 线性 微分 方程 V9 + 3y03) +37 十 电 二 59 = er34 二 erstsin(4t 十 /3)， 
且 方 程 的 初 值 为 V(0) = 1,3(0) = z0) = 1/2,y(3)(0) = 0.2， 试 用 Simulink 搭建 起 


] 


~ 
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系统 的 仿真 模型 ， 并 绘制 出 仿真 结果 上 曲线。 考虑 上 面 的 模型 ， 假 设 给 定 的 微分 方程 
变化 成 时 变 线性 微分 方程 4 二 3tyt3) 十 3121 十 和 二 59 = ee 对 十 e- 于 sin(4t 十 /3)， 
而 方程 的 初 值 仍 为 V(0)=1 9(0) = 训 0) = 1/2,yG3)(0) = 0.2， 试 用 Simulink 搭建 
起 系统 的 仿真 模型 ， 并 绘制 出 仿真 结果 曲线 。 


考虑 延 退 微分 方程 y 鸭 白 +45 人 一 0.2) 二 68 人 一 0.1) 十 68 的 十 4 人 一 0.2) 十 
yt 一 0.5) = e-， 且 在 上 < 0 时 该 方程 具有 零 初 始 条 件 ， 斌 分 别 用 Simulink 建 模 
与 dude23() 函数 求解 的 方式 直接 求解 该 微分 方程 ， 并 绘制 出 yb 曲线 。 


假设 已 知 误差 信号 ef)， 试 构造 出 求 取 TTAE, ISE, ISTE 准则 的 封装 模块 。 要 求 ， 

误差 信 导 eft) 为 该 模块 的 输入 信 叶 ， 双 击 该 模块 弹出 一 个 对 话 框 ， 允 许 用 户 用 

列表 框 的 方式 选择 输出 信和 号 形 式 ， 将 选 定 的 TTAE, ISE, ISTE 之 一 作为 模块 的 办 

出 端 显示 出 来 。 其 中 IS 了 误差 准则 定义 为 太一 | ez(tjdt，ITAE 准则 定义 为 
日 


2 


| 一 


2 


k 


TAFE 一 | te 人 (|dat， 而 ISTE 的 定义 为 ISTEF 一 | te2(t)dt。 
0 0 


23 建立 起 如 图 449 所 示 非 线性 系统 5 的 Simulink 框图 并 观察 在 单位 阶 跃 信 号 输 
入 下 系统 的 输出 曲线 和 误差 曲线 。 





s2 十 6.5s 十 1 


图 4-49 习题 23 的 系统 方 框图 


24 建立 起 如 图 450 所 示 非 线性 系统 bl 的 Simulink 框图 ， 并 设 阶 跃 信号 的 幅 值 为 
1.1， 观 察 在 阶 跃 信号 输入 下 系统 的 输出 曲线 和 误差 曲线 。 求 取 系 统 在 阶 跃 输入 下 
的 工作 点 ， 并 在 工作 点 处 对 整个 系统 抵 形 线性 化 ,得 出 近似 的 线性 模型 。 对 近似 模 
型 仿真 分 析 ， 将 结果 和 精确 仿真 结果 进行 对 比分 析 。 另 外 ， 本 系统 中 涉及 到 两 个 非 
线性 环节 的 串联 ， 试 问 这 两 个 非 线 性 环节 可 以 互 换 吗 ? 试 从 仿真 结果 上 加 以 解 杰 。 


25 试 构 造 出 如 图 年 51 所 示 的 Simulink 仿真 框图 的 数学 公式 。 
26 考虑 下 面 给 出 的 攻 巡 机 分 方 各 楼 型 dy(b/dt = 2 于 2 -01y 人 ,假设 
y(0)=0.1,， 试用 Simmlink 撕 建 仿真 模型 ， 并 对 该 系统 进行 仿真 ， 绘制 出 yt) 曲线 ， 


27 韩 京 清 研究 员 在 自 抗 扰 控 制 器 中 首先 提出 了 扩张 的 状态 观测 引 (extended state 





4.6 习题 与 思考 题 








Integrator Integrator1 





Product Clock 


图 4-51 习题 25 的 Simulink 仿真 框图 
obsetrver， 人 篇 称 为 ESO 115]， 其 数学 表示 为 


21(K 二 1) 三 2(5) 十 [zz(K) 一 Core(6)] 
22( 大 十 革 ) 一 22( 矿 ) 十 下 |zs(K) 一 Co2zfal(e(K)， 172， 9) 十 jz( 大 )] (4-6-1) 
(十 1 二 za( 辣 二 gosfalte( 让 ,174 6) 


e02 一 |e| 乏 0 
， 和 普通 状态 观 
elsgn(e)，lel > 0 

测 恬 一 样 , 该 观测 各 接受 v(E) 和 Vy(K) 为 其 输入 信号 。 根 据 该 数学 模型 ， 这里，V( 雍 ) 
实际 上 是 第 2 路 模块 输入 信号 。 读 编写 出 其 对 应 的 3- 函 数 。 


28 由 给 定 的 微分 - 跟 蹊 玫 和 坟 张 状态 观测 恬 ， 可 以 根据 下 面 的 数学 工具 构造 起 自 抗 扰 
控制 器 


其 中 e(g) = 210p) 一 人 了， 且 falte,a, 9) = | 


el 一 Ul( 了 一 21(6)，e2 一 V2( 所 一 22( 有 ) 
tn0 一 及 faltel， 位 ] ， 01 ) 十 2faife2>， 已 2 ， 01) (4-6-2) 
(天 ) 一 Ug 一 23( 有 )/b 
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可 以 看 出 ， 该 控制 怖 算法 中 不 存在 动态 的 过 程 ， 故 可 以 设置 连 线 和 离散 的 状态 个 
数 均 为 0。 试 根据 上 面 的 公式 编写 出 相应 的 8- 函 数 。 
参考 文献 
上 Forsythe G 了 , Malcolm M A, Moler C B， Compnuter methods for mathematical 
compnutations [M]j. Englewood Clifs: Prentice-Hall，1977 
Dj Bogqdanovy A，Optimal control of a double inverted pendulum on a cart [BR]. 
Technical Report CSE-04-006，Department of Computer Science 上 Electrical 
PEngineering，OGI School of Science & Engineering, OHSU, 2004 
[3 武汉 大 学 ,山东 大 学 . 计算 方法 [M]. 北京 : 人 民 教 育 出 版 社 , 1979 
团 张 庆 灵 、 杨 冬 梅 .不 确定 广义 系统 的 分 析 与 综合 [M]. 沈阳 : 东北 大 学 出 版 社 ， 
2003 
[5 Liberzon D，Morse A S$，Basic problems in stability and design of switched 
systems |Jj.， IEEE Control Systems Magazine，1999, 19(5):59~.70 
[6] 和 孙 增 匠 ， 袁 曾 任 . 控制 系统 的 计算 机 辅助 设计 [M]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 1988 
[7) Astrom K JIntroduction to stochastic control theory [Mj，London: Acadermic 
Press，1970 
[8 Shampine 工 了 , Kierzenka J, Reichelt M W. Solving boundary vajlue problems for 
ordinary qifterential equation problems in MATLAB with bvp4c [Z], 2000 
[9] 顾 局 泰 . 系统 设计 与 仿真 [M]. 北京 : 清华 大 学 出 版 社 , 1995 
[10j| The MathWorks Inc. Simulinkuser's manual [Z]，2005 
1 疼 定 宇 , 陈 阳泉 . 基于 MATLAB/Simulink 的 系统 仿真 技术 与 应 用 [M]. 北京 : 清 
华 大 学 出 版 社 , 2002 
[12 套 定 宇 . 控制 系统 计算 机 辅助 设计 一 MATLAB 语言 与 应 用 (第 2 版 ) [M], 北京 : 
清华 大 学 出 版 社 , 2006 
[13| Xue D，Atherton D P，Simulation analysjs of continuous systems driven by 
Gaussian white noise. Jamshidi M，Herget C J，eds,，Recent Advances in 
Computer Aided Control Systems Engineering， Amasterdam: Elsevier Science 
Publishers 也 V，1992 
114] 薛 定 宇 ， 一 类 非 线 性 系统 Fokker-Planck 系统 的 解法 [， 目 动 化 学 报 ，1996， 
22(3):323~331 
15] 韩 束 清 ， 袁 露 林 ， 跟踪 微分 器 的 离散 形式 加 系统 科学 与 数学 ，1999， 
19(3):268~273 
[116] 张 化 光 , 王 智 良 ， 黄 伟 . 混沌 系统 的 控制 理论 [M]. 沈阳 : 东北 大 学 出 版 社 , 2003 
[117] Molor C B. Numerical Computing with MATLAB [M]. MathWorks Inc, 2004 
8] 刘 德 贵 ,， 费 景 高 . 动力 学 系统 数字 仿真 算法 [M]. 北京 : 科学 出 版 社 . 2001 
19] 王 万 民 . 自动 控制 原理 [M]. 北京 : 科学 出 版 社 , 2001 








第 记 章 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
最 优化 问题 的 计算 机 求解 


方程 求解 问题 是 科学 与 工程 研究 中 经 常 遇 到 的 问题 。 线 性 代数 方 
程 可 以 用 第 4 章 中 介绍 的 方法 直 接 求解 ， 非 线性 方程 或 一 般 多 项 式 方 
程 的 求解 将 在 5.1 节 中 介绍 , 在 该 节 中 将 先 介 绍 一 元 或 二 元 方程 的 图 
解法 , 然后 介绍 基于 MATLAB 符号 运算 工具 箱 的 多 项 式 方 程 或 一 类 
可 以 化 成 多 项 式 方程 的 代数 方程 的 解析 解 方法 ， 再 介绍 一 般 非 线性 方 
程 组 的 数值 解法 。 该 节 还 将 介绍 方程 全 局 问题 在 控制 研究 中 的 应 用 ， 
如 控制 系统 的 根 轨 迹 分 析 方 法 ，Lambert 图 数 在 系统 稳定 边界 中 的 
应 用 , 并 研究 各 种 Riccati 变形 方程 的 数值 方法 等 。 

最 优化 技术 是 当前 科学 研究 中 的 一 类 重要 的 手段 。 所 谓 最 优化 就 
是 找 出 使 得 目标 函数 值 达 到 最 小 或 最 大 的 目 变 量 值 的 方法 。 从 其 分 类 
看 有 无 约束 最 优化 问题 和 有 约束 最 优化 问题 。5.2 节 介 绍 无 约束 最 优 
化 问题 以 及 MATLAB 求解 方法 , 图 解法 和 一 般 的 数值 算法 ,引入 全 
局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 的 概念 , 并 通过 例子 给 出 基于 ITAE 指标 的 最 
优 控制 概念 ， 提 出 基于 MATTLAB 最 优化 技术 的 求解 方法 。5.3 节 介 
绍 有 约束 最 优化 的 概念 , 引入 约束 可 行 区 域 的 概念 , 并 就 线性 规划 问 
题 、 二 次 型 规划 问题 和 -- 般 非 线性 规划 问题 的 MATLAB 语言 求解 进 
行 详细 的 介绍 , 还 将 介绍 有 约束 最 优化 问题 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 
用 .5.4 节 进 一 步 引 申 最 优化 问题 , 引入 整数 规划 的 概念 , 介绍 如 何 用 
MATLAB 语言 求解 混合 整数 线性 规划 问题 ,并 介绍 基于 “分 枝 定 界 
法 ”的 一 般 整 数 规划 问题 及 其 MATLAB 实现 。5.5 节 还 将 通过 两 个 
最 优 控 制 问题 求解 程序 -OOCD 程序 和 Riots 程序 ,介绍 最 优 控制 
问题 的 求解 方法 , 并 探讨 Minirzmnax 问题 在 不 确定 性 系统 最 优 控 制 器 
设计 问题 。 

通过 本 章 内 容 的 学 习 , 读者 应 该 能 掌握 一 般 非 线性 方程 及 非 线性 
最 优化 问题 的 实际 求解 方法 。 
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5.1 代数 方程 的 求解 


方程 求解 是 控制 系统 研究 中 经 疝 遇 到 的 问题 。 本 节 先 介绍 简单 代数 方程 的 
图 解 方法 ,然后 介绍 多 项 式 类 方程 的 准 解 析 解 方法 ， 还 将 介绍 一 般 非 线 性 方程 的 
数值 解 方法 。 本 节 还 将 研究 方程 求解 在 控制 中 的 具体 应 用 ,包括 线性 系统 的 根 轨 
迹 研 究 ,延迟 系统 的 稳定 区 域 研 究 ,并 较 深 入 地 研究 各 种 扩展 的 Riccati 方程 数值 
解 方法 ,还 将 探讨 基于 方程 求解 的 隐 式 微分 方程 求解 方法 。 


5.1.1 代数 方程 的 图 解法 


MATLAB 提供 了 很 强 的 一 元 、 二 元 隐 范 数 绘制 功能 ， 充 分 利用 这 些 功 能 就 
可 以 将 一 元 、 二 元 的 方程 用 曲线 表示 ,， 并 由 曲线 的 交点 读 出 方程 的 实数 根来 。 然 
而 ,方程 的 图 解法 是 有 局 限 性 的 , 仅 适 用 于 一 元 、 二 元 方程 ， 多 元 方程 是 不 能 用 图 
解法 直接 求解 的 。 本 小 节 将 通过 例子 演示 一 元 、 二 元 方程 的 求 根 问题 。 

1. 一 元 方程 的 图 解法 

用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 给 定 的 隐 范 数 Flz) = 0 曲线 ,所 以 可 以 用 图 解 
法 从 给 出 的 曲线 和 yy = 0 线 的 交点 上 读 出 所 有 的 实数 解 。 

例 5-1 用 图 解法 求解 方程 e stsin(4t 十 2) + 4e-05tcos(21) 一 0.5。 
求解 用 ezplot() 函数 可 以 绘制 出 如 图 5-1 (a) 所 示 的 曲线 ， 该 曲线 与 横 轴 的 所 有 交 
点 均 是 原 一 元 方程 的 解 。 
>> ezZP1lot(:exp(-3#xt)*sin(4+t+2)+4+rexp(-0.5#t)*cos(2xt)-0.5，, [0 5]) 
hold on，1line([0,5] , [0,0])% 同时 绘制 横 轴 


x10-8 

















0 ] 2 3 二 5 060738 0.6738 0.6738 0.6738 0.6738 0.6738 “0.6738 


(a) 某 个 区 域 的 隐 函 数 曲 线 (b) 局 部 放大 后 的 求解 结果 
图 5-1 一 元 方程 的 图 解法 


从 得 出 曲线 可 以 看 出 ， 该 方程 可 能 有 多 个 实 根 ， 如 果 想 用 图 解法 得 出 某 个 根 ， 则 
可 以 对 该 点 附近 局 部 放大 ， 直 到 曲线 穿越 0 线 ， 且 t 轴 给 出 的 各 个 标点 的 数值 完全 一 





5 .代数 方程 的 求解 

致 时 ， 则 可 以 断定 原 方 程 的 解 即 为 上 轴 标 度 ,如 图 5-1 (bj 所 示 ， 即 该 方程 的 一 个 解 为 
上 一 0.6738。 将 其 代入 方程 则 

>> SymS X; t 上 =0.6738; 

VPa(exp(-3x#t)Sin(4#+t+2)+4kexp(-0.5*#t) 半 COS(2*#t)-O.5) 

得 出 解 的 误差 为 -0.2985x10-。 故 可 见得 出 的 根 是 原 方 程 的 根 , 但 精度 不 是 很 高 。 用 
类 似 的 方法 还 可 以 得 出 并 验证 其 他 的 解 。 

2. 二 元 方程 的 图 解法 

二 元 方程 也 是 可 以 通过 图 解法 求解 的 ,可 以 通过 ezplot() 函数 将 第 一 个 
方程 对 应 的 曲线 绘制 出 来 ， 再 使 用 hold on 命令 保持 图 形 不 被 刷新 ， 最 后 调用 
ezplot() 函数 将 第 二 条 曲线 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 来 。 得 出 曲线 后 就 可 以 通过 
读 取 区 点 坐标 的 方式 得 出 联 立 方程 的 根 。 
例 5-2 用 图 解法 求解 下 面 的 联 立 方程 。 


Z2e-zy /2 上 + ez/2 sinf(zzj) 一 0 
zecos(z 二 2%2) +oPer+y 一 0 


求解 利用 隐 函 数 图 形 绘制 的 方法 ， 可 以 用 图 解法 直接 求解 二 元 方程 组 ， 则 可 以 通过 

下 面 的 语 包 绘制 出 第 一 个 方程 的 曲线 ， 如 图 52 (a) 所 示 。 

>> eZP1Lot( 7"X 2*eXxP(-X*y “2/2)+exp(-X/2)*Sin(xyy)2) % 第 一 个 方程 曲线 
Z exp( 一 ZU /2) 十 exp( 一 z/2)sin(zg) ， ， ， 色 cosy 二 2) 十 zexp(z 十 引 


-6 -4 -2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6 
(a)j 第 一 方程 的 曲线 (b) 同一 坐标 系 干 的 两 个 方程 曲线 
5-2 ” 联 工 方程 图 解法 示意 图 


该 曲线 上 所 有 的 点 均 满足 第 一 个 方程 。 可 以 用 hold on 语句 保护 当前 的 坐标 系 ， 再 用 
ezplot() 函数 绘制 第 二 个 方程 的 曲线 ， 这 样 在 同一 坐标 系 下 绘制 出 两 条 方程 曲线 ， 如 
图 5-2 (b) 所 示 。 
>> hold on % 保护 当前 坐标 系 
ezP1lot('y ”2 *CoS(y+X”2) +X7”2+yeXxp(Xx+y) ) ) 
这 两 个 方程 对 应 曲线 的 交点 就 是 联 立 方程 的 解 ， 所 以 可 以 通过 图 解法 来 求 取 二 元 
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省 


联 立 方程 的 全 部 实 根 。 但 应 该 指出 ， 这 样 求 出 的 交点 可 能 有 的 不 是 方程 的 根 。 观 察 图 
5-2 (a) 可 见 ， 满足 第 一 方程 的 曲线 自身 就 有 交点 ， 该 交点 不 一 定 能 满足 第 二 方程 ， 所 
以 图 5-2 (bj 中 的 A 点 不 是 方程 的 根 。 


5.1.2 ”多 项 式 型 方程 的 准 解析 解法 
在 介绍 多 项 式 方程 的 一 般 解法 之 前 ,， 先 考虑 下 面 给 出 的 一 个 例子 。 

zZ“ 十 只 -1=0 

0.75z3 -yy 二 0.9=0 

求解 用 图 解 方法 ， 可 以 用 下 面 的 语句 直接 绘制 出 两 条 曲线 ， 如 图 5-3 所 示 。 曲 线 的 交 


例 5-3 试用 图 解 方法 求解 下 面 的 二 元 方程 | 


点 就 是 原 联 立 方程 的 解 。 
>> ezplot(IXx”2+y 2-12); hold on 区 绘制 第 一 方程 的 曲线 
ezplot(:0.75*x-3-y+0.9?) % 绘制 第 二 方程 的 曲线 


1 














图 5-3” 联 立方 程 图 解法 示意 


从 图 5-3 可 见 ， 这 两 条 曲线 共有 两 个 交点 ， 故 可 能 轻易 得 出 结论 ， 原 联 立 方程 有 
两 对 根 。 事 实 上 ， 这 样 的 结论 是 错误 的 ， 由 第 2 个 方程 可 以 显 式 地 将 ? 写成 z3 的 形 
式 ， 代 入 第 1 方程 则 得 出 关于 的 6 次 多 项 式 方程 ,该 方程 应 该 有 6 对 根 。 因 为 用 二 
维 图 形 只 能 求解 出 方程 的 实 根 ， 而 不 能 求解 出 方程 的 复数 根 ， 所 以 利用 图 解法 有 时 也 
可 能 得 出 错误 的 结论 。 

一 般 多 项 式 方程 的 根 可 以 为 实数 ,也 可 以 为 复数 。MATLAB 符号 运算 工具 
箱 中 给 出 的 solve() 函数 对 多 项 式 类 方程 是 十 分 有 效 的 ,可 以 用 该 函数 求解 出 多 
项 式 方程 所 有 的 根 。 该 函数 的 定义 格式 为 

S=solve(eqnl ,eqnz,…-. ,eqnn) 7 最 简 调 用 方式 
[zj=solve(eqnl ,eqn2,，-- ，,eqnn) % 直接 得 出 根 
[z,……]=solve(eqnl,eqnz，…… ,eqnn, 7 ) %Y 同上 ， 并 指定 变量 


其 中 ，eqni 为 第 ;个 方程 的 符号 表达 式 ,可 以 同时 求解 若干 个 联 立方 程 , 还 可 以 
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按照 第 3 种 调用 格式 显 式 地 指出 需要 求解 方程 的 变量 名 ,第 2、3 种 调用 格式 将 求 
出 方程 的 根 ， 并 按 各 个 变量 名 返回 到 MATLAB 的 工作 空间 , 第 霸 种 调用 格式 将 
返回 一 个 结构 体型 变量 S, 其 各 个 成 员 变 量 , 如 S.x 表示 方程 的 根 。 


例 5-4 试用 solve() 函数 求 取 例 5-3 中 给 出 的 联 立 方程 。 
求解 考虑 上 述 的 方法 ， 利 用 solve() 函数 在 NIATLAB 中 可 以 给 出 如 下 的 命令 : 
>> SyYmS X y; 
[fx ,y]=solve(2X "2+y ”2-1=0: ,75*X~3/100-y+9/10=0)7) 
这 样 可 以 得 出 原 方程 的 6 对 根 为 


395096997189122287798839037801365 
_ | .8663180988361181101678980941865 士 1.215371266467142780131837854439j 
本 一 0943517005683456007798441388274 土 .3547197646508079345686378993494j 
一 .98170264842676789676449828873194 


.9J411585960628007548796029415446 
一 1.491606407565822317478721695926 土 .7058820072140226775391882713884j 
.9293483022667436285298527667720 士 .2114382218589592361562338176221j 
.19042035099187730240977756415289 


显然 ， 这 里 得 出 的 方程 阶 次 太 高 ， 不 存在 解析 解 。 然 而 ， 利 用 MATLAB 的 符号 
运算 工具 箱 可 以 得 出 原始 问题 的 高 精度 数值 解 ， 故 这 里 称 之 为 准 解析 解 。 可 以 看 出 ， 
除了 前 面 得 出 的 两 组 实数 根 外 ， 还 得 出 了 另外 4 组 复数 根 ,， 这 是 用 普通 数值 解法 所 得 
不 出 来 的 。 下 面 验证 一 下 这 样 得 出 的 根 是 不 是 原 方 程 的 根 。 直 接 给 出 下 面 的 语 和 白 则 可 
以 发 现 ， 误 差 矩 阵 的 范 数 为 了 .2118x10-31， 所 以 得 出 的 根基 本 满足 原 方程 。 

>> Dorm(tdaouble([Leval(IX. 2+y. 2-17) eVal( :75*X. “3/100-y+9/102:)]) ) 


例 5-5 多 元 多 项 式 方程 也 可 以 用 solve() 函数 直接 求解 。 试 求解 下 面 的 联 立 方程 


Z 十 3 方 十 2z2 一 1712 
Z2 十 3 十 23 一 2 
思 十 2z 十 202 一 2/4 


求解 给 出 的 联 立 方程 是 关于 z,2iz 的 三 元 联 立 方程 ， 从 方程 本 身 可 见 它 只 含有 多 
项 去 项 ， 所 以 从 理论 上 说 可 以 将 之 转换 成 一 元 的 多 项 式 方 程 ， 故 方程 可 以 由 下 面 的 
MATLAB 语 忽 求 出 高 精度 数值 解 。 
>> [x,y,Z]=SolVe(?X+3+y ”3+2+xZ”2=1/2:，Xx"2+3*ky+z3=27，.，.， 
:X “~3+2#kZ+2ky ~“2=2/4)) 
事实 上 ， 该 方程 最 终 被 变换 成 27 次 的 多 项 式 方程 ,所 以 得 出 的 解 向 量 屯 yy， z 均 
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和 


为 有 27 个 分 量 的 向 量 。 由 于 篇 幅 所 限 ， 在 这 里 不 列 出 全 部 的 解 ， 只 列 出 其 中 一 个 根 。 


Z1 一 一 1.0869654762986136074917644096117 
21 三 0.034726466845064437552775081129721 
21 一 0.89073290972562790151300874796949 


可 以 用 下 面 的 语 自 验 证 解 的 误差 为 6.9146 x 10-26， 故 而 得 出 的 结果 是 很 精确 的 。 

>> erT=[x+3+y. 3+2+Z. 2-1/2,X. “2+3xy+Z. “3-2,xX. “3+2*xZ+2xy. “2-2/4] ; 

norm(double(eval(erI) ) ) 

其 实 ， 方 程 中 若干 式 子 也 可 以 写成 多 项 式 鞘 积 的 形式 。 例 如 ， 联 立方 程 最 后 一 个 
式 子 改写 成 六 十 2zy? = 2/4， 其 中 含有 非 线 性 项 zy2， 这 样 的 方程 也 能 通过 solve() 
函数 直接 求解 ， 这 时 只 需 将 求解 语句 变 为 

>> [x,y,z]j=solve(:X+3yy`“3+2+z~2=1/2:，.，. 

'X “2+3+y+Z 3=2:，)?X73+2+rZyky~2=2/47) ; 
erT= [x+3+y 了 .3+2#+Z. 2-1/2,x. “2+3*yy+Z. “3-2,Xx. “3+2#+Z.ky. “2-2/4] ; 
norm(double(eval(err))) 将 解 代 入 求 误 差 
精度 为 4.3077x10-26。 


例 5-6 试 求解 下 面 的 方程 ， 其 中 含有 自 变 量 的 倒数 等 形式 。 


] 了 1 5 1 

-22 十 Z 十 二 十 2~ 十 -一 二 3 一 =0 
2 3 ? 2 282 3 

2 4 

立 十 二 了 十 一 十 5 一 

十 证 7 


求解 这 样 的 方程 指望 求 取 解 析 解 基本 上 是 不 可 能 的 ， 但 用 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 
原 方程 的 精确 数值 解 ， 共 有 26 对 根 。 
>> SYymS X y; 
[xz,y]j=solve(?xX72/2+Xx+3/2+2/y+5/(2*y-2)+3/x>3=0，，.. 
:y/2+3/(2*X)+1T/X ”4+5+*y “4 xy2); Size(x) 
其 中 ， 第 1 对 根 为 


Z1 三 0.93020851860976459141084889837 士 j0.44242013491916995256639798767 
V1 = 一 0.39388334385234983573088749775 士 j0.62771855170677843775952969855 


将 得 出 的 全 部 方程 根 代入 原始 方程 , 则 能 得 出 很 小 的 计算 误差 ,达到 10-30 数量 
级 ， 说 明 该 方程 各 个 解 的 正确 性 。 
>> eITI=['X 2/2+x+3/2+2./y+5./(2*y. “2)+3./x. 3,y/2+，，..，， 
:3./(2*X)+1./X. 4+5#ky. 47] ; 


norm(double(eval(err) )) 
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例 5-7 坟 水 角 下 面 有 枯 的 方程 | 03 0 
2 一 QQ 二 十 忆 

求解 MATLAB 符号 运算 工具 箱 中 提供 的 solve() 函数 还 可 以 直接 实现 带 有 变量 的 
方程 的 解 ， 这 样 的 求解 用 普通 的 数值 解 方法 是 不 能 实现 的 。 求 解 上 述 方 程 只 需 给 出 下 
面 语句 即 可 。 

>> SymsS ab X y; 

[x,y]=solve(IX ">2+ayXx~2+6+xb+3+ry”“2=0) ，:y=a+(X+3)  ，X,y 7”) 
可 以 得 出 方程 组 的 解 为 
-6a -18 士 2V-2ia5 一 45a - 27-- 24 一 6a8 -3a3 
-一 yy 一 QQ 二 x+ 二 3 

其 实 ， 该 方法 同样 适用 于 更 高 阶 方程 的 解 , 但 得 出 的 解 很 完 长 ， 不 适合 显示 出 来 。 

然而 ， 解析 求 解 的 方法 并 不 是 万 能 的 , 因为 这 里 的 例子 最 终 可 以 转换 为 一 元 
多 项 式 方 程 , 所 以 能 用 和 它 求 解 , 但 更 一 般 的 非 线性 方程 是 不 能 解 出 的 , 只 能 求 出 其 
一 个 数值 解 。 


5.1.3 ”一般 非 线性 方程 数值 解 


MATLAB 语言 环境 中 提供 了 fsolve() 函数 ,能够 求 出 已 知 多 元 方程 的 一 
个 实数 根 。 该 函数 的 调用 格式 为 


T=fsolve(Fun ,7Zo0) y 最 简 求 解 语 何 
[z, ,flag,out]j=fsolve(CFun,zo,opt,D1Dp2.) 4% 一 般 求解 格式 


其 中 , Fun 为 描述 需求 解 的 方程 M- 函 数 、inline() 函数 或 匿名 函数 ，zo 为 搜索 
点 的 初 值 ,方程 求 根 程序 将 从 该 值 开始 以 逐步 减 小 误差 的 算法 搜索 出 满足 方程 的 
实 根 z。 者 返回 的 flag 大 于 0, 则 表示 求解 成 功 ， 否 则 求解 出 现 问题 。 

对 于 更 复杂 的 问题 , 用 户 可 以 定义 方程 求解 控制 参数 opt 来 控制 求解 方法 或 
其 他 要 求 ,更 好 地 得 出 方程 的 根 。 该 变量 是 一 个 结构 体 数据 ， 其 常用 的 成 员 变量 
在 表 5-1 中 给 出 , 用 户 可 以 用 下 面 的 语句 修改 控制 变量 。 

opt=optimset; % 获 得 默认 的 各 用 变量 

opt .TolX=le-10; 或 set(opt, TolX: ,1e-10) % 修改 参数 
其 中 的 某 些 值 , 如 MaxFunEvals 和 问题 类 型 有 关 ， 如 方程 求解 和 有 约束 最 优化 问 
题 一 般 选 择 其 值 为 100 倍 的 量变 量 个 数 ,而 无 约束 最 优化 问题 一 般 支 持 200 倍 的 
变量 个 数 。 
例 5-8 Lambert 函数 是 一 类 特殊 函数 ， 该 方程 的 数学 表示 为 忌 = 馈 (zZ)， 其 中 ，7Z 为 
自 变 量 ,1 为 Lambert 方程 wue" = 工 的 解 ， 对 不 同 的 了 值 ， 试 求解 Lambert 方程 得 出 
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生 


表 5-1 方程 求解 与 最 优化 的 控制 参数 表 
参数 说 明 


中 间 结 果 显 示 方 式 ,其 值 可 以 取 oft 表示 不 显示 中 间 值 ，iter 表示 逐步 显示 , notify 
表示 在 求解 不 收敛 时 给 出 提示 ，final 只 显示 最 终 值 













DisPlay 





Grad0bj 求解 最 优化 问题 时 使 用 ,表示 目标 函数 的 梯度 是 否 已 知 ,， 可 以 选择 为 :off， 或 :on， 
LargeScale “| 表示 是 否 使 用 大 规模 问题 算法 ， 取 值 为 on 或 off， 变 量 较 少 的 问题 不 必 采 用 该 算法 
MaxIter 方程 求解 和 优化 过 程 最 大 允许 的 选 代 次 数 , 若 方程 未 求 出 解 ,可 以 适当 增加 该 值 
MaxFunEvals | 方程 图 数 或 目标 函数 的 最 大 调用 次 数 
TolFun 误差 函数 误差 限 控 制 量 ， 当 函数 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 

解 的 误差 限 控制 量 ， 当 解 的 绝对 值 小 于 此 值 即 终止 求解 


TolX 





人 值 ， 并 绘制 出 Z 和 信之 间 的 关系 曲线 。 
求解 通过 循环 的 方法 对 不 同 的 z 值 进行 求解 ， 就 可 以 绘制 出 Lambert 函数 的 曲线 ， 
如 图 5-4 所 示 。 
>> XX=0:.05:10; X0=0; h=optimset; h.Display=off，; y=[] ; 
十 orY X=XX， 
f=@tu) [ua.*exp(u)-~x]; yl=fsolve(f,x0,h); x0=y1; y=[y,y 菇 ; 
e 了 nd 


P1Lot (xx,y) ; 





2 一 一 一 一 一 


日 ~- 上 


品 了 才 扣 8 ]10 


图 5-4 _ Lambert 方程 解 曲 线 


MATLAB 的 符号 运算 工具 箱 中 提供 了 一 个 Lambert 函数 来 值 了 数 LambertWw() ， 
幸 用 格式 为 w=-lambertw(zY) 。 可 以 用 来 直接 求 取 Lambert 函数 的 值 。 用 下 面 语句 可 
以 直接 绘制 出 与 图 5-4 完全 一 致 的 曲线 。 
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>> yYO=1ambertw(xx); Plot(xx,yO) 


例 5-9 试用 数值 方法 求解 例 5-3 中 给 出 的 二 元 方程 。 
求解 令 zl = zizaz 一 W 可 以 用 匿名 沁 数 描述 此 二 元 方程 。 选 择 初 值 zo = 1,yo = 2， 
则 调用 fsolve() 函数 可 以 直接 求解 原 方 程 
>> f=@(x) [x(C1) ”2+X(2) 2-1; 0.75*X(1) 3-x(2)+0.9] | 
[x,Y,c,d]=fsolve(f, [1L，2])， 
则 可 以 直接 来 出 方程 的 根 为 副 = [0.35697,0.93412| 工 两 个 方程 的 误差 达到 10-9 数量 
级 。 由 返回 的 dQ 变量 可 知 和 迭代 次 数 为 6， 模型 也 数 调用 次 数 为 21。 
若 改 变 初 始 猜测 值 ， 令 Zo = [一 1.0] ， 则 
>> [x,Y,c,d]=fsolve(f,[-1,0]: ,0PT); x，Y，Kkk=d.funcCount 
这 样 可 以 搜索 出 方程 的 解 为 买 = [|-0.98170.0.1904] 工 ,误差 仍然 是 10-10 数量 级 。 
可 见 ， 初 值 改变 之 后 ， 还 能 得 出 另外 一 组 解 。 所 以 初 值 的 选择 有 时 对 整个 问题 的 
求解 有 很 大 的 影响 ， 在 某 些 初 值 下 甚至 无 法 搜索 到 方程 的 解 。 


例 5-10 重新 考虑 例 5-1 中 给 出 的 方程 etsin(4t 十 2) +4e-ostcos( 2 四 = 0.5， 试用 
数值 方法 求 其 更 精确 的 数值 解 。 
求解 由 于 原 方 程 是 非 线性 的 ， 所 以 没有 解析 解 。 例 5-1 中 用 图 解法 得 出 了 一 个 数值 解 
为 上 = 3.5203， 以 此 解 为 初 值 ， 则 可 以 用 fsolve() 函数 得 出 更 精确 的 数值 解 。 
先 使 用 符号 运算 工具 箱 中 的 solve() 函数 求解 此 问题 。 
>> SYymS 二 式 ) 
SO1Ve(exPp(-3#t)*Ssin(4*t+2)+4*exp(-0.5*#t)*cos(2xt)-0.5) 
利用 返回 因 式 可 以 得 到 精确 解 Z = 0.67374570500134756702960220427474。 可 见 ， 这 
样 的 方法 不 允许 手工 选择 初始 搜索 点 ， 所 以 只 能 获得 这 样 的 结果 。 用 图 解法 自由 地 选 
择 初 值 ， 再 用 数值 解法 可 以 得 出 任意 初 值 下 的 数值 解 。 
>> y=Q@kt)exp(-3+t) .*Sin(4#+t+2)+4*exp(-0.5y#t) ,kcCos(2#t)]-0,.5， 
ff=optimset; ff.Display=,iter,; [t,ft]=fsolve(y,3.5203 .ff) 
可 以 得 出 上 = 3.52026389294877,y = -6.8x10710。 代 入 原 方程 发 现 ,该 解 的 精度 明显 
高 于 图 解法 的 精度 ， 且 可 以 任意 选择 初 值 。 从 算法 本 身 看 ， 软 认 的 求解 精度 偏 低 ,所 以 
可 以 试 着 重新 设置 相关 的 控制 变量 ， 就 可 以 得 出 下 面 更 精确 的 结果 。 
>> Tt=optimset; ff.Tolx=le-16; ff.TolFun=1le-30: 
tt.Display='iter?; [t,f=fsolve(y,3.5203 ,了 f) 
经 过 2 次 选 代 ,， 则 可 以 得 出 上 = 3.52026389244155,9 = 0。 从 求解 效果 看 ， 给 出 一 
个 很 精确 的 初 值 对 整个 求解 速度 和 精度 没有 太 大 的 帮助 真正 使 得 本 例子 获得 高 精度 
解 的 还 是 TolFun 属性 。 


和 
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5.1.4 方程 求解 在 控制 系统 研究 中 的 应 用 


和 其 他 工程 系统 相近 , 控制 理论 研究 中 也 大 量 使 用 代数 方程 求解 技术 。 例 如 ， 
在 控制 理论 中 重要 的 根 轨 迹 就 是 建立 在 方程 求解 概念 上 的 , 但 由 于 早期 缺乏 数值 
求解 的 工具 , 经 典 控制 理论 中 只 能 考虑 根 轨 迹 示 意图 的 绘制 方式 。 有 了 强大 的 计 
算 机 工具 ,绘制 精确 的 根 轨 迹 轻 而 易 举 ， 也 就 没有 必要 采用 示意 图 的 方法 绘制 根 
轨迹 了 。 另 外 ,现代 代数 Riccati 方程 求解 算法 是 建立 在 一 种 特殊 解法 前 提 下 的 ， 
这 里 将 介绍 基于 搜索 方法 的 Riccati 代数 方程 求解 方法 ,还 将 得 出 以 往 不 能 得 出 
的 结果 。 

1. 线性 系统 稳定 区 域 研 究 -一 根 轨 迹 方 法 

若 已 知 无 延迟 系统 模型 C(s) = V(s)/D(s),， 则 在 比例 控制 久 。 下 , 单位 负 反 
馈 闭 环 系统 的 稳定 性 可 以 由 特征 方程 1+ 天 ,G(s) = 0 时 根 的 位 置 判 定 ， 亦 即 由 
多 项 式 方 程 D(s) 十 天。V(s) = 0 的 根来 判定 。 令 K = 0， 则 可 以 求 出 系统 的 特 
征 根 初始 值 , 逐渐 增 大 到。 的 值 ,， 系 统 的 特征 根 位 置 也 发 生变 化 , 这样 可 以 定义 每 
个 特征 根 随 天 ,变化 的 轨迹 ， 称 为 系统 的 根 轨 迹 曲 线 。 

对 每 个 Ku。 求解 多 项 式 方程 则 可 以 得 出 相应 的 特征 根 位 置 , 根据 不 同 六, 值 
解 出 的 特征 根 位 置 ， 则 可 以 追踪 出 系统 的 根 轨迹 。MATLAB 控制 系统 工具 箱 中 
的 rlocus () 函数 可 以 直接 绘制 系统 的 根 轨迹 ， 该 男 数 的 调用 格式 为 


rlocus(G) % 不 返回 变量 将 自动 绘制 根 轨迹 曲线 

rlocus(G , 瓦 ) 给 定 增益 向 量 ， 绘 制 根 轨迹 曲线 

[ 刀 , 玫 ]=rlocus(G) % 玉 为 闭环 特征 根 构成 的 复数 符 阵 
rlocus(Cl，:- ,Go -.bl,GCa, :rr':) 7 同时 绘制 若干 系统 的 根 轨 迹 


其 中 @G 为 单 变 量 系统 的 数学 模型 ， 可 以 为 离散 模型 。 


、 、 工 
例 5-11 试 绘制 出 开 环 系统 G(s) = 本 8 十 36052780 
得 单位 负 反 馈 下 闭环 系统 稳定 的 增益 范围 。 
求解 如 果 不 采用 计算 机 工具 ， 直 接 采 用 控制 理论 中 介绍 的 示意 图 方法 则 无 法 绘制 此 
系统 的 根 轨 迹 ， 因 为 高 阶 系统 的 零 极 点 是 未 知 的 ,无 法 确定 根 轨 迹 的 起 点 和 终止 点 。 
利用 MATITLAB 控制 系统 工具 箱 中 的 zlocus() 函数 ， 则 可 以 容易 地 绘制 出 系统 的 根 
轨迹 ,如 图 5-5 (a) 所 示 。 

>> G=tf(l,[1 8 36 80]); TrlocusfG) 

求 取 临 界 增 益 通 常 是 控制 理论 课程 中 较 难 的 任务 ， 但 绘制 了 根 轨 迹 曲线 ， 在 
MATLAB 环境 下 求解 增益 的 问题 是 轻而易举 的 ， 因 为 单 击 临界 点 ， 则 可 以 得 出 如 图 
5-5 (b) 所 示 的 显示 结果 ， 即 临界 增益 为 227。 

2. Lambert 函数 在 延迟 微分 方程 稳定 域 研究 中 的 应 用 

知 系统 含有 延迟 ， 则 系统 的 特征 方程 1 十 开 ,(s)e-7s = 0 不 再 为 多 项 式 方程 ， 


的 根 轨 迹 曲线 ， 并 指出 使 
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5-5 线性 系统 的 根 轨迹 绘制 与 应 用 


其 求解 变 得 很 困难 ,因为 当前 不 存在 任何 算法 确保 求 出 方程 的 所 有 特征 根 。 这样 
只 能 求解 某 些 特殊 类 型 系统 的 稳定 区 域 问题 册 。 

先 考 虑 一 个 简单 的 延迟 微分 方程 yb = ay(t -1)， 方程 两 边 进行 Laplace 
变换 ， 则 可 以 直接 得 出 sSY(s) = ae *Yl(s)， 显 然 可 以 得 出 se* = a， 该 式 满 足 
Lambert 方程 ， 其 解 可 以 表示 为 s = 多 (a)。 可 以 看 出 ,， 郑 想 使 系统 稳定 ， 则 
s<0, 即 儿 kaj<0。 

再 考虑 带 有 重 极点 的 延迟 开 环 模型 G(s) = 站 这 样 延迟 微分 方程 可 


(5 十 
以 写成 (5+aj" 一 Ke =0。 令 5 =5s-Ha 则 方程 (sa 一 攻 oe7s 二 0 可 


以 变换 成 Ser(s1 一 cj/ 一 R/ 玉 ， 这 时 ， (5 ersl/m 一 (-) er7a/m 天 该 方程 
可 以 进一步 简化 为 s = 二 多 (一 er" VE) 考虑 = = s; -- q, 为 使 得 闭环 系统 
稳定 , 应 该 有 s < 0,， 即 


二 
上 


多 (er VD -ao<0 (5-1-1) 


例 5-12 对 不 同 的 爱 控 对 象 参 数 (Q,7)， 试 求 出 闭环 系统 的 稳定 范围 。 
求解 先 固定 a = 1， 选 择 两 个 不 同 的 值 3.,.6， 则 由 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 增益 玉 。 
和 s 之 间 的 关系 曲线 ,如 图 5-6 (a) 所 示 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 临界 增益 慌 。-- 0.25， 其 
值 和 无 关 。 
>> Dn=2;i tau=3; a=1i Kp=0:0.01:1; 
S_a=n*1LIambertw(tau*#kexp(tatura/n)*Kp. (1/n) )Vtau-ai 
tau=6; S_b=nylambertw(tauykexp(tau*ya/n)*#KpP.”(1/n))Vtau-a; 
plot(s_a,Kp，s_b,KPp) 
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(aj 不 同 的 临界 增益 (b) 不 同 。 的 临界 增益 
图 5-6 基于 Lambert 函数 的 延迟 微分 方程 稳定 域 研究 


令 T 三 3， 并 选择 不 同 的 a 值 , Q = 1,0.5， 则 由 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 增益 天 和 
5 之 间 的 关系 曲线 ， 如 图 5-6 (b) 所 示 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 临界 增益 将 发 生变 化 ， 使 得 
五 。 一 0.25，Kb 王 0.06。 
>> D=2i tau=o3i a=1; KP=0:0.01: 工 ; 
S_a=n#]ambertw(tauy#exp(taur*ra/n)*Kp. (1An) )Vtau-a; 
a=0.5;j 8_b=n#+1Iambertw(tau+kexp(tauya/n)*KP,.” (1/n) )/Vtau-a; 
Plot(s_a,KP，SsS_b,KP) 


3. 实际 方程 求解 举例 -一 代数 Riccati 方程 求解 

当然 ， 代数 Riccati 方程 数值 求解 有 很 好 的 线性 代数 算法 ， 如 基于 Schur 变 
换 的 算法 涪 和 基于 矩阵 广义 特征 值 的 算法 加 ，MATLAB 也 有 现成 的 求解 函数 
are()。 这 里 以 典型 的 代数 Riccati 方程 为 例 , 介绍 在 带 有 技巧 的 特殊 求解 方法 未 
知 时 ， 如 何 用 方程 求解 的 底层 方法 求解 已 知 方程 ,并 应 用 此 方法 求解 各 种 未 被 求 
解 过 的 扩展 Riccati 方程 。 

考虑 式 (3-417) 中 给 出 的 代数 Riccati 方程 ， 重 写 如 下 


4 X+XA4-XDPBX+C=0 (5-1-2) 


为 编号 求解 程序 通用 起 见 , 无 需 假 定 万 和 C 矩阵 为 对 称 和 矩阵 ， 这 样 方程 共 
有 7 个 参数 需要 求解 ， 而 由 和 矩阵 方程 相应 元 素 相等 的 方式 正好 可 以 列 出 mr2 个 方 
程 , 求解 这 些 方程 就 能 得 出 原 Riccati 方程 的 解 。 
根据 上 面 的 分 析 , 方程 中 天 矩阵 的 系数 zi， 可 以 重新 写成 列 向 量 Z， 亦 即 
天 (方程 的 误差 也 可 以 将 实际 误差 展 成 误差 矩阵 ， 这 样 的 问题 就 可 以 描述 成 
2 = jz) 的 方程 形式 并 由 下 面 的 MATLAB 函数 来 描述 


function yY=my_riccati(X,A,B,C) 
X=TeSshape(x,SizZe(A) ) ; y1=A:#X+Xy#A-X*yB#kX+C; y=y1l1(:) ; 
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由 前 面 介绍 的 代数 方程 求解 函数 fsolve() 可 以 编写 出 下 面 的 代数 Riccati 
方程 求解 郴 数 ， 这 里 求解 方程 时 采用 了 随机 初 值 的 方法 。 

function X=Ticcati_solve(A,B,C,XxO) 

if Dargin==3，Xx0O=Tand(size(A)); end 

X=fsolVve(:my_riccati7,x0O(:)，[,A,B,C); X=reshape(x,size(A) ) ; 

作为 一 种 特殊 情况 , 钴 假设 妃 和 C 和 抢 阵 为 对 称 和 矩阵,， 则 束 也 是 对 称 矩 阵 ， 
这 时 需要 求解 的 参数 一 共 m(m 十 1)/2 个 , 引入 一 个 列 向 量 训 ， 使 得 


;一 入 5 1? 一 ] ， ni 一 上 21 一 乙 ， 0 (5-1-3) 
该 规律 可 以 写成 
汪 (2m 一 7 十 2)07 -1)72 十 ; 一 全 i 7 一 ] ,2 .2 二 7 十 1 ) 玫 (5-1-4) 


用 这 样 的 方法 看 似 可 以 大 大 减少 方程 的 未 知 变量 个 数 , 但 编程 将 变 得 很 复杂 ， 
所 以 对 规模 不 大 的 Riccati 方程 来 说 ,无 需 专 门 为 其 编写 求解 函数 , 利用 上 面 编写 
的 函数 就 能 直接 求解 。 
例 5-13 试用 这 里 给 出 的 程序 求解 例 3-72 中 给 出 的 Riccati 方程 。 


-2 1 一 3 2 2 过 9 一 4 人 4 
4=|-L 0 -2 , 画 =|-1 5 -2 C 王 一 |1] 0 14 
0 一 一 2 一 | 上 2 1 -1 5 











求解 用 下 面 的 语句 可 以 直接 求解 Riccati 方程 ， 并 判定 解 的 精度 。 
>> A=[-2,1,-3; -1,0,-2; 0,-1,-2]; B=[2,2,-2; -1 .5 -2; -1 1 2]; 
C=[5 -44; 104; 1 -15]; X=riccati_solve(A,B,C) ， 
DOTI( 肌 :水色 二 水 人 一 驻 水 也 冰 X 二 CC ) 
这 样 可 以 得 出 Riccati 方程 的 解 ， 并 求 出 误差 矩阵 的 范 数 为 1.0406x10-15。 
一 0.1538 ”0.10866 0.46226 
2.0277 一 1.7437 1.3475 
].9003 ”一 1.7513 0.50571 
与 例 372 的 结果 对 比 可 以 立即 发 现 ， 这 两 个 结果 是 完全 不 同 的 ,经 检验 这 里 得 出 
的 结果 也 满足 原 方 程 ， 所 以 原 方程 的 解 不 惟一 ， 其实 这 也 是 可 以 理解 的 ， 因 为 原来 的 
方程 是 二 次 方程 ， 所 以 有 两 个 根 是 正常 的 。 因 为 这 里 给 出 的 方程 解 初 值 是 随机 的 ， 所 
以 反复 调用 几 次 本 函数 则 可 能 得 出 例 3-72 中 的 解 。 
4. 扩展 Riccati 方程 的 求解 (T) 
标准 的 Riccati 方程 要 求 一 次 项 为 4 于 + 天 4T， 仿照 Sylvester 方程 ,可 以 
考虑 将 一 次 项 修正 为 4 天 十 素 万 ,这样 扩展 的 Riccati 方程 可 以 定义 为 


4X 十 天 万 - XBX+C=0 (5-1-5) 


用 一 








二 





2 第 5 于 ,最 优 化 问题 的 计 且 机 求解 
因为 没有 现成 的 算法 求解 该 方程 , 所 以 可 以 仿照 前 面 的 方法 ,利用 方程 数值 
解法 来 直接 搜索 方程 的 数值 解 。 例 如 编写 出 下 面 的 求解 函数 


function X=e_riccati_solve(A,B,C,D,xO0) 
if nargin==4，xXx0=rand(size(A)); end 
X=fsolVve('my_e_riccati',xo(:)，[],A,B,C,D); X=reshape(x,size(A) ) ; 


这 里 求解 方程 时 仍 采 用 了 随机 初 值 的 方法 。 另 外 , my_e_riccati() 函数 是 能 
够 将 扩展 Riccati 代数 方程 转换 成 一 般 向 量 型 方程 的 MATLAB 函数 ,可 以 如 下 
编写 出 下 面 的 求解 函数 

function y=my_e_riccati(x,A,B,C,D) 
X=Teshape(x,SiZze( 有 A) ) ; y1= 和 及 *X 二 X 本 D-XB#X+C Y=y1(:) ; 


例 5-14 试 求 出 扩展 Riccati 方程 的 全 部 根 。 


2 1 9 0 3 6 7 0 3 
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求解 由 下 面 的 语句 可 以 求解 这 样 扩 展 的 Riccati 方程 。 由 于 方程 的 来 解 中 设置 了 随机 
初 值 ， 所 以 反复 地 调用 该 函数 则 可 能 得 出 不 同 的 解 。 下 面 可 以 先 输入 系数 和 矩阵， 然后 
凋 用 e-Triccati-solve() 函数 ， 则 能 得 出 方程 的 一 个 解 ， 再 次 调用 则 可 能 得 出 另 一 个 
解 ， 如 果 不 能 得 出 ， 则 反复 调用 几 次 就 能 得 出 方程 全 部 的 解 。 
>> A=[2,1,9; 9,7,9; 6,5,3]; B=[0,3,6; 8,2,0; 8,.2 8]; 
C=[7,0,3; 5,6,4; 1,4,4]; D=[3,9,5;， 1,2,9; 3,3,0]; 


X=e_riccati_solve(A,B,C,D) 


可 以 得 出 下 面 的 两 个 解 
0U.78765 0.42984 ”一 2.2827 .4567 1.3663 ”0.38581 
Z1 三 | 一 40.60885 ”一 0.26903 ”0.72972 | ，zo = | -0.28228 ”0.18807 “2.0323 
一 0.65535 ”一 0.34174 1.1487 一 0.59091 ”一 0.25153 1.4057 


5- 必 展 Riccati 方程 的 求解 (ID) 
对 二 次 项 稍 加 修改 ,， 则 可 以 得 出 另 一 -种 扩展 的 Riccati 方程 


4 瑟 十 天 万 -天 嫩 XI+TC=0 (5-1-6) 


采用 前 面 介 绍 的 纯 数值 方法 就 可 以 得 出 该 方程 的 解 。 
例 5-15 试 求解 扩展 Riccati 方程 (5-1-6)， 其 中 4, 妃 , C, DD 这 四 个 短 阵 和 上 例 一 致 。 
求解 仿照 前 面 的 例子 可 以 写 出 下 面 的 求解 孙 数 


function X=e_riccati_solve2(A,B,C,D,xO0) 
if nargin==4，XO=rand(size(A))，end 
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X=fsolve(my_e_riccati2,x0C:),[],A,B,C,D); X=Teshape(X,SiZe(A) ) ; 


其 中 ， 描 述 这 个 特殊 Riccati 方程 的 MATLAB 函数 可 以 写成 


function y=my_e_riccati2(x,A,B,C,D) 
X=Treshape(x,SiZze(A) ) ; y1= 和 上 水 X 二 X 冰 站 - 久 业 ByX， +C;i YY=y1(:D) ; 


这 时 ， 通 过 下 面 函 数 可 以 对 该 方程 求解 
>> A=[2,1,9; 9,7,9; 6,5,3]; B=[0,3,6; 8,2,0; 8,2,8] |; 
C=[7,0,3; 5,6,4; 1,4,4]; D=[3,9,5;， 1,2,9;， 3,3,0] | 
X=e_riccati_solve2(A,B,C,D) 
反复 调用 该 孙 数 可 以 发 现 ， 可 能 得 到 下 面 三 个 解 
RE 1.2408 9 | 6.74 -0.36997 | 
由 1 一 ; 2 一 


2.2114 3.4662 一 0.72222 -1 .7079  --0.25864 14835 
0.86565 1.8109 一 0.20194 1.77601 ”一 0.39974 1.0043 


1.3621 -2.5373 “1.4561 
1.0243 ”0.97048 ”一 1.0438 

6. 基于 方程 求解 的 隐 式 微分 方程 求解 方法 

前 面 给 出 的 ode15i() 函数 可 以 求 取 隐 式微 分 方程 的 解 。 事 实 上 ,通过 代数 
方程 的 数值 求解 ， 则 可 以 将 隐 式 微分 方程 变换 成 一 阶 显 式微 分 方程 组 ， 这 样 用 
code45() 函数 可 以 直接 求解 对 应 的 隐 式 微分 方程 。 
例 5-16 考虑 例 4-20 中 给 出 的 隐 式 微分 方程 ， 试 将 其 立即 变换 成 显 式 微分 方程 ， 并 求 
出 该 方程 的 数值 解 。 
求解 可 以 仍然 选 定 状态 变量 zl = za 三 站 1 二 rd 三 D 这 样 仍 然 有 z = 
x2,23 一 4o 显然 ,并 不 可 能 像 例 414 那样 解析 地 求解 方程 ， 得 出 了 和 2 的 显 式 表 
达 式 ， 但 可 以 讨论 该 方程 组 数值 解 的 方法 对 每 组 状态 变量 z 得 出 它们 的 值 。 

由 原来 给 出 的 方程 ,假设 pl = 天 . 思 = 则 可 以 将 原 方 程 改写 成 


岂 3 一 





一 0.43386 ”0.40803 | 


人 忆 1 Sln 了 4 十 /3 十 LT 一 1 好] 二 U 


Z1D1D2 十 COS Da -一 33z2e ”1 二 


依据 该 方程 可 以 得 出 如 下 的 NMIATLAB 语句 ， 从 而 写 出 相应 的 M- 函 数 来 描述 徽 
分 方程 如 下 : 
function dy=c5mimpode(t ,Xx) 
dx=Q@tp,x) [PC1)*sinCx(4))+P(2) "24+2#x(1)*X(3)*exp(-x(2))-Xx(t)*#，，， 
P(1)*#*Xx(4); XC1)*xp(1)*p(2)+cos(Pp(2))-3*yx(3)*x(2)*exp(-x(1) 7) ; 
ff=optimset; dx1l=fsolve(dx,x(T1,3]) ,ft,x) ; 
dy=[x(2); dxl(1); X(4) ;dx1(2)] ; 
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这 里 因为 有 中 间 上 和 步骤 ,所 以 不 适合 用 inline() 函数 或 匿名 函数 描述 整个 微分 方 
程 。 进 入 该 也 数 时 ， 由 状态 变量 冰 和 新 定义 的 pl,p2 可 以 写 出 匿名 邓 5 数 ， 描 述 未 知 量 
Pi 代入 方程 后 两 个 方程 的 误差 ， 而 这 里 2 是 作为 已 知 的 附加 变量 给 出 的 。 微 分 方程 求 
解 程序 每 次 调用 这 个 原型 函数 时 均 求解 一 次 关于 Pi 的 代数 方程 ， 得 出 的 结果 ,Da 实 
际 上 就 是 Za2,z4， 这 样 就 可 以 构造 出 微分 方程 对 应 的 状态 变量 的 导数 。 在 求解 代数 方 
程 中 使 用 了 一 个 小 技巧 ， 即 代数 方程 的 初 值 选 择 pi(0) = zi,pa(0) = Za3， 这 样 会 使 得 
代数 方程 收 敏 速度 加 快 ， 精 度 增高 。 

建立 起 微分 方程 模型 后 ， 就 可 以 通过 下 面 的 语句 直接 求解 微分 方程 ， 并 绘制 出 状 
态 变量 的 时 间 曲 线 ， 和 图 生 15 给 出 的 完全 一 致 。 

>> [lt,xzj=odel5s(@c5mimpode, [0,2] ,[1,0,0,1]); plot(t,x) 


5.2 ”无 约束 最 优化 问题 求解 
无 约束 最 优化 问题 是 最 简单 的 一 类 最 优化 问题 ， 其 一 般 数学 描述 为 


min 六) (5-2-1 ) 


其 中 , z = [zi zz，… ,Zn]7 称 为 优化 变量 ，/.) 函数 称 为 目标 函数 ， 该 数学 表示 
的 含义 亦 即 求 取 一 组 z 向 量 ， 使 得 最 优化 目标 函数 ffz) 为 最 小 , 故 这 样 的 问题 
义 称 为 最 小 化 问题 。 其 实 ,最 小 化 是 最 优化 问题 的 通用 描述 , 它 不 失 普 遍 性 。 如果 
要 想 求解 最 大 化 问题 ,那么 只 需 给 目标 函数 ffz) 乘 一 个 负 号 就 能 立即 将 最 大 化 
问题 转换 成 最 小 化 问题 。 所 以 本 书 中 描述 的 全 部 问题 都 是 最 小 化 问题 。 

本 节 先 讨论 无 约束 最 优化 问题 的 解析 解法 和 图 解法 ,然后 侧重 于 介绍 无 约束 
最 优化 问题 的 MATLAB 求解 方法 ,并 给 出 全 局 最 优 和 局 部 最 优 的 概念 ， 并 介绍 
如 何 用 无 约束 最 优化 的 方法 求解 最 优 控 制 器 设计 的 问题 。 


5.2.1 解析 解法 和 图 解法 


无 约束 最 优化 问题 的 最 优点 z* 处 ,目标 函 数 ff(z) 对 z 各 个 分 量 的 一 阶 导数 
为 0, 从 而 可 以 列 出 下 面 的 方程 : 


电 


9Z1 


9j 


3 
02? 


-0 .5 | -0 (5-2-2] 
OZn |。 











仙 一 名 * 更 一 函 一 


求解 这 些 方程 构成 的 联 立 方程 可 以 得 出 极 值 点 。 其 实 , 解 出 的 一 阶 导 数 均 为 0 的 
银 值 点 不 一 定 都 是 极 小 值 的 点 ， 其 中 有 的 还 可 能 是 极 大 值 点 。 极 小 值 问题 还 应 该 
有 正 的 二 阶 导数 。 对 于 单 变量 的 最 优化 问题 ,可 以 考虑 采用 解析 解 的 方法 进行 求 
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解 。 然 而 多 变量 最 优化 问题 因为 需要 将 其 转换 成 求解 多 元 非 线 性 方程 ， 其 难度 也 
不 低 于 直接 求 取 最 优化 问题 ,所 以 没有 必要 采用 解析 解 方法 求解 。 
一 元 函数 最 优化 问题 的 图 解法 也 是 很 直观 的 ,应 绘制 出 该 函数 的 曲线 ， 在 曲 
线 上 就 能 看 出 其 最 优 值 点 。 二 元 函数 的 最 优化 也 可 以 通过 图 解法 求 出 。 但 三 元 或 
多 元 函数 ， 由 于 用 图 形 没 有 办 法 表示 , 所 以 不 适合 用 图 解法 求解 。 
例 5-17 例 5-1 中 给 出 的 方程 ff =e sin(4+2) 二 4e icos(21) 一 0.5， 试 用 解析 
求解 和 图 形 求 解 的 方法 研究 该 函数 的 最 优 性 。 
求解 可 以 先 表示 该 函数 ， 并 解析 地 求解 该 函数 的 一 阶 导 数 ， 用 ezplot() 函数 可 以 绘 
制 出 tcE [0,4 区 闻 内 一 阶 导 函数 的 曲线 ， 如 图 5-7 (aj 所 示 。 
>> SyYmgs 七 ; y=exp(-3x#t)*Sin(4*t+2)+4*exp(-0.5#t)*kcos(2*+t)-0.5; 
yl=dqiff(y,t); % 来 取 一 阶 导 亏 数 
ezplot(yl,[0,4]) “绘制 出 选 定 区 间 内 一 阶 导 函数 曲线 
其 实 ， 求解 导 函数 等 于 0 的 方程 不 比 直 接 求解 其 最 优 值 简 单 。 用 图 解法 可 以 看 出 ， 
在 这 个 区 间 内 有 两 个 点 ，Al 和 As2z， 使 得 它们 的 一 阶 导 函数 为 0, 但 从 其 一 阶 导 数 走向 
看 ，Aa 点 对 应 负 的 二 阶 导 数值 ， 所 以 该 点 对 应 于 极 大 值 点 ， 而 Al 点 对 应 于 正 的 二 阶 
导数 值 ， 故 为 极 小 值 点 。Alil 点 的 值 可 以 由 下 面 的 语 多 直接 解 出 。 
>> t0=solve(yl)，ezplot(y, [0,4] ) 欠 求 出 一 阶 导数 等 于 零 的 点 
y2=diff(yt); b=subs(y2,t,tO) % 并 验证 二 阶 导数 为 正 
可 以 得 出 如 = 1.45284,0 = 7.8553 > 0。 这 样 ， 就 可 以 求 出 函数 的 最 小 值 。 还 可 以 用 图 
形 绘制 的 方法 进一步 验证 得 出 的 结果 ,如 图 5-7 (b) 所 示 ， 可见，Ali 为 最 小 值 ，As， 为 





























最 大 值 。 
四 | 和 本 
了 | 人 ] 3 、 】 
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一 上 
.6 | AN | 
NA 
一 六 -1 1 ! 1 1 和 _  ， _ 1 
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(a) 国 数 的 一 阶 导 函数 曲线 (b) 函数 曲线 


图 5-7 联 立 方程 图 解法 示意 图 

然而 因为 给 定 的 函数 是 非 线性 函数 ， 所 以 用 解析 法 或 类 似 的 方法 求解 最 小 值 问题 

一 点 都 不 比 直 接 求解 最 优化 问题 简单 。 因 此 ， 除 演示 之 外 ， 不 建议 用 这 样 的 方法 求解 
该 问题 ， 而 是 直接 采用 最 优化 问题 求解 程序 得 出 问题 的 解 。 
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二 


5.2.2 基于 MATLAB 的 数值 解法 


MATLAB 语言 中 提供 了 求解 无 约束 最 优化 的 男 数 fminsearch()， 其 最 优 
化 工具 箱 中 还 提供 了 函数 fminunc()， 二 者 的 调用 格式 完全 一 致 ， 为 


=fnminunc(Eun ,0) y 最 简 求 解 语句 
[o ,j ,flag,out]=fminunc(Fun,zo,opt,pl,p2，…:) 4% 一 般 求解 格式 


其 输入 与 返回 参数 的 定义 与 fsolve() 函数 中 的 控制 变量 完全 一 致 。 该 函数 主要 
采用 了 文献 贱 中 提出 的 单纯 形 算法 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 无 约束 最 优化 问题 
的 数值 解法 。 
例 5-18 已 知 二 元 函 数 z = jz,y) = (z2 - 2z)je-7 -7 -中 ， 试 用 MATLAB 提供 的 求 
解 函 数 求 出 其 最 小 值 ， 并 用 图 形 方法 表示 其 求解 过 程 。 
求解 因为 函数 中 给 出 的 自 变 量 是 了 ;2y， 而 最 优化 函数 需要 求 取 的 是 自 变 量 向 量 Z， 故 
在 求解 前 应 该 先进 行 变 量 替换 ， 如 令 T1 = z,za = 1 这样 就 可 以 用 下 面 的 语 和 由 匿名 
涵 孝 形式 定义 出 目标 函数 ,然后 将 求解 控制 变量 中 的 Display 属性 设置 为 :iter，， 
这 样 可 以 显示 中 间 的 搜索 结果 。 用 下 面 的 语句 求解 出 最 优 解 。 

>> =Q@(X)(X(1) “2-2*X(1))*exp(-x(1) 2-X(2)>2-Xx(1)*x(2))， 

x0=[0; 0]; g=optimset; g.Display=，*iter，; X=fminsearch(f ,X0,E) 

经 过 72 步 迁 代 ，137 次 目标 函数 求 值 ， 得 出 2 = [0.6110537, -0.305578]T。 

同样 的 问题 用 fminunc() 函数 来 解 ， 则 

>> X=fminunckf, [0;.0] ,ff) 
求解 晶 要 7 次 和 欠 代 ,27 次 目标 函数 的 调用 , 得 出 的 解 为 z = [0.6110462, -0.3055242]T。 

比较 两 种 方法 , 显然 可 以 看 出 , 用 fminunc() 阴 数 的 效率 明显 高 于 fminsearch() 。 
所 以 在 无 约束 最 优化 问题 求解 时 ， 如 果 安 装 了 最 优化 工具 箱 则 建议 使 用 fminunc() 
函数 。 

在 求解 过 程 中 ， 如 果 手 工 修改 fminunc() 下 级 的 fminusub() 也 数 文件 ， 就 可 
以 追踪 出 各 个 搜索 中 间 点 的 坐标 。 下 面 在 图 形 上 显示 出 搜索 中 间 过 程 。 假 设 选择 
zo 三 [2,1-， 则 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 所 需 的 解 ， 同 时 还 能 由 修改 的 函数 得 出 中 间 点 
坐标 为 

Zi 2 0.2401 -0.1398 0.2168 0.3355 “0.5514 ”0.6129 ”0.6111 

mi 1 1.0o02 0.5752 1.0210 -0.5508 -0.1775 一 0.3053 一 0.3058 


用 下 面 的 语 撮 可 以 绘制 出 搜索 过 程 中 间 点 的 轨 线 ， 如 图 5-8 所 示 。 
>> Xx=[2 0.2401 -0.1398 0.2168 0.3355 0.5514 0.6129 0.6111 
1 1.0502 0.5752 1.0210 -0.5508 -0.1775 -0.3053 -0.3058] ， 
[x ,y] =meshgrid(-3:.1:3，-2:.1:2)， 
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是 


Z= (X. ~2-2#X) .eXxp(-X. 2-y. 2- 和 .站 7) 
contour (x,yY,Z,30); line(CxX(L，:) ,XX(C2，:)) 


h=line(xx(1,:),xx(2,:)); setk(h,， :Marker' ,2:o17) 





T- 一 














图 5-8 搜索 过 程 中 间 点 轨 线 示意 图 


5.2.3 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 


以 单 变 量 z 为 例 , 无 约束 最 优化 问题 函数 有 解 的 必要 条 件 是 dfz)/dz = 0， 
但 满足 该 条 件 的 z 值 可 能 不 惟一 ， 可 能 存在 多 个 解 。 从 最 优化 搜索 的 角度 来 说 ， 
可 能 找到 其 中 一 个 点 。 下 面 将 通过 例子 引入 全 局 最 优 解 和 局 部 最 优 解 的 概念 。 

例 5-19 假设 目标 函数 为 zy 人 = ecosl0f +e 3rasin2t ty20， 试 观察 不 同 的 初 
值 能 得 出 的 最 小 值 ， 并 讨论 局 部 最 小 值 与 全 局 最 小 值 的 概念 。 

求解 由 给 定 的 目标 函数 ,可 以 立即 写 出 用 于 无 约束 最 优化 搜索 的 MATLAB 表示 ， 采 
用 下 面 的 匿名 函数 或 编写 相应 的 MATLAB 文件 。 

>> T=@(t)exp(-2*#t) . 半 COS(10*#t)+exp(-3k(t+2) ) .*Sin(2x+t) ; 

车 选 定 初始 搜索 点 为 如 三 1， 则 可 以 通过 如 下 的 语句 获得 目标 阴 数 的 最 优 解 

>> 上 0=1; Ltl,ftt]j=fminsearch(f ,t0) 

得 出 的 结果 为 五 一 0.92275390625, 广 = -0.15473299821860。 

若 选择 另 一 个 初始 点 ， 则 得 出 如 下 的 最 优 解 

>> 上 t0=0.1; [tt2 ,f2]1=fminsearcnh(f ,tO) 

得 出 的 结果 为 妃 三 0.294453125, 户 = -0.54362。 

可 见 ， 给 出 不 同 的 初 值 ， 此 函数 能 得 出 不 同 的 “最 优 解 ， 但 从 最 优 解 处 的 函数 值 
看 , 碧 处 的 数 值 显 然 大 于 妇 处 的 通 数 值 。 故 可 以 得 出 结论 , 三 得 出 的 并 非 真 正 的 最 
优 解 ， 而 是 某 种 局 部 最 优 解 。 试 次 其 他 的 初 值 ， 如 如 = 1.5,2,2.5,…… 还 可 能 得 出 其 他 
的 局 部 最 优 值 ， 这 里 不 一 一 列 出 。 用 MATLAB 的 ezplot () 函数 可 以 绘制 给 定 目标 
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函数 Y 电 在 t1E(0,2.5) 定义 域内 的 曲线 ， 如 图 5-9 (aj 所 示 ， 区 间 内 的 全 局 和 局 部 最 
优 值 均 由 虚线 表示 出 来 。 
>> SYms 七 ; y=exp(-2*t)*#cos(10*t)+exp(-3*#k (t+2) )*Sin(2#+t) ; 
ezpPlot(y, [0,2.5]); ylim([-0.6,1]) 

从 图 5-9 (a) 可 以 看 出 ， 在 上 >0 定义 域内 ， 妇 点 是 目标 函数 真正 的 最 优 值 ， 在 有 最 
优化 理论 中 又 称 为 全 局 最 优 和 解 ， 由 于 初 值 选 择 不 同 的 值 可 能 得 出 不 同 的 最 优 值 ， 其 中 
有 些 是 局 部 最 优 值 ， 所 以 这 里 给 出 的 fminsearch() 函数 并 不 能 保证 来 出 全 局 最 优 值 。 
事实 上 ， 目 前 所 有 的 最 优化 算法 没有 哪 一 种 能 保证 能 求 出 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 。 

现在 再 考虑 更 大 些 的 定义 域 ， 即 土 >> -0.5， 则 用 下 面 的 语句 能 绘制 出 该 函数 在 新 
定义 域内 的 曲线 ， 如 图 5-9 (b) 所 示 。 


exp( 一 2t) cos(10t) 十 exp( 一 3t 一 6)sinf2t) exp( 一 2t) cos(10t 十 exp( 一 3t 一 6) sinf2b) 





一 人 
0 0.5 1 1.5 2 2.5 -0.5 0 0D.5 1 1.5 之 2.5 


(a)j 定义 域 为 上 立 0 (b) 定义 域 为 上 六 一 0.5 
5-9 全 局 最 优 解 与 局 部 最 优 解 


>> ezplot(y,[-0.5,2.5]); ylim([-2,1.2]) 
t0=-0.2; [t3,f3]=fminsearch(t ,t0O) ， 
可 以 得 出 方程 的 解 为 妇 = -0.334, 户 = -1.9163。 从 图 5-9 (b) 可 见 ， 前 面 得 出 的 全 局 
最 优 解 在 新 的 定义 域内 就 不 再 是 全 局 最 优 解 了 ， 比 起 新 的 最 优 解 来 说 ， 它 只 是 局 部 最 
优 解 ， 若 进一步 扩大 定义 域 ， 则 得 出 的 妇 将 也 不 再 是 全 局 最 优 解 了 ， 而 称 为 局 部 最 优 
解 。 若 将 定义 域 扩 展 到 上 E (一 oo,co) 区 间 ， 则 原 函 数 将 没有 真正 意义 的 全 局 最 优 解 。 


通过 上 面 的 例子 可 以 看 出 , 利用 MATLAB 的 求解 函数 或 其 他 现成 的 最 优化 
问题 求解 函数 可 能 得 出 局 部 最 优 解 ， 而 不 是 全 局 最 优 解 ， 这 就 需要 读者 自己 去 试 
取 不 同 的 初 值 , 看 看 得 出 的 最 优 解 是 否 相同 , 如 果 不 同 , 则 比较 一 下 哪个 是 局 部 最 
优 解 。 遗传 算法 提供 了 一 种 同时 试 测 不 同 初 值 的 算法 ,在 求解 全 局 最 优 解 上 有 一 
定 的 改进 ,但 也 不 能 保证 得 出 全 局 最 优 解 。 有 关 遗 传 算法 及 其 在 最 优化 问题 中 的 
应 用 请 参见 7.3 节 。 
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5.2.4 利用 梯度 求解 最 优化 问题 


有 时 最 优化 问题 求解 速度 较 慢 ， 有 时 甚至 无 法 搜索 到 较 精 确 的 最 优点 ， 尤 其 
是 变量 较 多 的 最 优化 问题 , 所 以 需要 引入 目标 函数 梯度 ,以 加 快 计 算 速 度 ,， 改进 搜 
索 精 度 。 然 而 ， 有 时 计算 梯度 也 是 需要 时 间 的 ,也 会 影响 整个 运算 速度 ,所 以 实际 
求解 时 应 该 考虑 是 不 是 值得 引入 梯度 的 概念 。 

在 利用 MATLAB 最 优化 工具 箱 求解 最 优化 问题 时 ， 也 应 该 和 目标 函数 在 同 
一 函数 中 描述 梯度 函数 , 亦 即 这 时 MATLAB 的 目标 函数 应 该 返回 两 个 变量 ,第 
一 个 变量 仍然 表示 目标 函数 ,第 二 个 变量 可 以 返回 梯度 函数 。 同 时 ,还 应 该 将 求 
解 控 制 变量 的 Grad0bj 属性 设置 成 ,on，， 这 样 就 可 以 利用 已 知 的 梯度 信息 来 求 
解 最 优化 问题 了 。 
例 5-20 试 求解 Rosenbrock 函数 回 flzl,za) = 100(z。 一 Z1) ”十 (1 -zi)2 的 无 约束 
最 优化 问题 。 
求解 从 目标 函数 可 以 看 出 ， 由 于 它 为 两 个 平方 数 的 和 ,所 以 当 rz 一 zl 一 1 时 ， 整 个 目 
标 函 数 有 最 小 值 0。 下 面 语 句 可 以 绘制 出 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 , 如 图 5-10 所 示 。 

>> [x,y]=meshgrid(0.5:0.01:1.5)， Z=100*(y. “2-X) .“2+(1-X) .>`2， 

contour3(Gx,y,z,100) ，zlim([0 ,310] ) 





图 5-10 Rosenbrock 目标 函数 的 三 维 等 高 线 图 


由 得 出 的 曲线 看 ， 其 最 小 值 点 在 图 中 的 一 个 很 窄 的 白色 带 状 区 域内 ， 故 
Rosenbrock 目标 函 数 又 称 为 香 燕 形 函 数 ， 而 在 这 个 区 域内 的 邓 数 值 变 化 较 平 缓 ， 
这 就 给 最 优化 求 值 带 来 很 多 麻烦 。 该 函数 经 常用 来 测试 最 优化 算法 的 优 劣 。 现 在 观察 
用 下 面 语句 求解 最 优化 问题 。 

>> f=Q@(x) [100+(X(2)-x(1)”2)*2+(1-x(1)) >、2] ; 

ff=optimset; ff.TolX=le-10; ff.TolFun=le-20， ff.Display=?iter，; 
Xx=fminunc(ft, [0;0] ,ff) 
经 过 20 步 欠 代 ，80 次 目标 函数 求 值 ， 得 出 的 解 为 避 = [0.999995588， 0.999991167]T。 
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可 见 ， 该 算法 无 法 在 给 定 的 步 数 内 精确 搜索 到 真 值 (1,1)， 用 传统 的 最 速 下 降 法 更 无 法 
搜索 到 真 值 。 这 时 需要 引入 梯度 的 概念 。 
对 给 定 的 Rosenbrock 函数 ， 利 用 符号 运算 工具 箱 即 可 以 来 出 其 梯度 向 量 为 
>> SyYms XL X2; f=100*(x2-XxlL”2) “2+(1-x1) 2; J=jacobian(f, [xl,x2] ) 
一 2 一 24 一 2 十 2 、 、 _ 
可 以 求 出 该 函数 的 Jacobi 短 阵 为 人 1 。 这 时 ， 可 以 在 目标 函 
数 中 描述 其 梯度 ， 故 需要 重新 编写 目标 函数 为 


function [y,Gy]=c5fun3(X) 
y=100* (X(42)-X(1) 2) ”2+(1-XC1)D) 2; 
Gy= [-400* (xX(2)-Xx(1) ”2)*Xx(1)-2+2*xx(t1)i 200*+x(2)-200*x(1) "2] ; 


这 样 ， 就 应 该 给 出 如 下 命令 来 求解 最 优化 问题 。 

>> ff.Grad0bj='on:; Xx=fminunc(e@c5fun3, [0;0] ,ff) 
得 出 的 解 为 = |0.99999999999999, 0.99999999999997]1 ， 求 解 过 程 为 18 次 迁 代 。 可 
见 ， 引 入 了 梯度 则 可 以 明显 加 快 搜索 的 进度 ， 且 最 优 解 也 基本 上 通 近 于 真 值 ， 这 是 不 
使 用 梯度 不 可 能 得 到 的 ， 所 以 从 本 例 可 以 看 出 梯度 在 搜索 中 的 作用 。 然 而 ， 在 有 些 例 
子 中 引入 梯度 也 不 是 很 必要 ， 因 为 梯度 本 身 的 计算 和 编程 需要 更 多 的 时 间 。 


5.2.5 利用 最 优化 方法 设计 最 优 控 制 器 


历 谓 “最 优 控制 ”， 就 是 在 一 定 的 具体 条 件 下 ， 要 完成 某 个 控制 任务 ， 使 得 选 
定 指 标 最 小 或 最 大 的 控制 , 这 里 所 谓 指标 就 是 最 优化 理论 中 的 目标 函数 , 常用 的 
目标 函数 可 以 设置 成 时 间 最 短 、 能 量 最 省 等 指标 。 

和 最 优化 技术 类 似 , 最 优 控制 问题 也 分 为 有 约束 的 最 优 控制 问题 和 无 约束 的 
最 优 控制 问题 。 无 约束 的 最 优 控制 问题 可 以 通过 变 分 法 [6,? 来 求解 ， 对 于 小 规模 
门 题 ， 可 能 求解 出 问题 的 解析 解 ， 例 如 前 面 介 绍 过 的 二 次 型 最 优 控制 器 设计 问题 
孢 有 直接 求解 公式 。 有 约束 的 最 优化 问题 则 较 难处 理 ， 需 要 借助 于 Pontryagin 的 
极 大 值 原 理 。 

针对 有 具体 的 最 优 控制 问题 , 应 该 选择 什么 样 的 指标 ， 使 得 控制 的 效果 达到 最 
好 , 这 一 直 是 控制 理论 界 学 者 与 工程 技术 人 员 感 兴趣 的 问题 。 早 期 的 控制 研究 因 
为 缺乏 切实 可 行 的 计算 机 求解 工具 , 所 以 研究 者 更 侧重 于 获得 可 以 得 出 解析 解 的 
问题 描述 。 例 如 ， 对 线性 状态 空间 模型 的 最 优 控制 研究 ,首先 引入 了 具有 二 次 型 
性 能 指标 的 控制 目标 ,并 推导 出 了 基于 微分 Riccati 方程 的 最 优 控制 的 解 ， 后 来 又 
因为 这 样 的 微分 方程 难于 求解 , 所 以 化 简 了 问题 的 描述 ,将 二 次 型 最 优 控制 问题 
简化 成 无 限时 间 的 调节 问题 ,将 求解 的 方程 简化 成 代数 Riccati 方程 ,使 得 最 优 调 
区 璐 的 设计 成 为 可 能 。 但 这 样 难免 带 来 新 的 问题 : 首先 将 控制 问题 简化 成 调节 问 
题 ， 从 趋势 上 能 得 出 好 的 调节 器 , 但 对 于 动态 性 能 的 因素 就 完全 忽略 了 , 这 使 得 系 
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二 


统 求解 的 问题 发 生 了 变化 。 另 外 , 通过 人 为 引入 加 权 和 矩阵 避 , 尽 ,， 这 样 虽 然 能 得 出 
数学 上 较 漂 亮 的 状态 反馈 规律 ,但 这 两 个 加 权 和 矩阵 却 至 今 没 有 被 广泛 认可 的 选择 
方法 ,这 使 得 系统 的 最 优 准则 带 有 一 定 的 人 为 因素 ,没有 足够 的 客观 性 。 

那么 真正 的 受 控 对 象 到 底 需 要 什么 样 的 “最 优 ” 控 制 器 呢 ? 不 同 的 控制 问题 ， 
不 同 的 控制 学 者 和 工程 技术 人 员 可 能 有 不 同 的 观点 。 现 在 以 跟踪 控制 问题 为 例 ， 
显然 跟踪 问题 最 令 人 感 兴趣 的 指标 是 让 跟踪 误差 尽 可 能 小 , 所 以 可 以 围绕 跟踪 误 
差 设计 最 优 指标 。 假 设 跟 踩 误差 为 e( 加 ,， 则 可 以 定义 出 JIS 瑟 指标 和 ITAE 指标 


Js =| cbdt Ja 二 | iefbldt (5-2.3 
人 吕 


随 独 像 MATLAB 这 样 台 有力 的 计算 机 语言 与 工具 普及 起 来 之 后 ,很 多 最 优 
控制 问题 可 以 变换 成 一 般 的 最 优化 问题 . 用 数值 最 优化 方法 就 可 以 简单 地 求解 。 
这 样 的 求解 虽然 没有 完美 的 数学 形式 , 但 有 时 还 是 很 实用 的 。 下 面 通 过 例子 演示 
依赖 纯 数 值 方法 最 优 控制 器 的 设计 与 应 用 ， 

例 5-21 考虑 受 控 对 象 为 G(s) - 刁 5 试 为 其 设计 出 一 个 具有 最 小 ISE 准则 的 
最 优 控 制 器 。 
求解 可 以 推导 出 系统 的 误差 信号 的 Laplace 变换 式 瑟 (5)， 这 样 IJSE 目标 函数 可 以 改 
为 频 域 求解 方法 直接 求解 

JJ 二 | 匹 (s) 已 (一 s)ds (5-2-4] 

2 jw 
而 该 复数 积分 在 文献 [8] 中 有 递 推荐 法 和 程序 直接 求解 。 对 状态 方程 模型 来 说 ， 还 可 
以 用 相应 Lyapunov 方程 的 求解 方法 解 出 误差 IJSE 准则 的 解析 解 ， 或 采用 Ta 范 数 的 
形式 来 出 ， MATLAB 的 norm() 也 数 也 可 以 求解 该 值 。 这 里 演示 由 morm() 函数 求 取 
最 优 控制 器 参数 的 方法 。 若 系统 不 稳定 ， 则 norm() 涵 数 将 返回 Inf, 使 得 目标 函数 的 
计 站 出 现 问题 ， 所 以 这 时 可 以 人 为 地 令 目 标 阴 数 的 值 等 于 1000。 根 据 前 面 的 分 析 ， 可 
以 写 出 如 下 的 MATLAB 函数 描述 目标 函数 
function e=c5mopid(x,G，,Ss) 


E=minreal\feedback(1,Gr(x(1)+Xx(2)Vs+x(3)*s))/s)，， e=norm(E) ， 
if “isfinite(e)，e=1000; enqa 


其 中 ,优化 变量 了 = [KKiKal。 由 下 面 语句 即 可 以 搜索 出 使 得 ISE 准则 最 小 的 控 
制 器 参数 
>> S=tf('sS 7 ); G=1/(s+1)” 5; x0O=[0.5 0.1 0]; 
X=fminunc(@c5mopid,x0,[,G,s) 
得 出 的 结果 为 = [1.5375,0.6908,4.6574] 工 , 亦 即 PID 控制 器 参数 为 形 。 = 1.5375, Ki = 
0.6908. 人 ua = 4.6574。 在 此 控制 器 的 作用 下 ， 闭 环 系统 的 输出 曲线 如 图 5-11 (a) 所 示 ， 
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人 





控制 信号 如 图 5-11 (b) 所 示 。 可 以 看 出 ， 输 入 信号 在 初始 时 刻 过 大 。 
>> Gc=x(1)+X(2)/s+x(3)*S/(0.001*+S+1);i step(feedbacKk(GrGc ,1)) 
figure; step(feedback(Gc ,G) ) 


Step 良 esponDse 














0 5 10 1 2 35 30 各 DO005 卫 有 1 0.015 0.02 人 025 1003 
Time [sec) Time fsec) 


(a) 闭环 系统 输出 曲线 (b) 控制 信号 
图 5-11 在 选 定 控制 器 下 系统 的 响应 曲线 


由 前 面 的 设计 例子 可 见 ， 可 以 通过 引入 实用 的 目标 函数 ， 然 后 借助 现代 最 新 
计算 机 数学 语言 求解 相应 的 最 优化 问题 ， 得 出 更 有 意义 的 最 优 控制 器 。 然 而 ,由 
前 面 的 最 优 控制 器 设计 结果 ， 自 然 会 引出 下 面 儿 个 问题 : 

中 最 优 指标 选择 是 否 合理 : 从 得 出 的 控制 效果 可 见 ,输出 信号 是 基本 上 令 人 
满意 ， 但 是 不 是 存在 更 有 意义 的 最 优 性 指标 ? 如 何 选择 目标 函数 能 得 出 更 
好 的 结果 ? 

GO 如 何 处 理 系统 中 的 非 线性 : 前 面 例 子 中 计算 目标 函数 是 由 求 Laplace 变 
换 表 达 式 的 ?fs 范 数 而 实现 的 ， 而 该 方法 显然 不 适合 于 非 线性 系统 的 最 优 
控制 器 设计 ,如 果 系统 中 含有 非 线性 环节 , 应 该 如 何 处 理 ? 

G@) 控制 信号 过 大 不 可 实现 怎么 办 : 由 前 面 例 子 中 可 见 ， 得 出 的 控制 器 信和 号 在 
上 很 微小 时 可 能 过 大 , 实际 系统 中 不 能 接受 这 样 大 的 控制 信号 , 所 以 在 实际 
控制 中 应 该 让 控制 信号 经 过 一 个 饱和 装置 ， 以 确保 该 信号 不 超过 容许 的 范 
围 。 这样 做 显然 需要 在 系统 中 人 为 引入 非 线性 现象 。 

综 上 所 述 ， 如果 出 现 上 面 任意 一 种 情况 , 用 ?ft 范 数 计算 目标 函数 都 是 不 可 
行 的 。 押 以 应 该 探索 和 使 用 其 他 的 最 优 控制 器 设计 方法 ， 比 如 下 面 要 着 重 介绍 的 
MATLAB/Simulink 结合 的 设计 方法 。 

例 5-22 仍 考虑 前 面 的 例子 ， 如 果 使 用 JITAE 准则 ， 且 PID 控制 器 输出 的 信号 满足 
lu 人 9b| < 3， 试 设计 出 相应 的 控制 器 。 

求解 和 1ISB 指标 对 应 于 ?ft2 范 数 不 同 ，ITAE 指标 没有 解析 解 方法 ， 只 能 采用 仿真 方 
法 求解 ， 然 而 不 可 能 仿真 到 守 一 co 时 刻 ， 只 能 进行 有 限时 刻 的 仿真 ， 这 样 就 涉及 到 份 
真 终止 时 刻 女 的 选择 了 ， 后 面 将 探讨 选择 的 问题 
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现在 考虑 控制 器 信号 的 限制 问题 ， 当 然 不 可 能 指望 用 解析 的 方法 保证 其 不 超过 限 
制 ， 最 简单 的 解决 方法 是 在 控制 器 输出 端 加 一 个 饱和 非 线 性 环节 ， 一 旦 计算 出 来 的 控 
制 信号 超过 限制 ， 则 取 饱 和 值 。 

根据 前 面 的 分 析 ， 可 以 搭建 起 如 图 5-12 所 示 的 PID 控制 的 Simulink 模型 ， 在 模 
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图 5-12 PID 控制 的 Simulink 模型 (文件 名 : c5moptpid.mdl) 


型 中 除了 常规 的 PID 控制 系统 之 外 ,还 搭建 起 ITAE 积分 ， 其 在 仿真 终止 时 刻 去 的 值 
可 以 定义 为 目标 声 数 ， 饱 和 非 线 性 确保 了 控制 信号 不 会 过 大 。 根 据 这 个 模型 可 以 编写 
出 下 面 的 MATLAB 有 也 数 来 描述 目标 函数 


function y=c5optfun(Xx) 

asgslignin(:base，Kp:,x(1)); assignin(base:,:Ki:,x(2))， 
assSignin(base:,:Kd:,Xx(3) ) ; 

比 ,xl,yt]=sim(c5moptpid.mdl:,[0,30]); y=yt(end) ; 


定义 了 目标 函数 , 则 可 以 由 下 面 的 语 外 得 出 最 优 的 PID 控制 器 ,输出 信号 的 曲线 
如 图 5-13 (aj 所 示 ， 其 控制 效果 明显 优 于 基于 ISE 目标 函数 的 控制 器 效果 。 同 时 ， 控 
制 信号 如 图 5-13 (b) 所 示 ， 该 信号 被 严格 控制 到 指定 的 范围 内 。 
>> x0=[0.5 0.1 0] ; x=fminunc(G@c5optfun,x0) 
可 以 通过 好 优 过 程 得 出 最 优 向 量 2 = [1.3504, 0.2645, 1.8667]T， 亦 即 PID 控制 器 参数 
为 K = 1.3504, 并; = 0.2645, Ka = 1.8667。 
现在 考虑 不 同 的 女 值 对 最 优 控制 效果 的 影响 ， 可 以 将 目标 邓 数 修改 为 


function y=c5optfun1l(x,tf) 

asSlignin(base:,，'KP,x(l)); assignin('base:，?Ki,X(2)); 
asSigninCbase:，'Kd: ,x(3) ) ; 

[t ,xl1,y1]=sjgm(c5moptpid.mdl [0o,tt]);i y=yt(end) ; 


对 不 同 的 堪 选 值 , 对 应 的 控制 器 参数 和 ITAE 积分 值 可 以 由 下 面 的 语句 得 出 ， 如 
表 5-2 所 示 。 可 见 ， 在 合理 的 范围 内 , ff 的 选择 对 控制 器 设计 影响 不 大 。 
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(a) 输出 信号 曲线 (b) 控制 信号 
5-13 在 新 控制 器 下 系统 的 响应 曲线 


>> tf_vec=[15:5:60]; X=[] ; 
tor 二 =tf_ Vec ， 
[x ,fopt]=fminunc(Q@c5optfunl,x,[],tf); X=[X; tt，X(:).， fopt]; 


endq 


表 5-2 不 同 鼠 对 控制 效果 的 比较 






0.27626 9.3207 





0.27228 








0.26555 9.949 0.26454 9.984 








0.26395 10.008 0.26363 10.016 











0.26357 10.019 0.26351 10.021 












0.26349 10.021 0.26349 10.021 


前 面 分 别 求 出 了 ITAE 准则 和 ISE 准则 下 的 最 优 控制 器 并 比较 了 控制 效果 ， 
从 动态 角度 看 ，ITAE 准则 远 远 优 于 ISE 准则 的 初步 结论 。 因 为 ISE 准则 对 任意 
时 刻 的 误差 信号 都 同等 地 对 待 , 而 ITAE 准则 对 上 较 大 的 误差 有 所 侧重 ， 这 就 是 
为 什么 在 ITAE 准则 下 系统 输出 能 尽快 地 到 达 稳 态 值 的 真正 原因 。 那 为 什么 在 传 
统 文献 中 ISE 的 应 用 更 广泛 呢 ? 主要 是 因为 线性 系统 在 ISE 准则 或 11。 准则 下 容 
易 得 出 解析 解 。 现 在 有 了 强大 的 计算 机 和 专用 软件 ,ITAE 这 种 能 得 出 更 客观 最 
优 控制 效果 的 方法 应 该 能 更 广泛 地 应 用 。 

现在 解释 一 下 什么 是 “合理 ”范围 。 由 于 ITAE 积分 的 被 积 函数 te 人 (| 是 非 
负 的 , 所 以 ITAE 积分 是 递增 的 ,而 ITAE 积分 值 增 大 到 某 个 值 时 基本 就 不 增加 
了 ,因为 这 时 e 人 雪 一 0。 常 规 的 ITAE 积分 曲线 如 图 5-14 给 出 。 在 得 出 这 样 的 曲 
线 后 , 用 户 可 以 从 中 找 出 一 个 能 使 得 该 遇 线 平稳 的 点 作为 去 值 的 候选 点 。 如 果 志 
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选 得 过 大 , 例如 比 平 稳 处 上 值 大 很 多 倍 ， 则 这 时 系统 暂 态 处 的 动态 性 能 可 能 被 忽 


略 。 所 以 志 应 该 选择 为 平稳 处 1~2 倍 比较 理想 。 


和 ITAE 积分 


y = 


图 514 JJTAE 积分 曲 比 


5.2.6 融 有 变量 边界 约束 的 最 优化 问题 求解 


前 面 介 绍 的 最 优化 问题 是 纯粹 的 无 约束 最 优化 问题 ,在 实际 应 用 中 , 更 常见 
的 无 约束 最 优化 问题 并 不 完全 是 绝对 的 无 约束 问题 ,通常 优化 变量 需要 在 指定 的 
苑 围 凡 选择 , 所 以 这 样 的 问题 一 般 可 以 表示 成 


国史 In JU (5-2-5) 

其 中 ,， 记 号 st. 是 灿 文 subject to 的 缩写 ,表示 满足 后 面 的 关系 。 所 以 本 式 所 
描述 的 问题 是 ,，z 在 指定 的 范围 内 取 多 少时 能 使 得 目标 函数 取 最 优 值 。 比 如 在 
前 面 的 PID 控制 器 设计 中 ,可 以 人 为 地 令 PID 参数 均 大 于 零 ， 这 样 就 可 以 用 
znm = |0,0,0] 来 表示 约束 。 这 样 的 问题 由 fminsearch() 函数 是 不 能 直接 求解 
的 。John D?Errico 开发 的 fminsearchbnd() 函数 扩展 了 现 有 函数 的 功能 ， 能 直 
接 求解 这 样 的 问题 ” ， 该 函数 的 调用 格式 为 

2=Tmninsearchbnd(Fuan,zo0 ,Zn ,ZNM) 

[z ,flag,out]=fminsearchbnd(Fun ,z0， Zmy,ZMopt,D1D2，) 
如 果 上 界 或 下 界 约 束 没 有 给 出 ， 则 可 以 将 其 褒 置 为 空 矩 阵 [] 。 
例 5-23 重新 考虑 例 5-20 中 研究 的 Rosenbrock 函数 的 最 优化 问题 。 显然 ，Z1 王 
7z2 二 上 是 该 问题 的 最 优 解 。 如 果 zl 和 za 的 允许 区 间 不 是 整个 区 间 ， 而 只 克 许 
Tet24)，r2e1(3,6)， 试 得 出 满足 要 求 的 最 优 解 。 


@ 地 址 : http:/7/www ,mathworks . com/mat1abcentralV/fileexchange/loadFile. qdqo7object 
Id=8277&objectTYype=file。 
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求解 根据 zl,za 的 范围 ， 可 以 直接 得 出 Zm = [2,31,zM = [46]` ， 这 样 调用 
fminsearchbnd() 函数 则 可 以 得 出 在 容许 范 国内 的 也 优 解 
>> f=@(x) [100*(x(2)-X(1) 2) ”2+(1-X(C1)) ”2]; xm=[2.3]; xM=[4,61] ; 
X=fmjinsearchbndqCt , [0 ,0]j ,xm,XxM) 
得 出 的 解 为 避 = [2,3.9999996]T。 


现在 考虑 线性 系统 1t。 范 数 的 计算 问题 。 第 3 章 曾 经 介绍 过 ,如 果 线 性 系统 
由 状态 方程 (4, 吾 , C 万) 给 出 , 则 1 范 数 可 以 由 现成 函数 norm() 计算 出 来 ， 
该 算法 有 用 二 分 法 求解 相应 的 最 优化 问题 。 观 在 以 该 问题 为 背景 介绍 基于 无 约束 
最 优化 技术 在 范 数 计算 中 的 应 用 。 计 算 凡 。 范 数 基于 下 述 的 定理 国 ; 

给 定 一 个 正 数 7 > 0, 当 且 仅 当 Hamilton 德 阵 


4 十 万 尼 -DTIC 一 吾 居 -! 咏 - 

二 C (了 十 万 展开 DDT)C -(4+ 吾 如 -1LDICJT (6) 
没有 纯 虚 数 的 特征 值 ， 则 不 等 式 |GI|。 < 7 成 立 , 其 中 环 =>27 -DTD > 0。 

根据 这 个 定理 就 可 以 通过 最 优化 的 方法 求 出 最 大 的 7 值 , 也 就 是 最 小 的 -7 
值 。 假设 求解 变量 7 为 输入 变量 , -7 为 目标 函数 ，4,,C, 万 为 附加 变量 。 若 上 
面 的 不 等 式 不 成 立 , 则 可 以 人 为 地 将 目标 函数 设置 为 100,， 这样 可 以 编写 出 下 面 
的 目标 函数 

function y=hinf_ineq(gam,A,B,C,D) 

y=-gam; I=eye(size(D*D7)); R=gam ”~2*IT-D?*D; iR=inv(R) ; 

H= [A+B*#iR*D 7*C，-ByriR*B”; Cr(I+DriR+rD:)+*C，-(A+BxiRyD:*C) ?7]， 

if all(abs(Treal(eig(H)))>1e-8) | any(real(eig(R))<=0) ，y=100; end 


由 于 前 提 是 7 > 0, 所 以 特别 需要 fminsearchbnd() 函数 来 求解 问题 。 
例 5-24 假设 系统 的 模型 如 下 ， 试 求 出 其 Tt。 范 数 。 


-4 -3 0 一 ] 0 
-4 一 7 0 一 号 一 生 

4=-|01101 .3 了 | B=| lc=loo4olD=0 
-1 -9 -1 一 10 9 


求解 调用 norm() 孙 数 ， 可 以 得 出 ?7f。。 范 数 为 0.4639。 调 用 最 优化 求解 的 方法 也 能 得 
出 同样 的 结果 。 注 意 ， 初 值 应 该 选择 一 个 尽 可 能 小 的 正 数 。 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,0,-3， 0,0,-13,-1; -1,-3，,-1,-10] | 
B=[0; -4; 2; 5]; C=[0,0,4,0]; D=0; norm(ss(A,B,C,D)) 
x=fminsearchbndq(G@hinf_ineq,1e-5,0,100,[] ,A,B,C,D) 





5.3 有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 
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5.3 ”有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 
有 约束 最 优化 问题 的 一 般 描述 为 


_ in 三 (2 了) (5-3-1 ) 
其 中 , z = [Zi 72，… ,zj 工 。 该 数学 表示 的 含义 为 求 取 一 组 z 向 量 ， 使 得 在 满足 
约束 条 件 @(z) 系 0 的 前 提 下 能 够 使 月 标 函 数 A(z) 最 小 化 。 在 实际 遇 到 的 最 优化 
问题 中 , 有 时 约束 条 件 可 能 是 很 复杂 的 , 它 既 可 以 是 等 式 约 束 , 也 可 以 是 不 等 式 约 
束 ， 既 可 以 是 线性 的 ,也 可 能 是 非 线 性 的 ,有 时 甚至 是 不 能 用 纯 数 学 函数 来 描述 。 
本 节 首 先 给 出 可 行 解 区 域 的 概念 ,然后 介绍 几 种 成 型 的 有 约束 最 优化 问题 的 
求解 方法 , 包括 线性 规划 问题 求解 方法 、 二 次 型 规划 问题 求解 方法 和 一 般 非 线 性 
规划 问题 的 求解 方法 ,并 介绍 有 约束 最 优化 问题 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 。 


5.3.1 约束 条 件 与 可 行 解 区 域 


满足 约束 条 件 G(z) 乏 0 的 z 范围 称 为 可 行 解 区 域 (feasible region)。 下 面 
通过 例子 汗 示 二 元 问题 的 可 行 解 范围 与 图 解 结果 。 
例 5-25 考虑 下 面 二 元 最 优化 问题 的 求解 ， 试 用 图 解 方法 对 该 问题 进行 研究 。 


IaX (一 2 一 Z2) 
9 袜 了 1 十 了 
色 St 
0 十 实 这 安 工 


求解 由 约束 条 件 可 见 ， 若 在 [一 3,3] 区 间 选 择 网 格 ， 则 可 以 得 出 无 约束 时 目标 也 数 的 
三 维 图 形 数 据 。 可 以 用 下 面 的 语 外 获 得 这 些 数据 。 

>> [xl,x2]=meshgrid(-3:.1:3);) % 生成 网 格 型 矩阵 

Z=-X1. ”2-Xx2; 兴 计算 出 天 阵 上 各 点 的 高 度 

引入 了 约束 条 件 ， 则 在 图 形 上 需要 将 约束 条 件 以 外 的 点 剔除 掉 。 在 MATLAB 绘 
加 技术 中 有 一 个 技巧 是 找 出 这 些 点 的 横 纵 坐标 值 ， 将 其 函数 值 设 置 成 不 定式 NaN 即 
可 。 这 样 可 以 使 用 如 下 的 语 外 进行 求解 。 

>> ji=findq(xl.”"2+x2."2>9); z(i)=NaNi YX 将 Zi+z>9 点 设置 成 Na 


i=find(xi+x2>1); Z(i)=NaN;i 办 将 Zi+za>1l 点 的 函数 值 设 置 为 NaN 


Surf (xl,x2,z); Shading interp; 
该 语句 可 以 直接 绘制 出 如 图 5-15 (a) 所 示 的 三 维 图 形 ， 若 想 从 上 向 下 观察 该 图 
形 ， 则 可 以 使 用 view(0,90) 命令 ， 这 样 可 以 得 出 如 图 5-15 (b) 所 示 的 二 维 投影 图 。 
图 形 上 的 区 域 为 相应 最 优化 问题 的 可 行 区 域 ， 即 满足 约 东 条 件 的 区 域 。 该 区 域内 
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人 


对 应 目标 函数 的 最 大 值 就 是 原 问 题 的 解 ， 故 从 图 形 可 以 直接 得 出 结论 ， 问 题 的 解 为 
Zl1 一 0,zz 王 一 3， 用 max(z(:)) 可 以 得 出 最 大 值 为 3。 





省 ) _2 
(a) 可 行 区 域 的 三 维 图 形 绘制 
5-15 二 维 最 优化 问题 的 图 解法 


3 -2 1 0 1 2 3 


(b) 可 行 区 域 


对 于 一 般 的 一 元 问题 和 二 元 问题 ,可 以 用 图 解法 直接 得 出 问题 的 最 优 解 。 但 
对 于 一 般 的 多 元 问题 和 较 复 杂 的 问题 , 则 不 适合 用 图 解法 求解 ,而 只 能 用 数值 解 
的 方法 进行 求解 ， 也 没有 检验 全 局 最 优 性 的 方法 。 


5.3.2 ”线性 规划 问题 的 计算 机 求解 


线性 规划 问题 是 一 类 特殊 的 问题 ， 也 是 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 。 在 线性 
规划 中 ,目标 函数 和 约束 函数 都 是 线性 的 ,其 整个 问题 的 数学 描述 为 


min 六 z (5-3-2) 
人 4z 蕊 已 
仑 3 二. eazr 一 万 ea 


了 mm 么 也 芝 了 M 


为 描述 原 问 题 的 方便 及 求解 的 高 效 性 起 见 ， 这 里 的 约束 条 件 已 经 进一步 细 化 
为 线性 等 式 约 束 4euz = 五 。。 线性 不 等 式 约 束 4z 入 玉 , z 变量 的 上 界 向 量 zM 
和 下 界 癌 量 zm,， 使 得 zm 和 过 ZM。 

对 不 等 式 约束 来 说 MATLAB 定义 的 标准 型 是 “和 ”关系 式 。 如 果 约 束 条 件 
中 某 个 式 子 是 “>” 关 系 式 ， 则 在 不 等 号 两 边 同 时 乘 以 -1 就 可 以 转换 成 “和 ” 关 
系 式 了 。 

线性 规划 是 一 类 最 简单 的 有 约束 最 优化 问题 , 求解 线性 规划 问题 有 多 种 算 
法 。 其 中 , 单纯 形 法 是 最 有 效 的 一 种 方法 , MATLAB 的 最 优化 工具 箱 中 实现 了 该 
算法 ， 提 供 了 求解 线性 规划 问题 的 1inprog() 函数 。 该 函数 的 调用 格式 为 

[z ,jnt,flag,c]=linprog( ,4, 忆 ,4。 Be,cn,zM,zo,0PT,pl ,po ) 


其 中 , 帮 4 万, 4su， Bu zm, zw 与 前 面 约束 与 目标 函数 公式 中 的 记号 是 完全 一 
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致 的 ，zo 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 如 果 不 存 在 , 则 应 该 用 空 窍 阵 来 占 位 。0PT 

为 控制 选项 ， 该 函数 还 允许 使 用 附加 参数 加 ,po.…… : 。 最 优化 运算 完成 后 ,结果 将 

在 变量 z 中 返回 ， 最 优化 的 目标 函数 将 存 刀 * 变量 中 返回 。 我们 将 通过 下 面 的 例 

子 来 演示 线性 规划 的 求解 问题 。 

例 5-26 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 

Inin ( -271 -2a 一 473 一 374 一 25) 
| PT2 十 3 十 4 交 4 十 2:P5 入 吕 人 


3r1 十 4T2 十 573… 1--T5S 62 


T1.T2320z33.32.7420 678.rr 22.57 
求解 从 给 出 的 式 子 可 以 看 出 ， 其 目标 函数 可 以 用 系数 向 量 了 =:[-2.-1,-4. -3.--11 
表示 ， 不 等 式 约 束 有 两 个 ， 即 
021 了 2? 54 
4=-| ; | = 
另外 ， 由 于 没有 等 式 约 束 ， 故 可 以 定义 4 和 吾 。. 为 空 矩 阵 。 由 给 出 的 数学 问题 还 可 
以 看 出 ,zz 的 下 界 可 以 定义 为 Zm = |0.0.3.32.0.678,2.571 工 ， 县 对 上 界 没有 限制 ， 故 可 
以 将 其 写成 空 矩 阵 。 由 前 面 的 分 析 ， 可 以 给 出 如 下 的 MATLAB 命令 来 求解 线性 规划 
问题 ， 并 立即 得 出 结果 。 
>> f=-[f2 1431]j:;，A=r02142:345-1- 菇 ; 
B=[54; 62]j ;，Ae=[j ;， Be=[j ，xm=|10,0,3.32,0.678,2.57] ; 
ff=optimseti ft.TITolX=le-15; ftt+.TolFun=le-20;j ff.TolCon=1le-20; 
[x,f_opt,key,c]=linprog(f,A,B,Ae,Be,xm,[],D,ff) 
最 优化 问题 的 解 为 z = [19.785,0,3.32.11.385.2.57]  ， 最 优 值 为 -89.575。 从 列 出 的 
结果 看 ， 由 于 Key 值 为 1]， 故 求解 是 成 功 的 。 以 上 只 用 了 5 步 就 得 出 了 线性 规划 问题 的 
解 ， 可 见 求解 程序 功能 是 很 强大 的 ， 可 以 很 容易 得 出 线性 规划 问题 的 解 。 
例 5-27 考虑 下 面 的 线性 规划 问题 ， 试 用 MATLAB 的 最 优化 工具 箱 求解 此 问题 。 


IaX 1 -150zs 二 本 _ 6za| 
Zi74 一 6072 一 :3750 十 gz4 气 0 二 50 
St 4 一 Z1A2+90z2 十 z5750 一 37.420 
了 TY 入 T01 之 一 5.02 之 一 .3 过 一 三 .了 和 2 


求解 原 问 题 中 应 该 求解 的 是 最 大 值 问题 ， 所 以 需要 首先 将 之 转换 成 最 小 化 问题 ， 即 
将 原 目 标 函 数 乘 以 -1， 则 目标 函数 将 改写 成 .37j/4 + 15072 -~ z3/50 上 + 6z4。 套 用 线 
性 规划 的 格式 可 以 得 出 了 向 量 为 [一 3/4.150. -1/150,6]。 

再 分 析 约 束 条 件 ， 可 见 ， 由 最 后 一 条 可 以 写成 已 -5， 所 以 可 确定 自 变 量 
的 最 小 值 向 量 为 Zm=[--5;-5; 一 5; 一 5] 。 类 似 地 ， 还 能 写 出 自 变 量 的 最 大 值 向 量 为 





2 第 5 章 ,最 优化 问题 的 计算 机 求解 
zM=[Inf;Inf;1l;Inf]， 其 中 Inft 表示 二 oo。 约 东 条 件 的 前 两 条 均 为 不 等 式 约 束 ， 其 
中 第 2 条 为 袜 表 示 ， 需 要 将 两 端 均 乘 以 -1， 转 换 成 未 不 等 式 ， 这 样 可 以 写 出 不 等 式 


约束 为 
14 -60 一 1750 9 0 
“一 1 -90 -1750 中 一 上 
由 于 原 问题 中 没有 等 式 约 束 ， 故 应 该 令 4eo=[] ， 瑟 cq=[。 最 终 可 以 输入 如 下 的 命令 
米 求 解 此 最 优化 问题 ， 得 出 原 问 题 的 最 优 解 ， 
>> f=[-3/4,150,-1/50,6]; Aeq= 口 ; Beq=[] ; 
A=[1/4,-60,-1/50,9; 1/2,-90,-1/50,3] ; B= [0,0] : 
xm=[-5;-5;-5;-5]; xM=[Inf;Inf;1;Inft]i ff=optimset; 
tf.IolXx=le~1l5; fif.TolFun=le-20; TolCon=1le-20; tf, Display=?"iter，; 
[x,f_opt ,key,c]j=1inprog(f,A,B,Aeq,Beq,xm,xM, [0;0;0;0] ,ff) 
可 见 ， 经 过 10 步 选 代 , 就 能 以 很 高 精度 得 出 原 问题 的 最 优 解 为 工 一 [一 5, 一 0.1947,1, -5 
目 标 函 数 的 最 优 值 为 一 55.47。 
例 5-28 在 一 些 研究 领域 中 经 常 遇 到 下 面 类 型 的 线性 规划 问题 ， 自 变量 不 是 前 面 介 绍 
的 单 下 标的 ， 而 是 双 下 标 或 多 重 下 标的 ， 试 来 解 这 样 的 线性 规划 问题 。 


Inln 2800(zZil 十 Z21 十 31 十 Z41】 十 4500(2712 十 29 十 Z32| 十 6000(zZ13 十 Z23) 十 787300714 
711 十 12 十 Z13 十 了 114 六 15 
7Z12 十 TY13 十 Z14 十 Z21 十 Z22 十 区 23 之 10 
St Zr13 十 Zi14 十 22 十 Y23 十 Z31 十 232 字 20 
YY14 十 Y23 十 CC32 十 TY41 之 12 
zij>0、( 记 1.2.3,4,7 一 1,2,3,4] 


求解 这 样 的 问题 显然 不 能 直接 用 前 面 介绍 的 方法 直接 求解 ， 而 应 该 首先 将 原 问题 
转换 成 单 下 标 自 变 量 的 最 优化 问题 。 为 做 这 样 的 转换 ， 应 该 重新 选 定 变量 ， 例 如 令 
1 二 Y1lY2 二 12 73 一 YI13， 24 二 TI14.75 -21:76 二 TI22.27 一 IT23,78 一 T3l,2g 一 


zZz32,210 一 Z41， 这 样 可 以 将 原 问 题 改 写成 


mn 2800(z1 十 Y5 十 了 8 十 7Z10) 十 4500( zs 十 TY6 十 TZ9 | 十 6000(za3 十 7 】 十 73430074 
一 (Zi 十 2 十 2Z3 十 Zd) 扫 一 15 


一 (Z2 十 3 十 Z4 十 5 十 Z6 十 z7)j 所 一 10 
了 PS. 一 (Z3 十 Z4 十 Z6 十 7 十 8 十 Z9) 葡 一 20 

一 (7Z4 十 Z7 十 Ze 十 Z10) 所 一 12 

zi0，i=12 ,12 


这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 解 出 问题 的 最 优 解 。 
>> f=2800+[100010010 切 +4500rk[0100010010]+... 
6000*[0010001000]+7300r[0001000000]， 
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A=-[l1l1l11000000I0114111 1 100 0 
0011011110;000100101 1 菇 ; 

=-[15; 10; 20; 12]; xm=[0000000000]; Aeq=[]; Beq=[]; 
Xx=JTinprog(t,A,B,Aedq,Bedq,xm) 

得 出 z = |4.2069,0,0,10.7931, 0,0, 0,8.1.2069.0.0000]。 将 得 出 的 结果 再 反 代 回 双 下 

标 自 变量 ， 则 可 见 Zil = 4.2069，zrl4 = 10.7931，xzal 三 8，z32 一 1.2069， 其 余 的 自 变 

量 均 为 0。 


5.3.3 ”二 次 型 规划 的 求解 


二 次 型 规划 问题 是 尹 一 种 简单 的 有 约束 最 优化 问题 ,其 目标 函数 为 z 的 二 次 
型 形式 ,约束 条 件 仍 然 为 线性 不 定式 约束 。-- 般 二 次 型 规划 问题 的 数学 表示 为 


】 、 
Iain (ia 十 斑 = (5-3-3) 
4zr 忒 吾 
人 下 5， Ge 了 一 已 el 


和 线性 规划 问题 相 比 ， 二 次 型 规划 目标 函数 中 多 了 -一个 二 次 项 zTBz 来 
描述 zz 和 zizj 项 。MATLAB 的 最 优化 工具 箱 提 供 了 求解 二 次 型 规划 问题 的 
quadprog() 函数 ， 该 函数 的 调用 格式 为 

[7 , jost ,fl1ag,c] =quadprog( 五 :了 ,4, 忆 ,4。 ,了 Pe im MY0 ,UPT ,DPD1 02 ) 
其 中 , 图 数 调 用 时 , 五 为 二 次 型 规划 目标 函数 中 的 五 矩阵 ,其 余 各 个 变量 与 线性 
规划 函数 调用 的 完全 一 致 。 

例 5-29 试 求解 下 面 的 四 元 二 次 型 规划 问题 。 


min [ -1 六 二 (2 一 2)+(zas 一 3 二 (z4 一 gj?| 
T1 十 2 十 Z3 十 T4 近 5 

了 8.t， 371 十 372 十 273 十 24 所 10 
Z1,Z2;73;24 之 0 


求解 首先 应 该 将 原始 问题 写成 二 次 型 规划 的 模式 。 展 开 有 目标 了 数 得 
FIzZ) 一 2 一 271 十 1+22 一 4r2 十 4 十 他 -6rs 十 9 二 2z2 一 8z4 十 16 


一 Zr? 十 T3 十 4 十 ZT1 一 271 一 dz2 一 6.73 一 Sr4 十 30 


因为 目标 函数 中 的 常数 对 最 优化 结果 没有 影响 ， 所 以 可 以 放心 地 略 去 。 这 样 就 可 
以 将 二 次 型 规划 标准 型 中 的 百 憩 阵 和 站 F 向 量 写 为 


囊 =diag([2,2.2,2])， 广 = [2 一 4 一 6, 一 8] 


从 而 可 以 给 出 下 列 MATLAB 命令 来 求解 二 次 型 最 优化 问题 。 
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>> f=[-2,-4,-6,-8j; H=diagktt2,2,2,2]); 
0PT=optimset; 0PT.LargeScale=:off:; % 不 使 用 大 规模 问题 算法 
A=[1,1,1,1; 3,3,2,1]; B=[5;10]j; Aeq=[ 口 ;Beq= 口 ;】 xm=zeros(4，,1) ; 
[x,f_optj=quadprog(H,f,A,B,Aeq,Beq,xmn,[, 口 ,O0PT) 
得 出 的 最 优 解 为 民 = [0,0.6667,1.6667.2.6667] 工 最 优 值 为 -23.6667。 
套用 二 次 型 规划 标准 型 时 ， 一 定 要 注意 百 天 阵 的 生成 ,因为 在 式 (5-3-3) 中 有 一 
个 172 项 ,所 以 在 本 例 中 , 巡 天 阵 对 角 元 素 是 2， 而 不 是 1。 另 外 ， 这 里 得 出 的 目标 子 
数 实 际 上 不 是 原始 问题 中 的 最 优 函 数 ， 因 为 人 为 地 除去 了 常数 项 。 将 得 出 的 结果 再 补 
上 已 经 除去 了 的 常数 项 ， 则 可 以 求 出 原 问 题目 标 函 数 的 值 为 6.3333。 


5.3.4 一般 非 线性 规划 问题 的 求解 
有 约束 非 线性 最 优化 问题 的 一 般 描 述 为 


Diin 三 ) (5-3-4) 
st、 cz 所 


村 


其 中 ，z = [zl z?，… ,za]T。 为 求解 方便 ,约束 条 件 还 可 以 进一步 细 化 为 线性 等 
式 约 束 、 线 性 不 等 式 约束 、z 变量 的 上 下 界 向 量 , 还 允许 一 般 非 线性 函数 的 等 式 
和 不 等 式 约 束 , 这 时 原 规划 问题 可 以 改写 成 


Iaim 三) (5-3-5) 
4mg 妃 
Aua:z 瑟 。 
SS 上 怀 . 加 mm 入 严冬 全 M 
CIzjs:0 


Cea ( 亚 Js 


MATLAB 最 优化 工具 箱 中 提供 了 --- 个 fmincon() 函数 , 专门 用 于 求解 各 种 
约束 下 的 最 优化 问题 。 该 函数 的 调用 格式 为 


[z ,jpt ,flag,cj=fmincon(F,zo,4 ,万 ,4 局,zpm,TM,CF,OPT,Dpi po) 


其 中 , F 为 给 目标 函数 写 的 M 函数 或 匿名 函数 ，z 为 初始 搜索 点 。 各 个 矩阵 约束 
如 果 不 存 在 ， 则 应 该 用 空 矩 阵 来 占 位 。CF 为 给 非 线性 约束 函数 写 的 M 函数 ,0PT 
为 控制 选项 。 最 优化 运算 完成 后 ， 结 果 将 在 变量 z 中 返回 , 最 优化 的 目标 函数 将 
在 /se 变量 中 返回 。 和 其 他 优化 函数 一 样 ， 选 项 0PT 有 时 是 很 重要 的 。 输 入 恋 
量 CF_-0PT 为 约束 条 件 对 应 的 文件 名 , 由 于 该 文件 需要 返回 两 个 量 ， 所 以 不 能 用 
inline() 函数 和 匿名 函数 来 描述 ， 只 能 编写 M- 函 数 表 示 约 束 条 件 。 
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和 


例 5-30 斌 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 。 


、 2  D .2 2 
HiiD 1000 - 叶 一 22 一 丰 一 zz2 一 zlz3| 
zi 二 2TZ3 一 25 一 0 
人 St， 87z1i 十 1472 十 了 ra 一 56 一 0 


让 1 它 2 和 之 U 


求解 分 析 给 出 的 最 优化 问题 可 以 发 现 ， 约 束 条 件 中 含有 非 线性 不 等 式 ， 故 而 不 能 使 
用 二 次 型 规划 的 方式 求解 ， 必 须 用 非 线性 规划 的 方式 来 求解 。 根 据 给 出 的 问题 可 以 直 
接 写 出 目标 函数 为 

>> f=@(x) [1000-X(1) ”2-2+X(2) ”2-X(3)” 2-X(C1L)*rx(2)-X(C1)*x(3)] ; 
同时 ， 给 出 的 两 个 约束 条 件 均 为 等 式 约束 ， 所 以 应 该 写 出 非 线 性 约束 函数 为 


function [c,ceqj=optconl(X) 
ceq=[x(1)*#*x(1)+X(2)*+x(2)+X(3)+rx(3)-25; 8+kx(1)+14*x(2)+7*x(3)-56] ; 
c=[] ; 


非 线 性 约束 函 教 返 回 变量 分 为 c 和 ceq 两 个 量 ， 其 中 ， 前 者 为 不 等 式 约 东 的 数学 
描述 ， 后 者 为 非 线性 等 式 幼 束 ,如 果菜 个 约束 不 存在 ， 则 应 该 将 其 值 赋 为 空 矩阵 。 这 样 
的 约束 表 数 处 理 比 早期 版 本 的 工具 箱 中 处 理 更 方便 、 规 范 。 

描述 了 给 出 的 非 线性 等 式 约 束 后 ， 则 4 互 , 4ea, Beu 都 将 为 空 矩 阵 了 。 另 外 ， 应 
该 给 出 搜索 初 值 向 量 zm = [0,0,0]， 因 此 ， 可 以 调用 fmincon() 函数 求解 此 约束 最 
优化 问题 。 

>> 于 ft=optimset; ff.LargeScale=?off? ; ff.DlispJay= "iter，; 

tf.TolFun=le-30; ff.TolXx=le-15; ff.ToLCon=le-20;， 

xuo=[1;1;1];， xm=[0;0;0];，，xM=[; A=[D; B=[U; Aeq= 口 ; Beq=[]; 

[x,f_optc,d]=fmincon(f ,x0,A,B,Aedq,Beq,xmn,xN,Qoptconl ,ff) 
从 而 搜索 出 最 优 解 为 zx = [3.5121, 0.2170,3.5522] 工 ， 最 优 值 为 961.7152。 

考虑 到 第 2 个 约束 条 件 实 际 上 是 线性 等 式 约 束 ， 所 以 能 将 其 从 非 线性 约束 函数 中 
除去 ， 故 可 以 将 非 线 性 约束 涵 数 进一步 简化 为 

function [cy,ceq]=optcon2(x) 

ceq=X(1)*Xx(1)+X(2)*Xx(2)+X(3)xx(3)-25; c=[]; 


线性 等 式 约 束 可 以 由 相应 的 矩阵 定义 出 来 ， 这 时 可 以 用 下 面 的 命令 求解 原始 的 最 
优化 问题 ， 且 可 以 得 出 和 前 面 完 全 一 致 的 结果 ， 
>> xo=[L1;1;1]; Aeq=[8,14,7]; Beq=56; 
[x,f_opt,c,d]=fmincon(f,x0,A,B,Aeq,Beq,xm,xM,@optcon2 ,ff) 
例 5-31 考虑 例 5-30 中 给 出 的 最 优化 问题 ， 试 利用 梯度 求解 最 优化 问题 ， 并 比较 和 原 
例子 中 所 用 方法 的 优 劣 。 
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求解 由 给 出 的 目标 函数 F(z) 可 以 立即 求 出 下 面 的 梯度 函数 (或 Jocobi 短 阵 )。 
>> SYmS Xt X2 X3;i f=1000-X1*#XT-2X2X2-X3X3 一 XTX2-XTX3 ; 
J=jacobian(ft, [xl,x2,x3] ) 
得 出 的 Jacobi 和 给 阵 可 以 写成 


工 一 2XZ1 一 灾 a 一 灾 3 
了 - | 六,, 站 | 
921 9272 9273 _273 _ zi 
有 了 梯度 ， 则 可 以 重新 改写 目标 函数 为 


function [yy,Gy]=fun2(X) 
y=1000-X(CT1)*X(C1)-2*yX(2)*Xx(2)-X(3)*X(3)-X(C1)*x(2)-X(Lt)#X(3) ; 
Gy=-[2*x(1)+x(2)+x(3); 4+x(2)+x(1); 2*+rx(3)+X(1)] ; 


其 中 ,Gy 表示 目标 闷 数 的 梯度 向 量 。 再 调用 最 优化 求解 函数 将 得 出 下 面 的 结果 : 
>> x0O=[l;1;1]; xm=[0;0;0]; xM=D; A=[; B= 口 Aeq=[]; Beq=[]; 

tt=optimset; ff.Gradqdbbj='on?; ff.LargeScale=:off:; 

ft.TolFun=le-30; ff.TolX=te-15; ff.TolCon=le-20; 

[x,f_opt,c,d]=fmincon(efun2,x0,A,B,Aeq,Beq,xm,xM,GQoptconl ,ff); 
得 出 最 优化 问题 的 解 为 了 = [3.5121,0.2170.3.5522]T， 目 标 函 数 的 最 优 值 为 961.7152。 
可 见 ， 著 已 知 目 标 函 数 的 偏 导数 ， 则 仅 需 86 步 目 标 函 数 的 调用 就 求 出 原 问 题 的 解 ， 比 
前 面 需要 的 步 数 (113 步 ) 明显 减少 。 但 考虑 求 取 和 编写 梯度 函 数 所 需 的 时 间 ， 实 际 需 
要 的 时 间 可 能 更 多 。 注 意 ， 若 已 知 梯度 函数 ， 则 应 该 将 Grad0bj 选项 设置 成 'on:， 和 否 
则 不 能 识别 该 梯度 。 


5.3.5 ”有 约束 最 优化 问题 在 最 优 控制 中 的 应 用 


如 采 能 获得 系统 的 仿真 数据 ,， 则 可 以 由 这 些 数据 定义 出 重要 的 实用 约束 条 件 ， 
然后 利用 有 约束 最 优化 问题 的 求解 ,将 满足 约束 条 件 的 最 优 控制 器 设计 出 来 。 例 
如 , 可 以 指定 系统 的 超 调 量 作为 指标 ， 可 以 用 fmincon() 得 出 最 优化 问题 的 解 。 
当然 , 也 可 以 设置 其 他 的 约束 条 件 。 


(一 0.2s 十 ]) (+ 
(s 十 切 


已 一 》 
S 十 1 





例 5-32 考虑 受 控 对 象 G(s) = ) 并 期 望 |u 昌 | 和 1， 超 调 量 
o 苹 3%%， 试 设计 出 最 优 PID 控制 器 。 

求解 这 样 的 受 控 对 象 模型 用 普通 PID 控制 器 整定 方法 Ho 是 很 难 控制 的 。 由 给 出 的 
受 控 对 象 模型 可 见 ， 该 模型 可 以 重新 写成 G(s) 二 (+ 人 让 ， 其 中 括号 
内 部 的 部 分 可 以 认为 是 两 个 子 模型 的 并 联 ， 而 括 叶 肉 部 的 模型 和 语 面 的 模型 是 串联 连 








5.3 有 约束 最 优化 问题 的 计算 机 求解 


接 。 这 样 可 以 构造 出 如 图 5-16 所 示 的 PID 控制 仿真 模型 。 选 择 仿真 终止 时 间 女 = 10， 
则 可 以 建立 起 本 问题 的 目标 函数 。 
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图 5-16 PID 控制 的 Simulink 模型 (文件 名 : c5mopta.md]) 


function y=c5optfun2(x) 

assSignin(base:，'Kp”,Xx(1)); assignin(base',，:Ki，,x(2)); 
asSsignintbase”，'Kd: ,x(3) ) ; 

[H 比 ,xl,yl]=sim(:c5mopta.mdl:,， [0,25] ) ; y=yl(end ,1) ; 


这 祥 ， 由 前 面 介绍 的 无 约束 最 优化 方法 可 以 得 出 最 优 控制 器 ，G1(s) = 1.1646 十 
0U.2434 U0.0641]. ， | _ 、 、 、 
3 1， 并 可 以 得 出 如 图 5-17 (a) 所 示 的 阶 跃 响应 曲线 。 由 得 出 的 控制 效 


果 看 ， 这 样 的 输出 信号 超 调 量 这 大 ,超过 202X 。 

>> Xx0=[0.5 0.1 0] ; x=fminunc(@c5optfun2 ,x0) 

如 果 想 减 小 超 调 量 ， 使 其 满足 要 求 的 o 入 3 多 ， 可 以 引入 如 下 的 MATLAB 闷 数 
描述 约束 





function [c,ce]j=c5optcon2(x) 
ce=[]; [t,xl,yli=sim(:c5mopta.mdl1，,[0,25]) ; c=max(yl(:,2))-1.03; 


这 样 ， 由 下 面 的 语句 可 以 设计 出 满足 约束 条 件 的 PID 控制 器 Ga(s) - 0.5175 十 
0.1910 0.1028 
5 十 DOTT。 在 新 的 控制 器 下 ,系统 的 闭环 阶 跃 响应 曲线 如 图 5-.17 (b) 所 示 。 


可 见 ， 在 新 控制 器 的 作用 下 ,， 超 调 量 满足 要 求 ,但 系统 响应 速度 稿 有 减 慢 。 其 实 进一步 
观 等 由 了 ID 控制 器 给 出 的 控制 信号 看 ， 由 新 控制 器 产生 的 控制 信号 更 好 些 。 
>> x0=[0.5 0.1 0]; 4A=[]; B= 口 ; Ae=[]; Be=[D; xm=[0;0;0] ;，xM=D]; 
x=fmincon(Q@c5optfun2,x0,A,B,Ae,Be,xm,xM,Gc5optcon2) 
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$ 20 20 25 


10 15 划 15 
(a) 无 约束 最 优 解 (b) 有 约束 最 优 解 
图 5-17 ”闭环 系统 的 阶 跃 响应 和 控制 信号 


5.4 混合 整数 规划 问题 的 计算 机 求解 


在 很 多 应 用 领域 中 ， 最 优化 问题 的 要 求 除 了 前 面 的 满足 约束 条 件 的 规则 外 ， 
还 需要 使 得 全 部 和 部 分 自 变量 取 整 数 ， 这 类 问题 又 称 为 整数 规划 。 其 中 ， 要 求全 
部 自 变 量 均 为 整数 的 最 优化 问题 又 称 为 纯 整 数 规划 问题 ， 部 分 自 变 量 要 求 为 整数 
的 最 优化 问题 又 称 为 混合 整数 规划 的 问题 。 还 有 一 类 最 优化 问题 ， 要 求 自 变 量 只 
能 是 0 或 1, 这 类 规划 问题 又 称 为 0-1 规划 问题 。 整 数 规划 当然 又 分 为 线性 整数 规 
划 问 题 和 非 线性 整数 规划 问题 。 


5.4.1 整数 线性 规划 问题 的 求解 
整数 线性 规划 的 一 般 数 学 描述 为 


min 太 z (5-4-1) 
4zr 葡 万 
.3 人 一 吾 。a 
人 六 了 入 定 M 


公 为 整数 


其 中 字 为 变量 z 的 子 集 。 如 果 已 知 自 变量 所 在 的 区 间 , 则 理论 上 可 以 考虑 用 穷 举 
方法 列举 出 区 间 内 所 有 的 变量 组 合 ， 逐个 判定 约束 条 件 是 否 满足 ， 从 满足 的 组 合 
中 逐个 求 取 函 数 的 值 并 排序 , 由 其 最 小 值 的 对 应 关系 可 以 简单 地 求解 所 需 的 自 变 
量 值 。 这 个 方法 看 似 简单 、 直 观 , 但 对 稍微 多 些 自 变量 的 情形 是 不 可 行 的 ,因为 这 
时 计算 量 为 天 文 数字 。 相 应 的 数学 问题 又 称 为 NP 难 (non-polynomial hard) 问 
题 ， 故 努 举 方法 只 适合 于 极 有 限 的 小 规模 问题 。 

MATLAB 目 身 没有 提供 整数 线性 规划 的 函数 ,但 可 以 使 用 荷兰 Eindhoven 
科技 大 学 Michel Berkelaar 等 人 开发 的 LP_Solve 包 中 的 MATLAB 支持 的 mex 
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本 


文件 。 该 程序 据 称 可 以 求解 多 达 30000 个 变量 , 50000 个 约束 条 件 的 整数 线性 规划 
问题 ， 该 软件 可 以 从 网 站 http://tech.groups .yahoo .com/group/1P_solve/ 
下 载 , 其 调用 格式 为 [z,how]=ipslv mex(4, 刀 ,f,intlist,ZMyznyctype) 。 
其 中 ，4, 吾 表示 线性 等 式 和 不 等 式 约 束 。 和 最 优化 工具 箱 中 提供 的 函数 不 同 , 这 
里 不 要 求 用 多 个 矩阵 分 别 表 示 等 式 和 不 等 式 ， 而 可 以 使 用 这 两 个 矩阵 表示 等 式 、 
大 于 式 和 小 于 式 ， 上 具体 的 约束 式 子 由 ctype 变量 控制 ，ctype(i) 的 值 为 正 、 零 
与 负 分 别 对 应 aiz > wu aiz 三 记 和 az 所 六 。intlist 为 整数 约束 标示 ， 其 
第 ; 个 分 量 为 1 则 表示 需要 z; 为 整数 。 返 回 的 how 为 得 出 解 z 的 附加 说 明 ， 其 
中 , how== 0, 表示 结果 为 最 优 , 为 2 表示 无 可 行 解 , 其余 的 值 表 示 求 解 失 败 。 
例 5-33 考虑 例 5-26 中 给 出 的 线性 规划 问题 ， 如果 要 求 自 变 量 zi 均 为 整数 ， 则 原来 
的 问题 就 变 成 了 整数 线性 规划 问题 ， 斌 求解 该 整数 规划 问题 。 
求解 依照 ipslvmex() 函数 的 调用 格式 ， 建 立 起 上 向量， 并 建立 起 入 , 妃 矩阵 和 相 
应 的 ctype()， 并 根据 需要 建立 起 Tin;ZN 向 量 ， 这 样 用 下 面 的 语句 就 可 以 求解 出 最 
优化 问题 。 

>> f=-[2 143141:;，A=f021+42;345 -=- -人 菇 |; 

IntlLiSt=ones(5,1); B=[54; 62]j ， ctype=[-1; -1 ; 

xm=[0,0,3.32,0.678,2.57] ;ixM=inf*ones(5 ,1) |; 

[x,bj=ipslv_mex(E,A,B,intList,XM,xm,ctype) 返回 b=0 表示 成 功 
最 优 解 为 了 = |19,0,4,10.5] 。 对 于 小 规模 问题 ， 可 以 考虑 采用 穷 举 算法 。 人 为 假定 
ZNM 的 备 个 元 素 均 为 20， 采 用 下 面 语句 就 可 以 逐个 求 取 函数 值 ， 得 出 所 需 的 结果 。 

>> [xl,x2,x3,x4,x5]=ndgrid(1:20,0:20,4:20,1:20,3:20) ; 
i=finqd((2*#X2+X3+4*+X4+2X5<=54) 上 〔〈(3*+X1+4+X2+5*+X3-X4-X5<=62) ) ; 
f=-2x*Xt(i)-x2(01i)-4*rx3(0i)-3+rx4(i)-x5(i); [fmin,ii]j=sort(t)， 

Kk=i(ii(l))》;， X=[xt(GK) ,X2(k) ,xX3(Kk) ,xd4(Kk) ,x5(K)] 

这 样 仍然 能 得 出 最 优 解 为 忆 = 119,0,4,10,511。 然 而 这 里 有 两 个 问题 值得 注意 。 其 一 ， 
本 算法 得 出 的 结果 是 Zi E [0,20] 区 间 的 最 小 值 ， 但 这 个 概念 不 能 随意 拓展 到 此 区 间 之 
外 ， 如 果 想 将 20 变 为 30， 在 一 般 的 计算 机 配置 下 都 实现 不 了 ， 因 为 所 需 内 存 过 大 ，5 
个 变量 的 存储 量 为 315 x5x81/22 = 1092.1MB 空间 。 所 以 在 求解 整数 规划 时 不 适合 
用 用 伪 举 算法 。 其 二 ， 除 了 得 出 的 最 优 解 之 外 ， 事 实 上 还 可 以 得 出 若干 组 合 , 使 得 该 规 
划 通 数 有 次 最 优 和 解 。 可 以 显示 排序 后 的 函数 值 如 下 : 

>> fminkl:10)， 

K=i(iiz(l1:15)); Xx=[xt(k),x2(k) ,x3(k) ,xd4(k) ,x5(K) ,fmin(1:15)] 
前 十 个 最 小 的 目标 函数 分 别 为 [一 89, -88, -88, -88, -88. -88. -88, -88, -87, -87]。 
可 见 ， 子 数 的 最 小 值 为 -89。 此 外 ， 还 有 若干 个 点 的 值 为 -88， 求 出 最 优 解 的 同时 ， 还 
可 以 列 出 各 个 变量 的 次 最 优 解 ， 如 表 5-3 所 示 。 
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如 果 要 求 Zl,Z4;Z5 为 整数 ， 其 他 两 个 变量 为 任意 数 ， 则 原 问 题 就 变 成 了 混合 整 
数 规划 问题 。 用 户 应 该 修改 一 下 intlist 变量 ， 将 其 设置 为 intlist=[1,0,0,1, 菇 ， 
则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 原 问 题 的 解 。 

>> intlist=[1,0,0,1,1]， 
[x,b]j=ipslVv_mex(f,A,B,intlist,XxM,xm,ctype) 
这 时 混合 整数 规划 问题 的 解 为 了 = |10,.0,3.8,11,3] 7。 


5.4.2 ”一般 非 线性 整数 规划 问题 与 求解 


前 面 的 运算 局 限于 线性 规划 问题 的 整数 规划 研究 。 在 实际 应 用 中 经 常 需要 
求解 非 线 性 整数 规划 或 混合 规划 问题 ， 该 领域 中 一 种 常用 的 算法 是 分 枝 定 界 
(branch and bound) 算法 ， 具体 算法 在 这 里 不 详细 介绍 ,只 介绍 一 个 基于 该 算法 
编写 的 现成 函数 bnb20()， 可 以 用 来 求解 一 般 非 线性 整数 规划 的 问题 。 该 函数 是 
傈 三 Groningen 大 学 的 Koert Kuipers 编写 的 ,可 以 从 The MathWorks 网 站 上 
直接 下 载 。 该 函数 的 调用 格式 为 


[err ,jj ,zj]=bnb20(fun,zo,intlist,znZM ,LA, 厂 ， ea ,eu ,CFun) 


其 中 ,调用 过 程 中 的 大 部 分 输入 变量 与 最 优化 工具 箱 函 数 几 乎 完全 一 致 ， 该 函数 
直接 调用 了 最 优化 工具 箱 中 的 fmincon() 函数 ， 该 函数 还 可 以 根据 需要 带 附 加 参 
数 , 返回 的 变量 err 为 函数 的 错误 信息 字符 串 , z 和 分 别 为 最 优 解 和 其 函数 值 。 
如 果 正 确 返 回 最 优 解 , 则 err 字符 串 为 空 字符 串 。 该 函数 尚 有 不 完全 之 处 ， 因 为 
给 出 的 解 往 往 不 是 很 精确 的 整数 , 所 以 应 该 在 该 函数 调用 结束 后 给 出 下 面 的 语 各 
将 其 化 成 整数 。 


if LIength(err)==0，X(Cintlist==1)=round(x(intlist==1)) ，end 
例 5-34 试用 bnb20() 函数 求解 例 5-33 中 给 出 的 线性 整数 规划 问题 。 
求解 根据 要 求 ， 可 以 编写 出 如 下 文件 来 描述 目标 函数 


function f=c5miopt(Xx) 
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是 


f=-[2 1 4 3 1]*x; 


和 前 面 介 绍 的 线性 规划 问题 求解 不 同 ， 上 限 变 和 曹 不 能 再 选择 为 无 穷 大 ， 而 应 该 选 
择 为 较 大 的 数值 ， 例 如 均 选 择 为 20000。 同 样 ， 整 数 的 下 喷 也 不 能 再 选择 为 小 数 ， 而 应 
该 为 整数 ， 故 也 需要 相应 地 变化 ， 这 样 用 下 了 晤 的 语句 求解 出 的 线性 整数 规划 问题 与 例 
5-33 得 出 的 完全 一 致 8 。 
>> A=[02142;345-1-1]; intlist=ones(5,1); Aeq= 口 ; Beq=[]; 
B=[54; 62] ; xmn=[0,0,4,1,3] :; xXM=20000*+ones(5 ,1) ，XO=xm; 
[err ,ff ,x]=bnb20("c5miopt: ,X0,intlist,xn,xM,A,B,Aeq,Beq) ; 
if length(err)==0，X(intlist==1t)=round(x(intlist==1l1))，end 
仍 要 求 了 Z1,74,7Z5 为 整数 ， 其 他 两 个 变量 为 任意 值 ， 则 应 该 修改 一 下 intlist 变 
量 ， 将 其 设置 为 intl1ist=[1,0,0,1,1]， 则 可 以 用 下 面 的 语句 求 出 原 问 题 的 解 
>> intlList=[t,0,0,1,1]:; xmCint1List==t1)=round(xm(Cint1iS 上 ==1) ) ; 
[errmsg ,ft,x]=bnb20(?c5miopt ,x0,intlist,xm,xM,A,B,Aeq,Beq) ; 
if length(err)==0，X(Cintlist==1)=Tround(x(int1ist==1)) ，end 
最 优 解 为 @ 一 [19,0,3.8,11,3]I， 仍 与 例 5-33 完全 一 致 。 
例 5-35 对 著名 的 Rosenbrock 阴 数 稍 加 修改 ， 试 求解 整数 Zi 和 za， 使 得 


。 李 人 人 
main 100(zs 一 Z1) 一 (4.5543 一 za)? 
一 100 过 zX1 所 100 
人 SS 
一 100 乏 zz2 芝 100 


求解 由 给 定 的 目标 函数 可 以 编写 出 如 下 的 NIATLAB 函数 : 


function y=c5mfun1(x) 
Yy=100*(x(2)-x(1) "2)"2+(4.5543-x(1)) "2 


这 样 由 下 面 的 话 外 可 以 得 出 问题 的 解 
>> X0O= [litli xnm=-tO0*r[L1;1] xxM=100*x [1 ;1] ; 
A=[]; B=[]; Aeq=[ ; 9eq=[]1; intlist=[1,1]，; 
[errmsg,f ,xj=bnb20(4:c5mfunl: ,xX0O,intlist,xm,xM,A,B,Aeq,Beq) ; 
if Jength(errmsE)==0，X=Tround(X) ，end;i X=X)? 
由 得 出 的 解 可 以 看 出 ， 开 始 时 ra2 稍 有 误差 ， 经 取 整 得 zl = 5,zZa = 25。 注 意 ， 在 
这 样 的 问题 求解 中 ， 搜 索 区 域 的 选择 也 是 很 重要 的 ， 如果 用 户 为 节省 时 间 选 择 了 一 个 
更 小 的 区 间 ,， 如 Zl2 E [一 20,201]， 则 将 得 出 如 下 结果 ， 可 见 该 值 不 是 原 问 题 的 最 优 解 。 
>> Xm=-20*r [1;1] ; XM=20*r [1;1]; 
他 注意 ,因为 兼容 性 原因 , 这 里 的 目标 函数 不 支持 匿名 函数 和 inline() 函数 撒 述 , 引用 M 函 
数 了 出 只 能 用 单 引 号 吏 式 , 不 能 用 @ 号 。 
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[erTrmsg,f ,x]j=bnb20(:c5mfun1: ,x0,intlist, xmn,xM,A,B,Aeq,Beq) ; 
if length(errmsg)==0，X=Tound(X) ，end; X=X' 
这 时 得 到 的 在 小 区 域 的 最 优 解 为 = [4.16|[。 
其 实 ， 对 这 样 小 规模 的 问题 ， 选 择 较 大 的 搜索 范围 ,如 zl E (-200,200)， 用 穷 
举 搜 索 算 法 能 立即 得 出 问题 的 解 ， 和 上 述 结 果 一 致 。 
>> [xl ,x2]j=meshgrid(-200:200);j f=100*r(x2-Xl. 2) .2+(4.5543-Xxdl) .2; 
[fmjin,ij=sortktk:)); X=[fxlG(C1)),x2(0(Ct) 7) 


5.4.3 0-1 规划 问题 求解 


所 谓 0-1 规划 , 即 指 自 变量 zi; 的 值 或 者 为 0,， 或 者 为 1。 所 以 求解 0-1 规划 看 
起 来 很 简单 ， 让 每 个 自 变量 zx%; 遍 取 0,1, 在 得 出 的 组 合 中 选择 既 满足 约束 条 件 又 使 
目标 函数 取 最 小 值 的 项 。 而 事实 上 ， 随 着 问题 规模 的 增 大 ， 这 样 的 计算 量 将 按 指 
数 增长 。 例 如 ， 目 变量 的 个 数 为 ， 则 需要 执行 的 循环 次 数 将 为 2", 在 7m” 较 大 时 
其 值 可 能 是 个 天 文 数字 ,， 故 仍然 需 昌 考虑 其 他 算法 进行 求解 。 

MATLAB 7.0 版 本 提供 了 一 个 新 函数 bintprog()， 可 以 用 来 求解 0-1 线性 
规划 问题 ， 但 不 能 直接 求解 非 线性 0-1 规划 问题 的 求解 。 该 函数 的 调用 格式 为 

Z=bintprog(j ,4, 忆 ,4 ,也 0) 
该 主 数 可 以 直接 用 来 求解 下 面 例 子 演 示 的 0-1 线性 规划 问题 。 
例 5-36 斌 求解 下 面 给 出 的 0-1 线性 规划 问题 。 
Inin (一 3 2rza 十 573) 
1 十 2ro- :rd 挟 2 
了 1 十 生 z2 十 了 3 科 和 4 
了 1 十 了 2 扫 旺 


472 十 23 扩 6 


凤 双 ,， 


求解 套用 所 需 的 最 优化 模型 ， 可 以 立即 求 出 下、 人 4 和 召 矩 阵 ,， 这 样 可 以 给 出 如 下 的 
语 旬 求解 0-1 线性 规划 问题 ， 得 出 
>> f=[-3,2,-5]; A=[12 -tt14141; 110:04 1] ; B=[2;4;5;6] ; 
X=bintpProg(fi,A,B,[] ,[])， 
这 样 可 以 得 出 0-1 规划 的 结果 为 Zl1 = 1.zo:=0xza=1。 
对 于 小 规模 问题 ， 当 然 可 以 采用 下 面 语 句 ， 逐 个 判定 约束 条 件 并 找 出 目标 通 数 的 
值 ， 通 过 排序 即 能 得 出 所 需 的 结果 ， 且 可 以 保证 此 结果 为 全 局 最 优 解 。 
>> [xl,x2,x3]j=meshgrid([0, 人 二 ); 
i=find((X1+2*+X2-X3<=2)&(X1+4*+*X2+X3<=4) 名 (xt+x2c<=3)(4xx1+x3<=6) ) ， 
fT=-3*yxl(i)+2*xx2(i)-5*x3(i); [fmin,k]=sort(t)， 


indaex=i(ii(t)); X=[xl(index) ,x2(index) ,x3(indqexy7] 





0 各 优化 问题 求 解 在 控制 中 的 其 他 应 用 


了 


Xx=[xl(i(k)),x2(0igk)),x3aky 3 LIx fninl 人 可 以 列 出 所 有 可 行 解 
了 以 得 省 村 化 解 于 一 人 和 有， 允 记 的 同村 全 要 汐 | 。 除 - 机 
他 所 有 的 可 行 解 上 .0. 了 -5 6 0 Cn 全 0 [0.1,0 之 2。 

调用 前 面 的 ipS1LV7 meGX( 世 bab20fy 殉 数 ， 设 定 上 限 关 ， 和 下 限 也 M 分 别 为 

零 向 量 和 么 向 量 ， 再 求 整数 规划 就 能 得 出 原 问题 的 解 ， 

例 5-37 试用 ipslv mex() 函数 求解 例 江 3 主 给 出 的 1 线性 规划 问题 。 

求解 按照 给 出 的 问题 设 定 Pi 和 2 分别 沿 夫 向量 和 各 向 量 ， 这 样 可 以 给 出 如 下 的 
语 印 求 解 04-1 整数 规划 问题 ， 得 出 

>> f=[3,2,-5] xmz=[0;0;0] YXM=l tantzlist=[i; 1:1]，; 

A=[12 -141 110 5D4 gt2;4.8;6]; C=-1ronesf4,1); 
[res,bj=ipslv_ mex(f ,ABLEct .YXM,XD，C) 
结果 和 前 面 得 出 的 完全 数 ， 事 汪 上 ， 仿 析 给 定 的 约束 条 件 ， 可 以 发 现 后 两 个 约 
束 条 件 是 完 余 的 ， 可 以 取消 。 

由 于 AMATLAB 及 其 最 优化 二 共 稍 对 整数 规划 的 支持 功能 很 有 限 ， 免 费 的 
MATLAB 函数 求解 非 线性 混合 整数 里 划 的 功能 也 不 是 很 强大 ， 故 TOMLAB 
Uptinmization 公司 推出 了 基于 MATELAHB 的 第 二 方 软件 TOMLAB9 ， 可 以 更 好 
地 求解 混合 整数 规划 问题 。 该 软件 是 秽 铝 箭 件 ,使 腊 起 来 也 没有 MATLAB 最 优 
化 工 县 箱 和 前 面 介 绍 的 免费 工具 那么 简单 ， 人 能 够 求解 各 类 最 优化 
问题 ,是 当前 基于 NMATLAB 的 最 好 的 最 优化 工具 。 篇 幅 ,， 本 书 不 介绍 该 工 
其 箱 。 


5.5 ”最 优化 问题 求解 在 控制 和 中 的 其 他 应 用 


最 优化 技术 在 控制 系统 研究 中 的 应用 述 是 比较 广泛 的 , 早期 研究 由 于 没有 合 
适 的 计算 机 工具 . 并 未 得 到 太 多 的 重 祖 . 随 着 MATLAB 这 类 语言 的 日 益 普 及 , 最 
优化 技术 在 控制 界 的 应 用 将 越 来 越 受 条 天 诈 。 除 了 前面 介绍 的 最 优 控制 器 除数 寻 
优 之 外 , 这 里 将 介绍 方程 求解 和 最 位 信息 术 在 线性 系统 模型 最 优 降 阶 、 非 线性 系 
统 工 作 点 计算 以 及 线性 化 等 方面 的 应 证、 还 将 介绍 两 个 实用 的 最 优 控制 程序 及 其 
使 用 方法 。 


5.5.1 线性 系统 的 最 优 降 阶 研究 


在 实际 的 线 伞 系统 研究 中 .经 党 会 通 和 到 总 险 的 系统 模型 。 在 控制 理论 发 展 初 
期 ， 岂 于 没有 强大 的 计算 机 工具 . 人 人 们 没 和 有 从 兴 双 咏 除 系统 直接 分 析 , 为 了 能 更 好 
地 技 出 系统 的 特性 , 通常 可 以 采 州 模型 降伏 方法 得 出 近似 的 低 价 模型 。 当 然 ， 随 
@@ 沪 工 具 箱 的 下 载 网 址 ; 为 http:AAaaa 0 5 i 受 革 具 箱 的 ] 天 试用 顺 。 
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着 高 水 平 计 算 机 语言 、 软 件 的 发 展 和 普及 ,模型 降 阶 这 方面 的 要 求 就 不 那么 显著 
了 。 男 一 方面 , 在 控制 器 设计 领域 存在 大 量 的 基于 模型 低 阶 模型 的 控制 器 设计 方 
法 , 如 Ziegler-Nichols 的 PID 控制 器 整定 公式 只 适合 于 低 阶 系统 的 设计 , 所 以 有 
必要 用 低 阶 模型 去 逼近 融 阶 受 控 对 象 ,进行 控制 器 设计 是 很 重要 的 。 

控制 系统 的 模型 降 阶 问题 是 首先 在 1966 年 由 Edward JJ Davison 提出 
的 4， 经 过 几 十 年 的 发 展 ， 出 现 了 各 种 各 样 的 降 阶 算法 及 应 用 领域 。 这 里 只 研究 
基于 最 优化 技术 的 模型 降 阶 方法 。 

1. 降 阶 模型 的 指标 选择 

对 降 阶 效果 可 能 有 各 种 各 样 的 定义 和 指标 ， 但 最 直观 的 是 按 图 5-18 中 给 出 
的 形式 定义 出 降 阶 误 凑 信号 e( 妇 ,根据 该 误差 信号 ， 可 以 定义 出 一 些 指 标 ， 如 


Jisg | ez(Ddt' 将 其 定义 为 目标 函数 ,对 其 最 小 化 , 得 出 最 优 降 阶 模型 。 
站 





-一 -一 一 一 一 


C(sje-is 上 -一 


Grym(sje 












图 5-18 模型 降 阶 误差 信和 号 
假设 带 有 时 间 延 迟 的 原始 模型 为 


D1sn" 一 十 :十 册 _15 十 用 
C(sie- ss 一 ms -本 
人 ) 5 十 Qlsn2 1 十 .十 Q 15 十 呈 6 9 1 








则 降 阶 模型 可 以 写成 
-rs 0s 十 .十 房 s 十 万 +1 一 rs 
Crh(s)8 SR 十 CQ185-1 十 … 十 Qk 15 让 ok We 
降 阶 误差 信号 的 Laplace 变换 表达 式 为 
忆 (5) = Goe _G， m(sjer | RR(s) (5-5-3) 


其 中 尺 (s) 为 输入 信号 r 伯 ) 的 Laplace 变换 式 。 

2. 次 最 优 模型 降 阶 算法 口 3 

利用 最 优化 算法 进行 模型 降 阶 的 思路 是 很 直观 的 。 由 前 面 定 义 的 误差 信号 
e( 切 和 表面 定义 的 Jiss 目标 函数 ， 通 过 参数 最 优化 的 方式 寻 优 ， 找 出 降 阶 模型 。 
对 目标 函数 还 可 以 进一步 处 理 ， 例 如 对 误差 信号 进行 加 权 ,， 引入 新 的 误差 信和 号 
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和 


At =z( 人 te 人 tt， 则 可 以 定义 出 新 的 JSE 指标 : 


0 一 | 请 (dt 一 | (te (tdt (5-5-4) 
Jo0 


若 妃 (s) 为 稳定 的 有 理 函 数 ， 则 目标 函数 的 值 可 以 由 Astrom 算法 递 推 或 
Lyapunor 方程 求解 。 如 果 降 阶 模型 或 原始 模型 中 含有 时 间 延 迟 项 ,， 则 用 Astrom 
算法 不 能 直接 求解 ， 需要 对 延迟 癌 采 用 Padk 人 。 因为 对 延迟 系统 采用 近似 的 最 
优化 来 求解 , 所 以 这 里 称 之 为 次 最 优 降 阶 算法 .23 。 如 果 不 含有 延迟 项 ， 则 称 为 最 

定义 竺 定 参数 内 量 0 = (al on: 747)， 则 对 一 类 给 定 输入 信 
号 可 以 定义 出 降 阶 模型 的 误差 信号 et4,0)， 其 中 误差 信和 号 被 显 式 地 写成 6 的 函数 ， 
这 样 可 以 定义 出 一 个 次 最 优 降 阶 的 月 标 函 数 为 


=o|| 222 DO)dt (5-5-5) 
[ 


作者 编号 MATLAB 函数 opt app()， 可 以 用 于 求解 带 有 时 间 延 迟 的 次 最 
优 降 阶 模型 ， 该 函数 的 内 容 为 
function G_T=opbt_app(G_Sys,T ,key,GO) 
GS=tf(G_Sys) ;nun=GS .numn{fli+;i den=GS .den{f1T， 
Td=totaldelay(GS); GS .ioDelay=0; 6G3 ,InputDelay=0;GS .0utputDelay=0; 
If Dargin<5 ， 
nO=[1,1]; for i=1:xk-2，n0=conv 人 no ,Fl ,1])，end 
GO0=tft(n0o,convCL1 ,1] ,noO) ) ; 
end 
beta=G0.num{f1+(k+l-r:k+l); alph=G0.den{f1}+; Tau=1.5*xTd; 
Xx=[beta(1:r),alph(C2:k+l1)]; if abs(Tau)<ie-5，Tau=0.5; end 
dc=dcgainktGS) ; if Key==1，Xx=[x,Tau ji end 
y=opt_fun(x,GS ,Key,T,k,dc); 
Xx=fminsearchk:opt_fun:,x, [jj ,GS ,key,T,k,dc)，; 
alph=[1,x(r+1:r+K)]j]; beta=x(1:r+1); if key==0，Td=0; end 
beta(Cr+1)=alph(end)*dc; if key==t1，Tau=x(end)+Tda; else，Tau=0; end 
G_r=tf(beta,alph,， ioDelay ,Tau) ; 


该 困 数 的 调用 格式 为 G:=opt_app(G,r,K,key,Go) ， 其 中 G 和 G 分 别 为 原始 
模型 和 降 阶 模型 , >, 为 降 阶 模型 的 分 子 分 母 阶 次 , key 表明 在 降 阶 模型 中 是 否 
需要 延迟 项 ，G@ 为 最 优化 初 值 ,可 以 忽略 。 该 函数 中 调用 的 opt fun() 函数 用 于 
摘 述 目标 函数 ， 其 清单 为 

function y=opt_fun(x,G,Key,I,K,dc) 


ff0=lel0; a=L1,x(Tr+l:r+k)]; b=x(1:r+l); b(end)=a(end)*dc; g=tf(b,a); 
if key==1，tau=x(end) ， 
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if tau<=0，tau=eps;i end，[ 加 ,qd]=pade(tau,3) ; gEP=tfGny,d) ; 
else，gP=1; endqd 
G_e=G-g+rgP;i G_e.numnt1=[0,G_e.nunt1l (tend-1)]; 
[y,ierrj=geth2(G_e); if ierr==1，y=10*ff0; else，ff0o=y; end 
function [v,ierr]=geth2(G) 
G=tf(G) ; num=G.num{f1}+; qdqen=G.den{f1}; ierr=0; v=0; n=length(dqen) ; 
if abs (num(1))>ePs 
dispP(:System hot strictly proper :); ierr=t; Teturn 
else，al=den;i bl=num(2:1ength(numn)); end 
for KK=1:n-1 
if 《alt(k+1l)<=eps) ，jierr=1;i eturn 
else ， 
aa=a1l(Kk)/al(K+t) ; bb=bl(k)/yal(Kk+t) ;， v=v+bb*x*bb/yaa，K1L=KX+2， 
for i=kl:2:D-t，al(i)=al(i)-aakal(i+1l); bl(i)=bl(i)-bb*ral(i+l) : 
end，enda，end 
V=Sdqrt(0.5*VT) ; 


例 5-38 已 知 原始 系统 的 传递 函数 模型 Da 


1 十 8.8818s 十 29.9339s2” + 67.0875” 十 80.378754 + 68.6131s5 
1 十 7.6194s 二 21.7611s2 + 28.4472s3 十 16.5609s4 十 3.5338s5 十 0.0462s6 
试 得 出 其 最 优 的 三 阶 降 阶 模型 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 得 出 该 模型 的 最 优 降 阶 模型 
>> num=[68.6131,80.3787,67.087,29.9339,8.8818 ,1] ; 
den=[0.0462,3.5338,16.5609,28.4472,21.7611,7.6194,1]; 
G=tftnum,den); Gr=zpk(opt_app(G,2,3,0)) 


Cs) 


bode(G,Gr，--); figure;i Step(G,Gr，:-- 7) 
1523. 3 . . 
得 出 的 最 优 降 阶 模型 为 Ci(s) = -003 十 34023 十 0.2482) ， 原 系统 三 降 阶 模 


(s 十 74.85)(s2 十 3.871s 上 + 5.052) 
型 的 Bode 图 与 阶 路 响应 曲线 分 别 如 图 519 (aj、(b) 所 示 ， 可 见 ， 由 低 阶 模型 G, 可 以 


很 好 地 逼近 原 高 阶 模型 。 

网 5.39 考点 呈 其 模 ano 
汪 习 季 统 委 列 1 [32STTIO7STDITTTOSTT， 六 全 

出 合适 的 降 阶 模型 。 


求解 由 于 原 系统 相对 阶 为 5， 分 母 的 阶 次 远 高 于 分 子 的 阶 次 ， 所 以 应 该 采用 带 有 时 间 
延迟 的 模型 结构 去 逼近 可 能 得 出 比较 合理 的 近似 。 由 下 面 的 MATLAB 语 自 则 可 以 得 
出 带 延 迟 和 不 带 延 迟 的 次 最 优 降 阶 模型 
>> S=ZPK(S '); G=432/((5*s+1)*(2*S+T)*(0.7*S+1)*(Ss+1)*(0.4*S+1)) ， 
Grd=zpktopt_app(G,0,2,1))，Gr=zpk(opt_app(G,1,2,0)) 
Step(G,Gr ,~--，,Grd, :7 ) 
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8 b | | 
中 
， \ 
、 -- 
| 一 人 人 
(a) Bode 图 (b) 阶 跃 响应 曲线 
图 5-19 原 系统 与 降 阶 模型 的 比较 
两 个 不 同 的 最 优 降 阶 模型 分 别 为 
31.4907 -3.3801(s - 5.229) 
CG- _ -ee .9sS _ 
dt5) 一 全 二 032830 二 032 末 Cr2) 一下 03535 十 003095 
图 5-20 中 比较 了 两 个 降 阶 模型 和 原 系 统 在 阶 跃 响应 上 的 差异 ， 可 见 ， 带 有 延迟 的 
次 最 优 降 阶 模型 能 很 好 地 逼近 原 高 阶 系统 的 特性 
Atep ResExynse 








和 mplitude 














图 5-20 不 同 降 阶 模型 的 阶 妈 虽 应 比较 


5.5.2 非 线性 系统 的 线性 化 


岂 上 一 -一 一 -一 一 -一 一 一 一 一 -一 一 一 一 


比 起 非 线性 系统 来 说 ， 线 性 系统 更 易于 分 析 与 设计 , 然而 在 实际 应 用 中 经 常 
存在 非 线性 系统 ,严格 说 来 , 所 有 的 系统 都 含有 不 同 程度 的 非 线性 成 分 。 在 这 样 
的 情况 下 ,经 常 需 要 对 非 线性 系统 进行 某 种 线性 近似 ， 从 而 简化 系统 的 分 析 与 设 
夺 。 系 统 的 线性 化 是 提取 线性 系统 特征 的 一 种 有 效 方法 。 系 统 的 线性 化 实际 上 是 
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在 系统 的 工作 点 附近 的 邻 域 内 提取 系统 的 线性 特征 ， 从 而 对 系统 进行 分 析 设 计 的 
一 -种 方法 。 
考虑 下 面 给 出 的 非 线 性 系统 的 一 般 格式 
叱 (四 三方 人 (zsortt 一 1 2 (5-5-6 ) 


所 谓 系统 的 工作 点 , 就 是 当 系 统 状态 变量 导数 趋 于 0 时 的 状态 变量 的 值 。 系 统 的 
工作 点 可 以 通过 求 取 式 (5-5-6) 中 非 线性 方程 的 方法 得 出 : 


万 (Zl, Zoo ,让 一 0， ? 一 ] ,2 ， 记 (5-5-7) 


该 方程 可 以 采用 数值 算法 求解 ，MATLAB 中 提供 了 Simnulink 模型 的 工作 
点 求 取 的 实用 函 数 trim(), 其 调用 格式 为 [z,u ,2y ,za] =trim( 模 型 名 ,mo ,auo) ， 
其 中 “模型 名 ”为 Simnulink 模型 的 文件 名 , 变量 zu，zo 为 数值 算法 所 要 求 的 起 
始 搜索 点 ， 是 用 户 应 该 指定 的 状态 初 值 和 工作 点 的 输入 信号 。 对 不 含有 非 线性 环 
节 的 系统 来 说 ， 则 不 需要 初始 值 zo,， un 的 设 定 。 调 用 函数 之 后 , 实际 的 工作 点 在 
Z, U, 2 变量 中 返回 ， 而 状态 变量 的 导数 值 在 变量 zu 中 返回 。 从 理论 上 讲 ， 状 态 
变量 在 工作 点 处 的 一 阶 导数 都 应 该 等 于 0。 

得 到 工作 点 zo 后 , 非 线性 系统 在 此 工作 点 附近 , 在 wu 输入 信和 号 作用 下 可 以 
近似 地 表示 成 

















Az; 一 2 本 Azi 十 > 全 加 和 A 孔 (5-5-8) 
选择 新 的 状态 变量 , 令 z( 雪 = Az(h), 且 u( 二 Aaz(ti， 则 得 出 线性 模型 
zt 一 4zft 十 瑟 iv 人 ti (5-5-9) 
仿 模 型 称 为 线性 化 模型 ， 其 中 
9 广 /90zl …， 9 记 /Drn 9 万 /or 0 六/om 
4 一 . : 了 = : . (5-5-10) 
0j [oz … 9 户 ]/bzr， oj7/orm 0j/ar 





MATLAB 中 还 给 出 了 Simulink 模型 线性 化 的 1inmod2() 等 函数 ， 用 以 在 
工作 点 附近 提取 系统 的 线性 化 模型 ,这些 函数 可 以 直接 获得 系统 的 状态 方程 模型 ， 
其 调用 格式 归纳 如 下 : 


[4, 忆 ,C,]=linmod2( 模 型 名 ,zo,uo) 7 一 般 连 续 系统 线性 化 
[L4, 另 ,C ,万 ]=linmod( 模 型 名 ,z0 ,zuo) % 一 般 连 续 延 迟 系 统 线性 化 
[4, 忆 ,C,D]j=dlinmod( 模 型 名 ,ro,uo) 含 离 散 环 节 的 系统 线性 化 


其 中 zo， ao 为 工作 点 的 状态 与 输入 值 , 可 以 由 trim() 函数 求 出 。 对 只 由 线性 模 
抉 构 成 的 Simulink 模型 来 说 ， 可 以 省 略 这 两 个 参数 ,调用 了 本 函数 后 ,将 自动 返 
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世 从 输入 端子 到 输出 端子 间 的 线性 状态 方程 模型 。Jinmod() 和 linmod2() 二 者 
功能 相似 , 但 算法 不 同 ,， 前 者 可 以 处 理 延 迟 环节 的 Padk 近似 , 而 后 者 不 能 。 
例 5-40 考虑 例 437 中 给 出 的 多 变量 系统 模型 ， 试 提取 其 状态 方程 模型 。 
求解 提取 一 个 线性 Simulink 模型 的 状态 方程 就 是 对 其 进行 线性 化 。 如 果 想 对 该 模型 
进行 线性 化 ， 则 需要 将 原 系 统 Simnulink 框图 中 的 阶 路 输入 用 输入 端子 取代 ， 更 简单 
地 ， 原 系统 中 使 用 了 阶 路 模块 和 Mux 模块 ， 在 线性 化 时 将 其 统一 化 简 成 一 个 输入 端 
子 即 嫩 ， 因 为 输入 端子 模块 支持 向 量 型 信号 。 另 外 ， 为 使 得 含有 纯 时 间 延 迟 的 系统 能 
正确 近似 ， 还 应 该 设置 一 下 延迟 模块 的 Pad6 近似 阶 次 。 双 击 时间 延 迟 模块 ， 将 Padk 
order (for linearization) 栏目 填写 上 2， 就 可 以 自动 用 二 阶 Pad6 近似 取代 原来 的 时 间 延 
迟 环节 了 。 最 终 得 出 的 改写 后 多 变量 系统 框图 如 图 5-21 所 示 。 
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2 
下 Delay 22 
图 5-21 改写 后 的 多 变量 系统 Simulink 模型 (文件 名 ; c5mmdiy1.md]) 
定义 了 Simulink 框图 ， 则 需要 用 下 面 的 语句 进行 系统 的 线性 化 ,得 出 线性 状态 方 
程 模 王 。 由 线性 化 模型 得 出 的 阶 跃 响应 曲线 如 图 5-22 所 示 ， 其 结果 与 精确 的 仿真 模型 
得 出 的 结果 很 接近 。 
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图 5-22 近似 仿真 与 精确 仿真 阶 跃 曲线 的 比较 





人 第 5 章 .最 优化 问题 的 计 彰 机 求解 
>> Kp=[0.1134,0.924; 0.3378,-0.318] ; 
[A,B,C,D]=linmod(:c5mmndly1:)，% 注意 : 延迟 系统 不 能 采用 1inmod2() 
step(sS(A,B,C,D)) 
可 以 得 出 线性 化 模型 的 状态 方程 给 阵 为 


-8.3333 -23.148 0 0 0 0 0 0 0.0637 0 0 0 
了 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 一 0.4831 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 -20 --133.33 0 0 0 0 0 0.9357 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
人 A- 0 0 0 0 0 -4.6512 -7.2111 0 0 0 0 一 0.10853 
0 0 0 0 6 ] 0 0 0 ( 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 -2.5169 -0.5618 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 一 3.0194 一 2.7701 0 
0 0 0 0 0 0 8 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 一 0.3413 
BT -| 0 0 0.3378 0 0 0 0 04134 0 0.1134 0 0.3378 
0 0 -0.318 0 0 0 0 0924 0 0924 0 -0.318 
C - | 一 16.667 0 0.44638 0 0 0 0 0 0.063708 0 O 0 
0 O 0 -40 0 -9.3023 0 0 0 0 0.93573 ”一 0.10853 


例 5-41 考虑 如 图 5-23 所 示 经 典 的 计算 机 控制 系统 模型 45， 其 中 ， 控 制 器 模型 是 离 
散 模 型 ， 采 样 周期 为 工 秒 ，ZO 瑞 为 零 阶 保持 器 ， 而 受 控 对 象 模型 为 连续 模型 ， 假 设 受 
控 对 象 和 控制 器 都 已 经 给 定 


2O 耳 
了 








图 5-23 ”计算 机 控制 系统 框图 


_ er-0.17 


cO =- 二 00 

其 中 a = 0.1， 试 求 其 等 效 的 传递 函 数 模 型 。 
求解 对 这 样 的 系统 来 说 ， 直 接 写成 微分 方程 形式 再 进行 仿真 的 方法 是 不 可 行 的 ， 因 
为 其 中 既 有 连续 环节 ， 又 有 离散 环节 ， 不 可 能 直接 写 出 系统 的 微分 方程 模型 。 若 对 该 
系统 进行 线性 化 ， 需 要 在 其 Simulink 仿真 模型 中 用 输入 端子 和 输出 端子 表示 系统 的 
输入 和 输出 端口 ,构造 出 如 图 5-24 所 示 的 Simulink 模型 。 

这 样 系统 的 等 效 连续 传递 函数 模型 可 以 由 下 面 的 语句 进行 线性 化 

>> [A,B,C,D]=dlinmod(:c5mcomp2:); zpk(ss(A,B,C,D, :Ts:,0.2)) 


_ 0.018187(z + 0.9934)(z -0.9802) 
0 线性 一 一 。 
得 则 的 线性 化 模型 为 Ctz) 一 15 一 0.9802)(25 二 T801z 十 0 8368) 








5.5 最 优化 问题 求解 在 控制 中 的 其 他 应 用 


图 5-24 计算 机 控制 系统 的 另 一 种 Simulink 表示 (文件 名 : c5mcomp2.md]) 


5.5.3 ”基于 误差 的 最 优 控制 器 设计 程序 OCD 及 应 用 


由 前 面 的 演示 可 以 看 出 ,基于 数值 最 优化 技术 的 最 优 控制 器 设计 方法 不 必 拘 
泥 于 传统 的 最 优 控制 格式 ， 可 以 任意 定义 目标 函数 ， 故 它 应 该 比 传统 的 最 优 控制 


有 更 好 的 应 用 前 景 。 


作者 总 结 了 伺服 控制 的 一 般 形式 ,编写 了 一 个 基于 跟踪 误差 指标 的 最 优 控制 
促 设 计 程 序 , 依赖 MATLAB 和 Simulink 求解 出 真正 最 优 的 控制 器 参数 ， 该 程序 
允许 用 户 用 Simujlink 描述 控制 系统 模型 ， 其 中 控制 器 可 以 由 任意 形式 给 出 ， 人 允许 
带 有 待 优化 的 参数 ,并 可 以 自动 生成 最 优化 需要 的 目标 函数 求解 用 的 MATLAB 
数 ,然后 调用 相应 的 最 优化 问题 求解 函数 ， 求 出 最 优 控制 器 的 参数 。 

最 优 控制 器 设计 程序 (Optimal Controller Designer， OCD) 的 调用 过 程 为 : 


DptI3al Control Desigriez 者 
select a Simulink model 

Specify Yariables to be optimized 

Initial guess for optimization 


Lower bounds for the variables 


Upper bounds forthe variables 


Simulation terminate time 1 


记 ] Using fixed step simulation? 
Which Toolbox to use 


Optimization Toolbox 
ICenetic Algorithm and Direct Search Toolbox 
GA Optimization Toolbox 


图 5-25 ”最 优 控制 器 设计 程序 界面 





区 | Ju 在 MATLAB 提示 符 下 输入 ocd， 则 
将 得 出 如 图 5-25 所 示 的 程序 界面 ， 
该 界面 允许 用 户 利用 MATLAB/ 
Simulink 提供 的 功能 设计 最 优 控 
制 器 。 


@) 建立 一 个 Simulink 仿真 模型 ， 该 模型 
应 该 至 少 包 含 以 下 两 个 内 容 : 首先 应 
含有 竺 优化 的 参数 变量 ， 这 可 以 在 框 
图 的 模块 参数 中 直接 反映 出 来 ， 例 如 
在 PI 控制 器 中 使 用 Kp 和 Ki 来 表示 
其 参数 ; 另外 , 误差 信号 的 准则 需要 用 
输出 端子 模块 表示 ， 例 如 若 选择 系统 
误差 信号 的 ITAE 作为 目标 函数 ， 则 
需要 将 误差 信号 后 接 ITAE 模块 ， 并 
将 其 连接 到 输出 端子 1。 


G@) 将 对 应 的 Simulink 模型 名 填写 到 
>elect a 9imulink model 编辑 框 中 。 


由 将 待 优 化 变量 名 填写 到 Specify Variables to be optimized 编辑 框 中 ， 且 各 
个 变量 名 之 间 用 逗号 分 隔 。 


仙 这 





272 第 5 章 时 优化 问题 的 计算 机 求解 
@@ 另外 还 需 估计 指标 收敛 的 时 间 段 作为 终止 仿真 时 间 ， 例 如 者 选择 ITAE 指 
标 ， 则 理论 上 应 该 选择 的 终止 仿真 时 间 为 co, 但 在 数值 仿真 时 不 能 这 样 选 
择 ， 且 时 间 选 择 过 长 则 将 影响 暂 态 结 果 ,， 所 以 应 该 选择 ITAE 积分 刚 趋 于 
平稳 处 的 时 间 填 写 到 Simulation terminate time 栏目 中 去 , 注意 ,这 样 的 
参数 选择 可 能 影 啊 寻 优 结果 。 
@) 可 以 单 击 Create File 按钮 自动 生成 描述 目标 函数 的 MATLAB 文件 
opt*.m。OCD 将 目 动 安排 一 个 文件 名 来 存储 该 目标 函数 ， 单 击 Clear 
Trash 按钮 可 以 删除 这 些 暂 存 的 目标 函数 文件 。 
GO 单 击 Optimize 按钮 将 启动 优化 过 程 ， 对 指定 的 参数 进行 寻 优 , 在 MAT- 
LAB 工作 空间 中 返回 , 变量 名 与 上 面 编辑 框 中 填写 的 完全 一 致 。 在 实际 控 
制 器 设计 中 ,为 确保 能 得 到 理想 的 控制 器 ， 有 时 需要 再 次 单 击 此 按钮 获得 
更 精确 最 优 解 .。 在 实际 的 程序 中 ,该 按钮 将 根据 需要 自动 调用 MATLAB 
于 的 最 优化 函数 fminsearch(), fmincon() 或 aonlin() 进行 参数 寻 优 。 
本 程序 允许 用 户 指定 优化 变量 的 上 下 界 ， 人 允许 用 户 自 己 选择 优化 参数 的 初 
值 ， 还 允许 选择 不 同 的 寻 优 算法 ,并 允许 选择 离散 仿真 算法 等 ,这 些 都 可 
以 通过 相应 的 编辑 框 和 列表 框 直 接 实 现 。 
例 5-42 受 控 对 象 的 模型 为 G(s) - 1/[s(s + 1)]， 试 利用 OCD 程序 设计 出 最 优 的 
PID 控制 器 ,使 得 系统 的 TTAE 准则 最 小 。 若 控制 器 输出 ut) 满足 lu 人 | 过 2， 控制 器 
参数 应 该 如 何 选 择 ? 
求解 如 想 设 计 最 优 PID 控制 器 ， 可 以 建立 起 如 图 5-26 (al) 所 示 的 Simulink 模型 ， 将 
受 控 对 象 模型 设置 成 1/[s(s + 1)4]。 
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(a) Simujlink 仿真 模型 (文件 名 : c5mopt1.mdj) (bj) 各 种 控制 器 的 响应 比较 


图 5-26 PID 控制 器 仿真 模型 及 控制 效果 


在 MATLAB 命令 窗口 输入 ocd 命令 ， 则 可 以 启动 最 优 控制 器 设计 程序 ， 得 出 
如 图 5-25 所 示 的 界面 。 在 Select a Simulink model 编辑 框 中 填写 c5mopt1l， 在 9pecify 





5.5 和 烹 优化 问题 求解 在 控制 中 的 其 他 应 用 


Variables to be optimized 编辑 框 中 填写 Kp,Ki,Kd， 在 Simulation terminate time 栏目 
填写 30， 单 击 Create File 按钮 ， 则 可 以 自动 生成 目标 函数 的 MATLAB 如 下 : 
function y=optfun_ 2(x) 
asSignin(base:,，:KP*,Xx(1)); 
assignin(:base:，'Ki:,x(2)) |; 
asSignin(:base)，，:Kd: ,X(3) ) ; 
[t_time,x_state,y_out]j=sim(c5moptl:,[0,30.000000] ) ; 
y=y_out (end ) ; 


其 中 2~4 条 程序 将 优化 变量 赋 给 MATLAB 工作 空间 中 开 ，，Ki Ka， 第 5 条 语句 在 当 
前 了 向 量 的 参数 下 对 Simulink 模型 进行 仿真 ， 第 6 条 语句 将 ITAE 值 赋 给 输出 y， 完 
成 目标 孙 数 的 计算 。 

单 击 Optimize 按钮 则 可 以 开始 寻 优 过 程 。 若 同时 打开 Simujink 模型 中 的 示波器 ， 
则 可 以 直接 地 观察 寻 优 过 程 。 经 过 寻 优 ， 可 以 得 出 使 得 ITAE 指标 最 小 的 PID 控制 
器 为 Ce(s) = 0.2583 二 0.0001/s 十 0.7159s/(0.01s 十 1)， 其 中 积分 器 加 权 系 数 为 0.0001， 
可 以 和 忽略, 故 可 以 理解 成 PD 控制 器 。 在 该 控制 器 下 系统 的 闭环 阶 跃 响应 如 图 5-26 (bj 
所 示 。 可 见 ， 设 计 出 的 最 优 控制 程序 设计 出 的 控制 器 是 令 人 满意 的 。 
例 5-43 最 优 控制 程序 不 限于 简单 PID 类 控制 器 的 设计 ， 假设 有 更 复杂 的 控制 结构 ， 
比如 如 图 5-27 所 示 的 串 级 PI 控制 器 。 传 统 的 方法 需要 先 设计 内 环 控 制 器 ， 再 设计 外 
环 控 制 器 ,这 里 将 介绍 用 OCD 同时 设计 串 级 控制 器 的 方法 


站 





外 环 滤 波 器 可 控 硅 


70 : 0.21 
1 
站 于 0.0067s+1 人 0.15s 寺 1] 




















外 环 反馈 0.01s 十 | 

0.0044 
上 
图 5-27 双 闭 环 直流 电机 拖 动 系统 框图 


要 解决 这 样 的 问题 ， 需 要 建立 起 如 图 5-28 所 示 的 Simulink 仿真 模型 。 注 意 在 该 
模型 中 定义 了 4 个 待定 参数 ，Kp1, Ki1, Kp2, Ki2， 并 定义 了 误差 的 ITAE 指标 ， 输 出 
到 输出 端子 1 上 。 启动 OCD, 在 Select a Simulink model 编辑 框 中 填写 c5model2.mdl， 
在 9pecify Variables to be optimized 编辑 框 中 填写 KP1 ,Kizl,KP2,Ki2， 并 在 9imulation 
terminate time 栏目 填写 终止 时 间 0.6， 则 可 以 单 击 Create File 按钮 生成 描述 目标 朋 
数 的 MATLAB 文件 ， 再 单 击 Optimize 按钮 ， 则 可 以 得 出 ITAEB 最 优化 设计 参数 为 
pl = 37.9118，Kil = 12.1855，Ks = 10.8489，Kis - 0.9591， 亦 即 外 环 控制 器 模型 
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图 5-28 串 级 控制 的 Simulink 仿真 模型 (文件 名 : c5model2.mdD) 


为 Cei(s) = 37.9118 二 12.1855/s， 内 环 控制 器 为 Cea(s) = 10.8489 + 0.9591/s。 在 这 
些 控制 器 下 系统 的 阶 跃 响应 曲线 如 图 5-29 所 示 ， 可 见 系统 响应 还 是 很 理想 的 。 


5.5.4 最 优 控制 一 般 问题 求解 程序 RIOTS 简介 


基于 MATLAB 的 RIOTS 程序 (Recursive Integration Optimal HTrajectory 
Solver)19 是 求解 一 般 最 优 控制 问题 的 较 实 用 的 程序 。 假 设 受 控 对 象 的 状态 方 

程 模型 为 
Z(t) 一 瑚 (全 1) (5-5-11) 


根据 该 程序 ,最 优 控制 一 般 问 题 的 数学 描述 为 7 


min 区 zh) 十 | 。 1 (bz， ad (5-5-19) 


(人 人) 挟 吕 0 
9eil( 有 tt 入 0D 

字 ,DD 号 gee(tz,L) 一 0 
世 mm( 划 委 记 (入 WUMd 人 t) 


爷 0,mm 入 20 过 古 0 M 


可 见 ,， 很 多 最 优 控制 中 的 目标 函数 ， 如 线性 二 次 型 最 优 控制 都 可 以 用 这 样 的 一 般 
模型 描述 。 从 给 出 的 系统 模型 、 目 标 函 数 和 约束 条 件 可 以 看 出 ,这 里 涉及 很 多 已 
知 函 数 和 数值 ， 见 表 5-4。 

定 维和 矩阵 mea 需要 首先 给 出 ， 该 窍 阵 是 由 双 列 的 形式 给 出 ， 第 一 列 给 出 
定 维 的 编号 ， 第 2 列 为 该 编号 的 定 维 值 。 对 应 的 定 维 向 量 值 的 定义 为 见 = 
Im, PD,mu, x, xlo…]， 其 中 ,mm 为 受 控 对 象 的 阶 次 ,p 为 输入 路 数 ,，m， 为 输入 变 
量 氮 数 ，x 表示 目前 保留 的 维 数 ， 可 以 给 出 任意 值 。m。 为 目标 函数 的 个 数 ， 默 认 





5.5 最 优化 问题 求解 在 控制 中 的 其 他 应 用 


和 














250 一 一 一 一 一 一 一 一 
200 
150 | 
ioo| 
50 
0 _ 和 - 
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 


图 5-29 拖 动 系统 最 优 控制 阶 跃 啊 应 
表 5-4 Riots 程序 参数 和 用 户 函 数 表 


函数 数学 描述 调用 格式 说 明 
sys_init | ?aeq yzeq=sys_init 定 维 初 始 化 
sys_ 疡 (tt P) 妈 ) V=Sys_h (Taea tt P，1) 受 控 对 象 模 型 描述 
sys-g go(zo, zt) | 3s8ys-g(Cmea trzozf) 终端 函数 
sys Li ,让 W=sys_1 (meq tt 动态 目标 函数 


SyS.QJ DLL 全 ， 让 ) [ze ,ttt =SyS.Q] 《72ed 0， 2pf 动态 目 标 轴 数 导数 
sys_dh D 普 (1 了 1) [4 ,Bi]=sys_dqdh(raeq tao0，mf) 系统 函数 导数 


值 为 1。 例 如 , 者 某 系 统 的 状态 变量 个 数 为 6， 输入 路 数 为 1， 目标 函 数 的 个 数 为 
1,， 则 和 定 维 矩 阵 可 以 写成 meo=[1,6; 2,1; 6,1]。 
为 加 快 最 优化 的 速度 ,还 可 以 提供 这 里 涉及 的 函数 导数 ， 即 


101) 97. (tt 了 ,2 
(1 放 王 一 一 一 ， 万 (有 ) 一 一 一 人 5-5-13 
| ) QZ 人 】 OO? ) 
9 人 2 人 9 人 (tt ,了 
1 = 一 一， = 一 人 -5- 
(人 过 () 3 (5-5-14) 
9 全 一 2 人 引 zot) 0 (一 39 志 20 划 (5-5-15) 
轴 92i(0) 9zf(a 


其 中 ,1 = 12 大 三 1 2 ;，D， 而 它们 对 二 的 导数 无 需 定义 。 定 义 了 这 
些 图 数 之 后， 就 可 以 调用 riots() 函数 来 求解 最 优 控制 问题 了 。 该 函数 的 调用 格 


时 有 间 丰 昌 
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[wz , 门 =riots(2zo，uo tn UM pars,， [Li ,mv Ka] ,Ka) 


其 中 ，zo 和 wo 为 初始 状态 和 初始 输入 , 圭 为 用 户 选 定 的 时 间 疝 量 。 从 计算 量 的 角 
度 考 虑 , 上 问 量 不 宜 选 择 过 多 的 点 , 在 选 定 的 点 以 外 可 以 考虑 用 样 条 函数 进行 插 
值 。7mi 为 最 大 允许 的 欠 代 次 数 ,mv 为 防止 导数 变化 过 大 引入 的 约束 ，pa 为 导数 
约束 的 情况 ,者 选 择 非 零 的 ja 则 可 以 略 去 sys_dg(),， sys-dl() 和 sys_dh() 等 
纯 数 的 调用 。Kk。. 是 算法 选择 ， 一 般 可 以 选择 为 6。 得 出 的 w, z 为 计算 出 的 输入 信 
号 和 状态 变量 的 仿真 结果 ，j 为 计算 出 的 目标 函数 值 。 

由 于 在 计算 时 计算 点 选择 较 少 , 直接 由 plot (t,u) 等 命令 绘制 出 的 曲线 较 
粗糙 ,所 以 需要 采用 sp-plot(t,u) 命令 绘制 样 条 插值 曲线 。 


例 5-44 考虑 文献 [18] 中 给 出 Boeing 747 的 着 陆 模型 


_0.089 -219 0 0319 0 0 0 00327 
0.076 -0217 -0166 0 0 0 0.0264 -0.151 
_0.602 0327 -0975 0 0 0 0.227 “0.0636 
2 为 =| 0 0.15 1 0 0 0|jz<b+| 0 0 | 的 
0 1 0 0 0 0 0 
1 0 0 0219 0 0 0 


zy 父 = [ -0.089, 0, 0, 0, 0, 0jz(t) + 0，0.0327]ue 人 b) 


设计 的 目标 是 使 得 在 女 = 10 时 ， 状态 变 量 z6( 帮 ) = 10， 其 他 状态 变量 收敛 于 0， 则 可 
以 选 定 最 优 控制 的 目标 邓 数 为 


zf 
min -- 10000| jb - [0,0,0,0,0,10I7 |， 二 | [100y2(0 + ar(Du 人 bb] dt 
刀 0 
试 求 出 该 模型 的 最 优 控制 。 
求解 分 析 该 问题 ， 可 见 该 系统 有 6 个 状态 变量 ， 有 两 路 输入 信和 号。 由 于 可 以 不 提供 各 
个 导数 也 数 ， 所 以 sys-dqg(),，sys_-dl() 和 sys.dh() 函数 无 需 给 出 ， 这 时 需 将 友 选择 
成 非 零 整 数 ， 如 选择 1。 这样， 可 以 写 出 下 面 的 一 些 MATLAB 函数 来 描述 整个 问题 
function neq=SySs_init(pPparams) 
neq=[1,6; 2,2; 12,6] ; 
function Xdqot=Sys8_h(neq,t,xy,U) 
A=[-0.089,-2.19,0,0.319 ,0 ,0; 0.076,-0.217,-0.166,0,0,0; 
-0.602,0.327,-0.975,0,0,0; 0,0.15,1,0,0,0; 
0,1,0,0,0,0; 1,0,0,0,2.19,0] ; 
B=[0,0.0327; 0.0264,-0.151; 0o.227 ,0.0636; 0,0; 0,0; 0,0] ; 
Xdo 二 = 和 丰 本 式 十 已 沁 ， 
function zZ=sySs_1(neq:t,X),uU) 
C=[-0.089，0，0，0，0，0]; D = [0， 0.0327] ; 
ay=CyX+Dyku; Z=10*1T0kay ”~2+072yTD; 
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和 


function J=syS_g(neq, 七 ,XO ,xf) 
J=10000*normGCxft-[0，0，0，0，0，10]，) ; 


求解 整个 问题 时 ，7mai 应 该 设置 成 较 大 的 数值 ,如 100， 这 样 才能 够 保证 得 出 的 控 
制 收敛 。 使 用 下 面 的 命令 来 求解 整个 最 优 控制 问题 ， 经 71 次 选 代 ， 可 以 得 出 最 优 控制 
言 号 和 最 优 状态 轨迹 ,如 图 5-30 所 示 。 
>> N=10; x0=[0; 0; 0; 0; 0; 0j)，t=[0:10N:10] ，u0=zeros(2 ,N+3-1) ; 
tu,x,ftj = Triots(xo,uo,t,[U,D, 吕 ,[i00，0，1]，4) |; 
SP_Plot(t,a) ，figure;i SP_Plot(t,X) 








T 一 一 


























8 10 0 2 


可 6 4 6 
(a) 控制 信号 (b) 状态 变量 
图 5-30 计算 出 来 的 最 优 控制 与 状态 信和 号 


5.5.5 “参数 不 确定 系统 的 最 优 控制 器 设计 


假 疫 系统 的 菜 些 参数 在 已 知 区 间 内 变化 ， 则 可 以 考虑 采用 Minimax 最 优 
化 问题 求解 。Minimax 问题 的 一 般 描 述 方法 为 


JJ 一 min 发 Fa (5-5-16) 


4z 蔚 人 
六。 三 吾 。 

P St. 和 mm 和 二 如 入 了 Mi 
已 (了 所 0 


Ceu(z)=0 


工 中 ,目标 函数 是 一 个 向 量 函 数 。 该 问题 的 物理 含义 是 ,找到 一 个 使 得 一 组 目标 
曙 数 下 (zZ) 最 坏 情况 (表示 为 取 最 大 值 ) 的 最 优 值 最 小 。 该 问题 有 两 种 求解 方法 ， 
其 中 一 种 是 将 内 部 的 求 取 最 大 值 部 分 变 成 一 个 单一 的 目标 函数 问题 ， 另 一 种 方法 
是 直接 调用 fminimax() 函数 直接 求解 Mininnax 问题 。 
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同和 


[7 ,okt,flag,c]=fminimaxr(F,Z0,4, 忆 ,4e,erzmn,ZM:CE,OPT,pI,pa，……) 


在 控制 问题 中 , 可 以 考虑 引入 Minimnax 问题 ,假设 对 革 不 确定 系统 来 说 ， 能 
人 够 寻找 到 某 个 控制 器 ,使 得 该 控制 器 对 不 确定 系统 模型 中 控制 效果 最 差 的 系统 都 


能 达到 最 好 的 控制 效果 ， 这 样 就 能 得 到 对 不 确定 系统 的 满意 控制 。 

例 5-45 考虑 一 个 不 确定 电机 模型 G(s] 二 6 其 中 Ce 0,1.3]， 若 控制 信号 
(| < 4， 试 设计 出 一 个 最 优 的 PD 控制 器 。 

求解 由 于 受 控 对 象 含有 积分 器 ， 所 以 在 控制 器 中 没有 必要 含有 积分 项 ， 这 样 PD 控 
制 就 能 较 好 地 控制 该 系统 。 搭 建 一 个 PD 控制 的 框图 ,如 图 5-31 所 示 。 其 中 输入 信号 
采用 变 阶 梯 信 号 ， 变 化 范围 最 大 暂 定 为 5。 所 以 在 优化 时 将 wo 参数 设置 成 5， 仿真 时 
设置 成 1。 





下 
和 
了 | 
叶 | 

_ 
| 站 
国 


cdmmstep 


9%aturation Scope 














图 5-31 不 确定 系统 比例 控制 仿真 框图 (文件 名 : c5mmax.md]) 
依据 该 仿真 模型 ， 可 以 写 出 多 目标 的 目标 邓 数 为 


function y=c5minmax(Xx,zVvec) 
asSignin("base，Kp',x(1)); assignin('base，,Kd，,x(2) ) ， yy=[ ; 
{1or Z=ZVecC 
asSSignin(base:,?Zz',Z) ， 
5- c5nmax ， [01.5] ) yy= [yy,y_out(end,1)7]; 
en 


y=yy;  % 妈 回 各 个 不 确定 参数 下 的 一 组 日 标 函数 值 


选 定 一 组 6 = [0,.0.3,0.6,0.9]， 利 用 上 面 编写 的 目标 数 ， 则 可 以 求 出 最 优 的 控 
制 器 参数 为 玉 p = 12.8763， 开 ad = 1.5099。 

>> ZVvec=[0:0.3:0.9] ; UO0=5: 

x=fminimax(Q@c5minmax, fi;, 口 , 口 , 口 , 口 , 口 , 口 ,[,D 口 ,zvec); 

当然 ， 在 目标 函数 内 部 求 出 每 个 5 下 原 目 标 函 数 的 最 大 值 ， 则 同样 的 问题 可 以 调 
用 一 般 过 优化 问题 的 求解 方法 来 求解 ， 另 外 ， 通 过 实践 可 以 看 出 ， 如 果 能 将 目标 盟 数 
设置 成 所 有 样本 的 ITAE 值 的 和 ， 则 可 能 得 出 更 好 的 控制 效果 。 这 时 需要 将 目标 函数 
修改 成 
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人 


function y=c5minmax1(x,ZVec) 
assignink6base”，:?KP:,X(CL) ) ; 
assignin(base:,:Kd:,x(2));yy=T; 
for Z=ZVecC 
asSignin(7base:，)Z) ,过 ) 
比 ,x_sys,y_out]=sim(c5nmnax',[D,1.5]); yy=[yy,y_out(end,1t)]; 
end 


y=sum(yy); 7Y 直接 将 其 转换 成 单 目标 函数 最 优化 问题 


这 时 ， 用 求解 无 约束 最 优化 的 方法 调用 fminunc() 函数 可 以 直接 求解 该 问题 ， 得 
出 控制 器 参数 为 = 12.8194. Ku = 2.1185。 在 对 本 例 的 来 解 中 ， 由 这 种 方法 求解 的 
速度 明显 快 于 前 面 的 Minimax 求解 永 数 . 

>> X=fminunc(e@c5minmaxl,，[1; 1] ,上品 ,zvecy》， 

在 得 出 的 本 例 控 制 器 作用 下 ， 可 以 对 该 5 变化 范围 内 -一 些 备 选 的 值 进行 仿真 ， 并 
恢复 多 阶梯 驱动 信号 ， 则 得 出 的 仿真 结果 如 图 5-32 (alj 所 示 。 可 见 ， 在 此 控制 器 作用 
下 ， 不 确定 系统 的 时 域 响应 曲线 是 令 人 满意 的 : 


>> ZVec2=[0:0.1:1.2]; u0=1; % 选择 另 一 组 《 值 
for 2z=ZVec2 ， 


[t ,X,y]=sim('c5mnax”,[0,20] ;plot(t,y(:,2))，hold on 























emnda 

二 

] 下 7 
2 | 

| | | 
LI 

] | 

| 人 

_| ] te- 4 一 -0.1 
0 入 和 --- 1 一 让 -一 0 0 二 .. 1 一 -一 ，-- 1 -- 外 一 20 
(a) 不 确定 系统 啊 应 (Dj = 三 0.2,1.5 时 响应 


图 5-32 不 确定 系统 的 时 域 响应 曲线 


再 选择 6 E (0,0.9) 区 域外 的 两 个 值 , 5 := -0.1 和 (CC=15， 可 以 用 同样 的 比例 控 
制 器 进行 控制 ,控制 效果 如 图 5-32 (b) 所 示 。 可见 ,这 时 的 结果 仍然 较 好 ， 故 该 方法 具 
有 一 定 的 品质 鲁 棒 性 。 

>> Z=1.5; [t,x,y]=sim(:c5nmnax，,[0,.20] ) plottt,y(: ,2)) ，hold on: 

zZ=-0.1; 比 ,x,y]=sim(c5mnax:,， [cc,20])， Plotktt,y(:，,，2)) 
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和 


5.6 “习题 与 思考 是 
1 求解 能 转换 成 多 项 式 方程 的 联 立方 程 ， 并 检验 得 出 的 高 精度 数值 解 的 精度 。 


> ，_ 1_0 2Z211 一 2 一 4720z2 一 了 724 
池 一 一 | 一 
中 1 ， 四 zz 一 2922 一 373z2 十 47202 
(zl 一 2) +(za 一 0.52 一 1=0 
1 2 2 2 2 4 
VD 一 AZ 十 372 一 22/ 


2 试用 图 解法 求解 下 面 的 一 元 和 二 元 方程 ， 并 验证 得 出 的 结果 。 
全 7) -一 e 一 (z 十 1) 十 开 /2 sin(5z 十 2)， 四 F(z,O -一 (Zr 十 21 十 Tojez 一 太一 2 
3 用 数值 求解 函数 求解 习题 2 中 方程 的 根 ， 并 对 得 出 的 结果 进行 检验 。 
4 试 绘制 下 列 开 环 系统 的 根 轨 迹 曲 线 ， 并 确定 使 单位 负 反馈 系统 稳定 的 灭 值 范围 。 
玫 (s 十 6)(s 一 6) s2 +2s 上 +2 


Gd G(s) = s(s+3)(s 二 4 二 44 二 机) Cs) = 全 训 十 s3 十 14s2 十 8s 
aca-- 1 800(s 十 了 


(s2/2600 十 s/26+ 1 和 ce) = s2(s 十 10)(s2 十 10s 十 50) 
5 绘制 下 面 状态 方程 系统 的 根 轨迹 ， 确 定 使 单位 负 反馈 系统 稳定 的 天 值 范围 。 


一 1.5 一 13.5 一 13 0 ] 

. 10 0 0 0 
外 (站 ) 一 0 1 0 0 刀 () 十 0 ud 人 芭 vt 一 [0,0;0, 1jz() 

0 0 1 0 0 


1 


6 试 求 出 使 得 | (er - cz)?dz 取得 极 小 值 的 值 ， 
7 试 求解 下 面 的 无 约束 最 优化 问题 。 


100(z2 一 Z 介 2 十 (一 zz)2 十 90(za 一 z3) 十 (1 一 Z3) ?十 
zz 10.1 |(za -12 + (zi 一 1)2] +19.8(za -1(z。 -1 


8 考虑 Rastrigin 函数 D9] ffzl,zz) = 20-H ZT3 十 22 一 10(cos rzZzl 十 cosTfzZ2)， 试 用 三 维 
曲面 绘制 该 函数 的 函数 值 ， 选 择 初 值 求 取 该 函数 的 最 小 值 ， 并 理解 全 局 最 优 解 和 
局 部 最 优 解 的 概念 以 及 最 优 解 对 初 值 的 依赖 关系 。 


9 考虑 一 个 简单 的 一 元 函数 最 优化 问题 求解 ，/(z) = zsin(10rz) +2,z ec (12)， 
试 求 出 几 z) 取 最 大 值 时 z 的 值 。 已 知 ， 该 函数 图 像 有 很 强 振荡 ， 所 以 采用 常规 
最 优化 方法 时 ， 若 初 值 选 择 不 当 往 往 会 得 出 局 部 最 小 值 。 要 求 在 本 题 求解 中 ,在 

ES (-12) 区 间 内 随机 选择 40 个 初始 点 ， 按 照 图 5-33 中 给 出 的 流程 编程 ,用 循环 
的 分 式 从 每 个 初始 点 出 发 进行 搜索 ,得 出 全 局 最 优 解 。 
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和 





选择 40 个 初始 点 向量 z 


循环 结束 , 输出 全 局 最 
优 解 x 和 最 小 值 ym 
调用 fminsearch() 图 数 由 初 
值 zo 求 最 优 和 解 ， 返回 zl ,W 
| 国 比较 1 和 ym 大 小 , 若 户 < 广 - 
则 令 ym = 人， 并 记 = zl 


网 5-33 求 取 全 局 最 优 解 的 参考 程序 框图 


















]0 如 果 对 象 模 型 含有 纯 时 间 和 还 迟 环节 , 试用 最 优 控制 器 设计 程序 设计 出 ITAE、IAE、 
IS 等 最 优 指标 下 的 PID 控制 器 ,并 比较 控制 效果 。 


- ] 一 8 风 ] 一 30s 
册 cats) TGSTT? cb TD 


息 设 受 控 对 象 模型 由 下 巡 向 分 方 种 “一 下 2 一 01y(D + ul 给 出 
并 用 PI 控制 器 对 系统 施加 控制 ， 试 将 其 榨 制 转换 为 最 优化 问题 进行 求解 ， 得 出 最 
优 PI 控制 器 参数 ， 并 绘制 出 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 如 果 想 减 小 闭环 系统 的 超 调 量 
则 可 以 引入 约束 条 件 ， 将 原始 问题 转换 为 有 约束 最 优化 问题 的 求解 ， 试 对 该 问题 
进行 求解。 


已 知 受 控 对 象 为 一 个 时 变 模 型 划 +e 28( 扩 二 ee 5tsin(2t 十 6)5( 人 = _( 昌 ， 试 设 
计 一 个 能 使 得 ITAE 指标 最 小 的 PI 控制 器 ， 并 分 析 闭 环 系统 的 控制 效果 。 设 计 最 
优 控制 器 需要 用 有 限 的 时 间 区 间 去 近似 ITAE 的 无 穷 积分 ,所 以 比较 不 同 终止 时 
间 下 的 设计 是 有 意义 的 ， 试 分 析 不 同 终止 时 间 下 的 PI 控制 器 并 分 析 效 果 。 如 果 不 
采用 ITAE 指标 而 采用 IAE, ISE 等 ,设计 出 的 控制 器 是 什么 ? 控制 效果 如 何 ? 


| 一 
| 


] 


[二 


de 一 ” 
1 十 -一 一 
13 试 为 受 控 对 象 模型 Po G(s) - 一 十] 设计 最 优 控制 器 。 


1]4 试用 图 解法 求解 下 面 的 非 线性 规划 问题 ， 并 用 数值 求解 算法 验证 结果 。 


， 号 王 
min (o 十 2 一 471 十 汪 
zl 一 z2 十 2>0 
到 St， 一 zi 十 rz2 一 1 关 0 


2Z1 之 0.22 祈 0 
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和 


15 试 求解 下 面 的 线性 规划 问题 。 


(由 main 一 371 十 4ze 一 273 十 574 (2) Tin 2Z6 十 27 
471 一 了 2 十 273 一 2Z4 一 一 2 站 1 十 Z2 十 轴 3 十 区 4 一 条 
T1 二 zz 一 了 3 十 274 所 14 一 271 十 Za 一 To 一 YY6 十 T7 一 1 
史 S.， St 
271 一 37T2 一 下 3 一 4 之 一 立 呈 22 十 T3 十 25 十 立 7 一 9 
71,2,3 一 1,z4 无 约束 Z1,2，…. ,7 它 0 


16 试 求解 下 面 的 二 次 型 规划 问题 ， 并 用 图 示 的 形式 解 释 结果 。 


(由 min 2z1 一 47172 十 472 一 6rzl 一 3zo GOmin (ri 一 1 上 (za 一 2 
T1 汗 Z2 扩 3 一 灾 1 十 了 2 一 ] 
全 号 4 人 1 十 To 入 9 十 号 .十 ， Ti 十 2 入 史 


7Z1,2 之 0 T1,2 之 0 


17 斌 求解 下 面 的 非 线性 规划 问题 。 


6 Imin ezl(4z1 十 272 十 47lz2 十 2z2 十 1) 
Ti 十 2 到 0 
一 Z172 十 交 1 十 了 2 之 1.5 
zl172 之 一 10 
-10 和 zlz2 所 10 





] 了 1 .5 
(CO) InaX JR Zl172(T 十 Z5) 十 Z3Z4 | 1 十 
0.003079zTz3z5 一 cos3 冯 6 字 果 CO05 了 6 习 5 


0.1017z3o3 一 了 3 cos? 6 之 旭 
0.09939(1+z5)zzz2 一 cos2 z6y0 

zst. 1 0.1076(31.5+zgjzaz2 一 zz cos2r620 
7374{T5 十 31.5) 一 2Z5[2(z1 十 5) cos z6 十 Z17225]20 
0.2 乏 zl 所 0.5，14 委 zz 所 22，0.35 和 zs 所 0.6 
16 芝 rd 所 22, 5.8 乏 zs 入 6.5, 0.14Sz6 斥 0.2618 


18 求解 下 面 的 整数 线性 规划 问题 。 


(由 Iax (592z1l 十 381za 十 273zas 十 55z4 十 48zs 十 37zg 十 2377) 


， 补 之 0 
到 5. 
353471 十 2356z2 十 1767zas 十 589z4 十 5282z5 十 451z6 十 304z7y 挟 119567 


(CO) IaaX (12071 十 66za 十 7273 十 58z4 十 13275 十 104z6 ) 
立 1 十 TY2 十 23 一 30 


Ya4 十 5 十 Z6 一 8 
Ti1 十 Z4 二 10 
a2 十 T5 入 18 
T3 十 Z6 之 30 


Z1，… ,6 之 入 


19 试 求解 下 面 的 0-1 线性 规划 问题 ， 并 对 四 、@) 题 用 穷 举 方法 检验 得 出 的 结果 。 
(由 min (5z1 十 772 十 10za 十 3z4 十 Z5) 


7Z1 一 Z2 十 573 十 Z4 一 475 之 2 

一 2Z1 十 6r2 一 373 一 274 十 275 之 人 

凤 SS. 
一 上 72 十 273 一 4 一 05 挟 1 


D 委 Zi 所 1 





人 


z 5 工 
GD Imin (一 3zZ1 一 47o 一 503 十 404 十 455 十 276)， 四 ) Imax 下 并 
袜 1 一 Y6 扩 加 OO 
AT 
1 一 了 5 区 妖 闻 St 和 00 
Ta 一 T4 扩 0 0 系 了 ;入 1 
全 St Ta 一 5 近 U 
全 号 一 和 4 祥 人 


1 十 了 2 十 工区 衬 
0 所 工科] 


其 中 玫 一 11898,440, 22507,270, 14148.3100,4650,.30800,615, 4975, 1160, 4225, 510)， 
11880， 479. 440, 490,330, 110, 560. 24355, 2885. 11748,4550,750, 3720, 1950, 10500|， 


4 45 0 85 15065953001700 434025200 002002003165 08938 00 0 100 
3020 125 5 8023573 12 1515405101l01l2109902060 40503634940 19 150 


20 已 知 下 列 各 个 高 阶 系统 传递 函数 模型 ， 试 求 出 最 优 降 阶 模型 。 











10 十 3s 十 13s2 十 35 10s4 一 60s 十 110s 十 60 

人 一 一 -一 一 一- 一 -一 《zf -一 

dc(s)= 1 十 s 十 282 十 1.5s3 十 0 5S4 罗 G(59) 全 4 十 1752 十 82s2 十 130s 十 100 
]】 十 人 必 . 了 3 
人 CI 一 
Cs) 1] 十 2.283s 十 1.875s2 十 0.7803s3 上 + 0.125s4 十 0.008355 
24.1467z: -- 67.7944z“ + 63 4768> - 19.820 

GD Ga 67z2 -- 67.7944z2 十 9.8209 











”24 二 3.619325 廿 49124>2 -2 9633> 十 0.6703 
21 考虑 时 间 最 优 控制 问题 ， 假设 系统 的 状态 方程 模型 为 D 


2 四 一 一 72( 有 十 Ta 
ta 人 (四 一 ON 人- tzs(b 十 ta 人 
Za3ft) -= 一 txz3ft) -3{t) 


一 1 zz2(0) 三 1 xz3s(0) = 10。 如果 输 入 lu 人 (t 和 所 1， 试 求 出 达到 控制 


初 值 为 li{(0) = 
=0， zi(t)+Tzzt) -二 -1=0 的 最 小 时 间 才 与 控制 信号 ui 人 tb。 


目标 z3( 夺 ) 
0.1134e -9072s 0.924 
二 一 一 
Do 考虑 多 变量 系统 模型 2 Go = 1.78s<- 十 448s 十 1 2.07s 十 了 前 置 矩 
0.3378e 一 .38 一 0.318e 一 129s 





0.36152 十 1.09s 十 工 2.93s 十 ] 
-0.41357 “2.6537 、 _ 、、 
出 系统 的 最 优 PI 或 PID 控制 恬 。 
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和 0 一 一 
差分 方程 问题 的 计算 机 求解 


类 似 于 微分 方程 ， 差 分 方程 在 控制 理论 研究 中 也 有 很 重要 的 地 
位 , 尤其 是 现在 日 益 广 泛 应 用 的 计算 机 控制 技术 的 秆 勃发 展 ， 使 得 差 
分 方程 和 离散 系统 的 研究 受到 很 多 的 关注 。 本 章 6.1 节 首 先 给 出 差 
分 方程 的 - 般 概 念 ， 介 绍 四 种 线性 差分 方程 的 类 型 ， 即 自 回 归 模 型 、 
自 同 当 各 态 历经 模型 、 自 回归 滑动 平均 各 态 历经 模型 和 Box-jJenings 
模型 ， 并 给 出 离散 线性 系统 的 表示 方法 。6.2 节 对 线性 时 变 系统 和 
一 般 非 线性 差分 方程 模型 给 出 递 推 求 解 方法 的 MATLAB 实现 与 
Simulink 建 模 与 求解 方法 ， 采 用 Simnujlink 仿真 的 方法 理论 上 可 以 对 
任意 的 离散 系统 、 混 杂 系 统 进 行 仿真 分 析 。6.3 节 介 绍 系统 辨识 的 相 
关内 容 , 首先 介绍 最 小 二 乘 辨识 算法 和 基于 MATLAB 的 系统 辨识 
问题 求解 方法 ,并 介绍 基于 AIC 准则 的 系统 阶 次 辨识 方法 ， 以 及 辩 
识 用 激励 信号 -一 伪 随 机 二 进 制 序列 信号 的 生成 算法 及 其 在 系统 辩 
识 中 的 应 用 ,最 后 介绍 递 推 最 小 二 乘 辨识 算法 和 有 色 品 声 下 的 辨识 方 
法 ,为 后 面 介 绍 的 自 适 应 控制 芮 定 基础 。6.4 节 介 绍 自 校正 控制 的 算 
法 与 基于 MATLAB/Sinmnujink 的 仿真 方法 ,首先 给 出 Diophantine 
方程 求解 的 算法 与 程序 ， 并 系统 介绍 最 优 预报 方法 、 最 小 方差 控制 算 
法 、 极 点 配置 的 控制 算法 等 ,并 将 辨识 技术 和 控制 技术 相 结 合 得 出 自 
校正 的 构造 算法 , 介绍 基于 MATLAB/Simujink 的 设计 和 仿真 方法 。 
还 将 介绍 一 个 较 好 的 目 适 应 控制 系统 设计 与 仿真 程序 。6.5 节 将 介绍 
模型 预测 控制 方法 和 广义 模型 预测 方法 的 设计 方法 和 仿真 方法 。 


6.1 “ 关 分 方程 导 离 敢 系 统 传递 函数 模型 


6.1.1 差分 方程 的 分 类 


第 系数 线性 差分 方程 的 一 般 形 式 为 
VD) 二 ay 一 了 +aaylE 一 221 十 :十 an 可 估 一 全 ) 卫 | 
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人 


一 并 (K 一 四 下 上 pu 一 Cd 一 J) 下 二 二 bn 一 gd 一 权 十 巧 了 《6-1-1) 


其 中 了 为 采样 周期 。 和 微分 方程 描述 的 连续 系统 类 似 , 这 里 的 系数 ai 和 访 也 是 和 营 
数 , 所 以 这 类 系统 称 为 线性 时 不 变 离 散 系 统 。 另 外 , 对 应 系统 的 输入 信和 号 和 输出 信 
号 也 可 以 由 (KKT) 和 VET) 表示 。u(KT) 为 第 大 个 采样 周期 的 输入 信号 ，Vy(KT7) 
为 该 时 刻 的 输出 信和 号。 为 方便 起 见 ， 简 记 y 人 0 = VE )， 且 记 LE 一 人 了 为 
zt 一 人 ， 则 前 面 的 差分 方程 可 以 简 记 为 


zy 人 ( 自 二 ay 一 直 十 ay 人 一 2) 十 十 any( 作 一 也 ) 


(6-1-2) 
一 Du 人 tt 一 dgq) 十 bu 人 一 dg 一 1 二 十 bu 一 Cd 一色 十 了] 

后 面 关 于 离散 差分 方程 的 描述 均 用 这 样 的 简 记 表达 形式 。 利 用 2 变换 的 重要 
性 质 ， 允 ft 一 妇 ] = 区 [的 ]， 可 以 将 前 面 给 出 的 差分 方程 改写 为 


(1+aiz 一 十 十 an2 7)g(t) = (十 pz 十 -十 bm2 ut 一 qd) (6-1-3) 


其 中 y 力 和 Y( 伯 更 严格 地 应 该 写成 V(z) 和 Y(z),， 这 里 沿用 很 多 文献 的 简 记 方 
法 ， 仍 表示 成 y( 坝 和 vb 的 格式 。 该 方程 可 以 进一步 表示 为 


4(z-D0a(b = (z Dualt 一 四 (6-1-4) 


其 中 
4(z )=1 二 az 十 :十 anz7 
(6-1.5) 
再 (z ) 一 让 十 bz 十 :二 Diz 

由 于 应 用 领域 的 不 同 , 通 第 可 以 将 差分 方程 摘 述 的 模型 分 为 四 类 特殊 的 形式 ， 
本 节 将 简要 介绍 各 种 不 同 的 模型 类 型 。 

1. 上 自 回 归 模 型 

和 目 回归 (AutoRegressive，AR) 模型 又 称 为 时 间 序 列 (time series) 模型 ， 其 
数学 表示 为 


V( 思 十 ay 一 1 十 at 一 2) 二 十 an 一 由) 一 0 (6-1-6) 


其 中 yt 一 8) 为 信号 y 在 天 个 采样 周期 前 的 值 。 者 想 求解 此 差分 方程 ， 则 可 以 采 
用 如 下 的 递 推 公式 


V( 臣 三 一 0 人 一 二 一 02gy 人 一 2) 一 一 angy 直 一刀) (6-1-7) 
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亦 即 ， 当 前 的 y 值 可 以 由 前 交 个 采样 周期 的 值 递 推 得 出 。 另 外 ,由 式 (6-1-6) 中 描 
述 的 离散 差分 方程 模型 , 利用 Z 变换 的 延迟 性 质 区 [ytt - 癌 ] = zk2rly(b], 简 
记 %( = 区 [y(]， 则 可 以 将 原 方程 表示 为 


4(z  )y 的 =0, 其 中 4(z 0)=1+az 十 aaz 十 .十 anzTm (6-1-8) 


者 Vy(t) 为 实测 数据 ， 则 得 出 的 差分 方程 难免 会 存在 误差 , 这 时 AR 型 差分 方 
程 可 以 更 一 般 地 写成 


(起 十 0 人 一 起 十 ay 人 一 2) 十 :十 angy( 人 一 交 ) 一 < 人 《6-1-9) 


其 中 大 每 个 方程 的 误差 {e(b)} 构成 的 随机 过 程 为 Gauss 过 程 ， 即 < 人 ti) 的 均值 为 
0, 方 兰 为 co”, 则 该 信号 又 称 为 白 噪 声 信和 号 。 

2. 日 回归 各 态 历 经 模型 

目 回归 各 态 历 经 (AutoRegressive eXogenous，ARX) 模型 的 数学 表达 式 为 


y 人 十 ay( 人 tt 一] 十 aay( 人 一 2) 十 十 any( 信 一 也) 
(6-1-10) 
其 中 ，{E(8)} 仍 为 白 噪 声 信号 。 这 类 模型 可 以 通过 Z 变换 写成 


4(z yy 提 = 有 B(z ul 一 oo 二 ec 人 (6-1-11) 


式 中 , 4(z-) =1+aiz1 十 :十 az 及 (2 有 二 页 十 名 z1 十 … -十 DZmm+T。 
3. 目 回归 滑动 平均 各 态 历经 模型 
考虑 ARX 差分 方程 模型 ， 若 方程 的 误差 e( 盼 不 是 白 噪 声 ， 而 是 有 色 噪 
声 信 号 ， 则 可 以 将 有 色 噪 声 e( 如 表示 成 白 噪 声 信号 <(b 的 形式 ， 即 令 cft) 一 
Ctz )( 蚊 ,这 样 的 模型 称 为 自 回 归 滑 动 平均 各 态 历经 (AutoRegressive Moving 
Average eXogenous，ARMAXI) 模型 ,这 时 原 差 分 方程 模型 可 以 改写 成 


4(z 0y 人 的 = (Du 一 四 二 CUzrDeOb (6-1-12) 


式 中 , 4(z- 虽 一 1 十 aiz-1 十 :十 dm， 1(z) = 和 十 所 zz 1 十 .十 放 > 一 1 
C(z 一 ) 王 1 二 clz71 十 .十 chzk。 
4. Box-Jenkins 模型 
将 ARMAX 模型 两 端 除 以 4(z-1)， 则 可 以 写成 
已 (z-) 


y( 坟 三 2 一 二 + 二 








(6-1-13) 
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可 见 二 者 的 分 母 是 一 致 的 。 对 这 样 的 模型 进一步 进行 一 般 化 表示 , 即 设 二 者 的 分 
母 是 不 同 的 , 则 可 以 得 出 下 面 的 差分 方程 模型 ， 该 模型 称 为 Box-Jenkins 模型 

了 (zz ) D(z  ) 


zy 人 一 ET dj) 十 CT 的 


(6-1-14) 





6.1.2 ”离散 系统 传递 函数 模型 


2.4.3 节 曾 提 到 了 差分 方程 和 离散 传递 函数 的 概念 , 但 并 未 给 出 二 者 之 间 的 直 
接 关 系 , 只 侧重 于 如 何 用 MATLAB 语言 表示 ,这 里 将 更 系统 地 介绍 离散 系统 的 
差分 方程 模型 和 离散 传递 函数 之 间 的 关系 式 。 推 导出 和 式 (6-1-10) 直接 对 应 的 离 
散 传 递 函数 模型 为 


刀 (z-1) = 村 (6-1-15) 
1 十 Q1z 开 十 Qa2z-2 十 .十 CnZ 一 YY 
注意 , 这 里 的 表示 和 2.4.3 节 的 表示 是 不 同 的 , 但 是 二 者 之 间 有 显著 的 关系 。 
如 果 将 该 传递 函数 分 子 和 分 母 同 时 乘 以 2， 则 可 以 得 出 2.4.3 节 的 一 般 形 式 。 由 
于 这 里 给 出 的 形式 更 适合 于 离散 系统 研究 ,所 以 本 节 将 全 面 采 用 式 (6-1-15) 中 的 
离散 传递 函数 模型 。 
其 他 形式 的 差分 方程 模型 可 以 表示 成 传递 函数 的 互联 形式 ， 例 如 ，Box- 
Jenkins 模型 可 以 认为 由 两 个 传递 函数 模型 





刀 ;(z 一 ) 一 Be 1 Pa(z ) 三 一 一 (6-1-16 ) 


分 别 对 w(b) 和 s(t) 信号 进行 处 理 ,其 结果 信号 相 加 得 出 系统 的 输出 信号 zy。 


6.2 ”离散 系统 的 求解 方法 


如 果 系 统 的 传递 函数 模型 由 式 (6-1-15) 给 出 ， 且 系统 的 输入 Z 变换 也 能 写成 
天 于 z~: 的 有 理 式 ， 则 可 以 将 输出 信号 的 2 变换 看 成 离散 传递 函数 模型 ， 这 样 就 
能 用 脉冲 啊 应 的 函数 impulse() 或 Simulink 的 形式 求解 该 系统 。 若 系统 由 状态 
方程 给 出 ,还 可 以 用 递 推 公 式 直 接 求解 该 方程 。 本 节 还 将 演示 基于 MATLAB 的 
非 线性 离散 系统 与 连续 、 离 散 混合 系统 的 数值 求解 方法 。 
6.2.1 线性 时 变 系统 的 数值 解法 

线性 时 变 系统 状态 方程 一 般 可 以 写成 

| z(E 二 DT) 一 严 (jz(b) 上 GEJa(R) 
UV 太一 Ce)zRE) 十 (E)ae(K) 
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本 


可 见 ， 采 用 递 推 方法 ， 则 
zl1) = 严 (0)zo 十 G(O)u(0) 
zf(2) 一 焉 (Diz( 世 +GUDull) = 王 () 玉 (0)zo 十 瑟 ( 拉 G(O)u(0) +G(l)u) 


最 终 可 以 直接 得 出 
zz 有) 二 亚 ( 天 1 三 ( 大 2 下 (0jzuTG(R 了 hu 了 
十 下 (KR 一 TIG(KE 一 2)U(KE 一 2) 十 十 下 (一 ]) 下 (0)JGCCOJUCO) 


天 一 3 一 1 开 十 工 (6-22) 
-TI jzo 十 》， [osow 
J 一 0 i0 二 和 计 1 





若 已 知 ( 人 ,G(O、 则 可 以 通过 上 面 的 递 推算 法 直接 求 出 离散 状态 方程 的 解 。 
从 数值 求解 的 角度 看 ,还 可 以 用 烛 代 方法 求解 本 方程 , 即 从 已 知 的 z(0) 根据 方程 
式 (6-2-1) 推出 z(1)， 再 由 zz(1) 计算 z(2). .……， 这样 就 可 以 得 出 系统 在 各 个 时 刻 
的 状态 。 可 见 ,， 迭代 法 更 适合 计算 机 实现 。 


例 6-1 斌 求解 离散 线性 时 变 系统 


相生 下 = 攻 | 区 全 、 局 人 va 


zit0 11 人 024 
天 加 可 上 0 -| 1 天 一 1.3.5 
求解 采用 选 代 方法 ， 可 以 用 下 面 的 循环 结构 立即 得 出 状态 变量 在 各 个 时 刻 的 值 ， 如 


TIT 
TO 


图 6-1 离散 时 变 系统 的 响应 曲线 


>> XO=[1L; 1 X=Xx0O; 
for K=O:100 
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if remn(Kk,2)==0，U=1;i else，u=-l; ena 
F=[0 1; 1 cos(k*pi)]; G=[sin(krpi/2); 1]; 
X1L=F*XxO+Gru;i XO=Xl;， X=[x xlj] ; 
end 


subplot(211) ，stairs(x(1,:))，SubPplotk212) ，Sstairs(x(2，,:)) 


6.2.2 ”线性 时 不 变 系 统 的 解法 
线性 时 不 变 系 统 有 硬 ( 丰 一 …: 王 下 (0) 王 下 GE = = G(0) = G， 由 式 
(6-2-2) 可 以 立即 得 出 
大 --1 
z(F) = 正二 》 开 Gui (6-2-3) 
t== 晶 
由 于 计算 机 数学 语言 并 不 能 直接 求 出 上 是 变量 形式 时 瑟 * 的 解析 表达 式 ， 所 
以 用 上 述 的 表达 式 无 法 求 出 状态 变量 的 解析 解 ， 必 须 考 虑 其 他 的 方法 。 
再 重新 考虑 式 (6-2-1),， 两 端 同时 求 Z 变换 ， 则 可 以 得 出 
古 (2) 一 (2 了 一 五 )-[zz(0) 十 CGIU(z)] (6-2-4) 
这 样 可 以 推导 出 离散 状态 方程 的 解析 解 为 
rz() 一 攻 一 |(z 了 -五 ) 一 zz(0) 有 | (一 瑟 )GU(z)| (6-2-5) 
如 果 已 知 离散 系统 的 传递 函数 模型 ， 则 还 可 以 考虑 采用 2.5 节 中 介绍 的 传递 
国 数 2 反 变 换 方法 求解 其 解析 解 。 
例 6-2 已 知 某 离散 系统 的 状态 方程 如 下 ， 斌 求 出 各 个 状态 阶 跃 响应 的 解析 解 。 
11/6 -5/4 3/4 --173 4 
1 1 0 0 |zD+|n|wb no=o0 
0 0 14 0 0 
求解 直接 套用 下 面 的 公式 ， 则 可 以 求解 出 状态 方程 的 解析 解 为 
>> F=SsSymC[11/6 -5/4 3/4 -17/3;) 1000;)01200;00141/40]); 
G=sym([4; 0; 0; 0J); Syms Z Xj U=ztrans(Sym(t) ) ; 


Z(8 十 1) 王 


X=iZtrans(inv(Zykeye(4)-F)*G+rUJ,Z,) 
从 而 得 出 各 个 状态 的 解析 解 为 
-12(8 十 大 十 大 2)(1/2) 十 48(173 关 十 48 
24( 一 8 十 大 十 252)(1/2) 十 144(1713 关 十 48 
24(--10 十 3K 一 A2)(17/2 关 十 216(173) 
12(--14 十 5K 一 KJ(1/2) +T162(1/3) 二 6 


z(R) 一 
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让 


6.2.3 ”一般 非 线性 离散 系统 的 求解 方法 
假设 已 知 差分 方程 的 显 式 形 式 ， 即 
人 明王 了 一 了 人 一 站 一 7)) 〈6-2-6) 


则 可 以 通过 递 推 的 方法 直接 求解 该 方程 ,得 出 方程 的 数值 解 。 
例 6-3 假设 离散 非 线性 系统 可 以 表示 为 
t 一 1) 十 1 一 2 
y() 一 1 十 2 -0 十 二 区 十 0 一 3) 二 0 人 
并 假设 输入 信号 为 正弦 输入 ut = sin(t， 采 样 周期 为 了 = 0.05， 试 求解 该 方程 的 数 
值 解 。 
求解 引入 一 个 存储 向 量 Wo0， 其 三 个 分 量 Wo2 和 203 分 别 表示 VE 一 3),Vt 一 2) 
和 tt 一 也 ,在 每 一 步 递 推 后 更 新 一 次 yo 向 量 。 这 样 ， 用 下 面 的 循环 结构 就 可 以 求解 
该 方程 ， 并 绘制 出 输入 信号 和 输出 信号 的 曲线 ,如 图 6-2 所 示 。 可 见 ， 在 正弦 信 号 激励 
下 ， 非 线性 系统 的 输出 会 产生 畸变 ,这 与 线性 系统 响应 是 不 同 的 。 
>> yO=zeros(1,3); T=0.05; t=0:T:4*rpi; U=Sin(tD) ; 
for 1i=1:1ength(t) 
y(i)=(y0(3) “2+1.1*y0(2))/(1+y0(3) “2+0.2*y0(2)+0.4*y0(1))+.，. 
0.1*u(i); yo=[y0(2:3)，y(Ci)]; 
end 


Plot('t,y,t)u) 




















图 6-2 非 线性 离散 系统 数值 解 曲线 


5imulink 下 提供 的 z 模块 可 以 产生 一 步 延迟 ， 即 由 8 一 m) 信号 可 以 得 出 延迟 
志 瑟 yt 一 有 一 了 这 样 可 以 搭建 出 如 图 6-3 所 示 的 仿真 框图 。 这 时 得 出 的 仿真 结果 与 
由 语句 得 出 的 结果 一 致 。 
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Constant 








图 6-3 ” 非 线性 离散 系统 的 Simulink 模型 (文件 名 : c6mnonl.md]) 


从 求解 过 程 看 ,似乎 用 Simulink 模型 求解 比 语句 求解 烦琐 得 多 , 这样 的 比较 
类 似 于 前 面 关 于 微分 方程 求解 。 然 而 Simulink 求解 更 能 适用 于 一 般 情 况 , 即 其 中 
含有 非 线性 模块 等 特殊 和 情况。 下面 给 出 的 问题 求解 方法 是 用 语句 难于 求解 的 ,但 
用 Simulink 方法 可 以 容易 求解 。 


6.2.4 _ 连续、 离散 混合 系统 的 仿真 方法 


连续 系统 由 微分 方程 表示 ， 而 离散 系统 由 差分 方程 表示 , 在 某 些 应 用 中 经 常 
会 遇 到 整个 系统 中 某 些 功能 由 连续 系统 描述 ， 另 一 些 功 能 由 离散 系统 描述 。 例 如 ， 
连续 受 控 对 象 的 计算 机 控制 就 是 常见 的 例子 ,其 控制 器 是 离散 的 。 如 果 不 借 助 工 
具 很 难 对 其 求解 ,我 们 可 以 借助 Simujink 对 混合 系统 进行 建 模 并 仿真 。 
例 6-4 考虑 例 5-41 中 给 出 的 计算 机 控制 系统 模型 ， 其 中 ,控制 器 模型 是 离散 模型 ， 采 
样 周期 为 工 秒 ，ZO 也 为 零 阶 保持 器 ， 而 受 控 对 象 模型 为 连续 模型 ， 试 对 这 样 的 连续 、 
离散 混合 系统 进行 仿真 分 析 。 
求解 由 Simulink 可 以 容易 地 绘制 出 整个 系统 的 仿真 框图 ， 如 图 6-4 所 示 。 该 模型 中 
使 用 了 几 个 变量 ，a, 了 , z1,， pl， 正 ， 其 中 前 两 个 参数 需要 用 户 给 定 ， 后 面 3 个 参数 需要 
由 控制 器 模型 计算 。 在 第 一 个 零 阶 保持 器 模块 中 ， 设 置 其 采样 周期 为 了 ,在 其 他 的 零 
阶 保持 器 和 离散 控制 器 模型 中 ,为 简单 起 见 ， 采 样 周期 均 可 以 填写 -1， 表 示 其 采样 周 
期 继承 其 输入 信号 的 采样 周期 ， 而 不 必 每 个 都 填写 为 了 。 

对 茶 受 控 对 象 Q = 0.1 来 说 ， 如 果 选 择 采 样 周期 为 了 = 0.2 秒 ， 则 可 以 用 下 面 的 
语句 绘制 出 系统 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 6-5 (a) 所 示 ， 其 中 使 用 阶梯 图 表示 输出 信号 的 采 
样 结果 。 

>> TIT=0.2; a=0.1; zl1=exp(-0.1*T); pl=exp(-T); K=(1-pt)/(C1-zt) ; 

[t,x,y]=sim('c6mcompc:,20); % 启动 仿真 过 程 ， 得 出 仿真 结果 
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有 






kK(z-zZ]) 
















Zero-OIrQqer 
Hold2 






Zero-Order Discrete Zero-Urder Zero-Pole 
Hold Zero- Pole Hold1 





图 6-4 计算 机 控制 系统 的 Simulink 表示 (文件 名 : c6mcompc.mdb) 








plot(t,y(:,2)); holda on;i stairs(t,y(:,1)) % 连续 、 离 散 输 出 


1.4 一 一 一 人 了 1.5 一 二 一 




















(a) 人 =0.2 秒 (bb 人 = 上 秒 


图 6-5 不 同 采样 周期 下 系统 的 阶 跃 响应 


考 政 更 大 的 采样 周期 了 三 1 秒 ,可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 系统 的 阶 路 响应 曲线 ， 
如 图 6-5 (b) 所 示 ， 可 见 在 采样 周期 较 大 时 ， 连 续 信 号 和 其 采样 信号 相差 很 大 。 
>> T=1; zl=exp(-0.1*T); P1=exp(-T); X=(1-pt)/(1-z1); % 控制 器 参数 
[t,x,y]=simkc6mcomnmpc: ,20); 4% 仿真 
plot(t:,y(:,2)); hold on; stairs( 人 ty(: 1)) 人 


6.3 ”离散 系统 的 辨识 


从 实测 的 系统 输入 输出 数据 或 其 他 数据 , 用 数值 的 手段 重 构 系 统 数 学 模型 的 
办 法 称 为 系统 辨识 。 在 实际 应 用 中 , 可 以 采用 许多 方法 从 给 定 的 系统 响应 数据 ， 如 
时 域 啊 应 中 的 输入 和 输出 数据 或 频 域 响应 的 频率 、 幅 值 与 相位 数据 等 拟 合 出 系统 
的 传递 函数 模型 , 但 由 于 这 样 的 拟 合 有 时 解 不 惟一 或 效果 较 差 ， 故 一 般 不 对 连续 
系统 数学 模型 进行 直接 辨识 ， 而 更 多 地 对 离散 系统 模型 进行 辨识 。 如 果 需 要 系统 
的 连续 模型 ， 则 可 以 通过 离散 模型 连续 化 的 方法 ,转换 出 系统 的 连续 模型 。 本 节 
侧重 介绍 离散 系统 的 辨识 方法 ， 并 给 出 通过 选择 有 效 的 M 序列 输入 信和 号 激励 系 
统 ,， 改 进 辨识 精 度 的 方法 ,还 将 介绍 辨识 模型 阶 次 选择 准则 和 基于 最 小 二 乘法 的 
递 推 辩 识 方法 。 
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间 


6.3.1 离散 系统 的 最 小 二 乘 辨 识 


考虑 式 (6-1-10) 中 给 出 的 ARX 差分 方程 模型 ， 如 果 在 方程 中 存在 误差 , 则 
它 对 应 的 差分 方程 可 以 扩展 为 


gy 提 十 aiy 直 一 1 十 aagy 址 一 2) 十 十 Qngy( 人 一 史 ) 


(6-3-1) 
一 Du 人 tt 一 二 十 bu 人 一 人 一 十 :十 bnuUt 一 dd 一 了 十 世 十 E( 吉 


其 中 < 的 ) 为 辨识 的 残 差 信号 ， 该 信号 为 白 噪 声 信 和 号 。 
假设 已 经 测 出 了 一 组 输入 信号 苹 = |u(1),v(2) ,ua 和 一 组 输出 信和 号 
2 三),V2) VC) 则 由 式 (6-3-1) 可 以 立即 写 出 


y() 三 一 al1V(0) 一 一 any(UL -7) 十 Du 一 dd 十 十 pu(2 一 一 g 十 E() 
y(2) 三 一 ay(1) 一 一 any(2 一 7 十 DuU2 一 中 十 十 mu(3 一 到 一 0) 十 E(2) 
yO0) = -oag0M-D -一 any(M- 风 二 Pa(M- 加 


十 :十 pn 二 -人 一 四 十 ECM) 


其 中 zy 直 和? 电 当 上 和 0 时 的 值 均 假设 为 零 。 上 述 方程 可 以 写成 筷 阵 形式 


一 节 9+e (6-3-2) 
其 中 
VD UL2 一 交 一 d 相 
而 _ 起 本 人 0 [6.3.3) 
JU 1) 1 uC -加 w+I mm 四 
0 = [一 ai 一 az 一 ab be 一 [ED) ,ECNO] (6-3-4) 


有 了 
为 使 得 残 差 的 平方 和 最 小 , 亦 即 zujn > ec?(i， 则 可 以 得 出 待定 参数 6 最 优 
估计 值 为 二 1 
0=[ 下 -15517 (6-3-5) 


因为 该 方法 是 以 对 残 差 的 平方 和 进行 最 小 化 而 求解 的 ， 故 这 样 的 方法 又 称 为 最 小 
二 乘法 。 





6.3 离散 系统 的 辩 识 


MATLAB 的 系统 辨识 工具 箱 中 提出 了 各 种 各 样 的 系统 辨识 函数 ,其 中 ARX 
模型 的 辨识 可 以 由 arx() 函数 加 以 实现 .如 果 已 知 输 入 信和 号 的 列 各 量 廊 ， 输 出 信 
号 的 列 向 量 y， 并 选 定 了 系统 的 分 子 多 项 式 阶 次 mm 一 1, 分母 多 项 式 阶 次 风 及 系 
统 的 纯 清 后 d， 则 可 以 通过 下 面 命令 辨识 出 系统 的 数学 模型 。 

=arx([y tt ，[m2 ,ra ,da] ) 
该 函数 将 直接 显示 辨识 的 结果 , 且 所 得 的 了 为 一 个 结构 体 , 其 全 . 吾 和 了 .4 分别 
表示 辨识 得 出 的 分 子 和 分 母 多 项 式 模型 ， 

MATLAB 的 系统 辨识 工具 箱 中 提供 了 -个 arx() 函数 ,可 以 直接 用 来 辨识 
式 (6-3-1) 中 的 数学 模型 , 这 里 将 通过 例子 来 介绍 离散 系统 的 辨识 问题 求解 方法 。 
例 6-5 假设 已 知 系统 的 实测 输入 与 输出 数据 如 表 6-1 所 示 ， 试 根据 这 些 数据 办 识 出 
系统 的 离散 传递 通 数 模型 。 
求解 假设 系统 分 子 和 分 母 阶 次 均 为 4， 则 可 以 根据 这 些 数据 辩 识 出 系统 的 传递 函数 
模型 。 首 先 将 系统 的 输入 输出 数据 输入 到 MAT],AB 的 工作 空间 ， 然 后 可 以 直接 调用 
arx() 也 数 辨识 出 系统 的 参数 。 


表 6-1 已 知 系统 的 输入 输出 数据 





























t az 人 区 2( 吉 ww 人 (t | Y( 

0 1.4601 0 16 | 14483 | 16411 1.056 11.871 
0.1 0.8849 0 1.7 14335 | 14.336 1.4454 13.857 
0.2 1.1854 8.7606 1.8 1.0282 | 15.746 1.0727 14.694 
0.3 1.0887 13.194 1.9 1.4149 18 118 1.0349 17.866 
0.4 1.413 17.41 2 0.7463 17 784 1.3769 17.654 
U.5 1.3096 17.636 2.1 0.9822 18.81 1.1201 16.639 
0.6 1.0651 18.763 2.2 1.3505 15.309 0.8621 17.107 
0.7 0.7148 18.53 2.3 0.7078 13.7 1.2377 16.537 
0.8 1.3571 17.041 2.4 (0.8111 14 818 1.3704 14.643 
0.9 1.0557 13.415 2.5 0.8622 13.235 0.7157 15.086 

1 1.1923 14.454 2.6 0.8589 12.299 1.245 16.806 
1.1 1.3335 14.59 2.7 1 183 11.6 1.0035 14.764 
1.2 1.4374 16.11 2.8 0.9177 11 607 1.3654 15.498 
1.3 1.2905 17.685 2.9 0859 | 41376( 1.1022 14.679 
1 .4 0.841 19.498 3 0.71292 1.2675 16.655 






1 .5 1.0245 19.594 34.| 1.2974 1.0431 16.03 





>> us=[tli.4601,0.8849,1.1854,1.0887,1.413,1.3096,1.0651,0.7148, ，，. 
1.3571,1.0557 ,1.1923,1.3335,1.4374,1.2905,0.841 ,1.0245 , ， 
1.4483 ,1.4335,1.0282,1.4149,0.7463 ,0.9822,1.3505,0.7078 ,,，,. 
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0.38111,0.8622,0.8589 ,1.183,0.9177 ,0.859,0.7122,1.2974，,..， 
1.056 ,1.4454,1.0727,1.0349,1.3769,1.1201,0.8621 ,1.2377,... 
1.3704,0.7157 ,1.245,1.0035 ,1.3654,1.1022,1.2675,1.0431] ，; 
y=[0,0,8.7606,13.1939,17.41,17.6361,18.7627,18.5296,17.0414,. .， 
t13.4154,14.4539 ,14.59,46.14104,17.6853 ,19.4981 ,19 .5935 ,. ,， 
16 .4106 ,14.3359,15.7463,18.1179,17.784,18.8104,15.3086 ,.. . 
13.7004,14.8178,13.2354,12.2993,11.6001,11.6074,13.7662,,... 
14.195 ,13.763,11.8713,13.8566 ,14.6944,17.8659 ,147.6543 ,. 
16.6386 ,17.1071,16.5373,14.643,15.0862 ,16.8058,14.7641,,.， 
15.4976 ,14.679 ,16.6552 ,16.6301]  ; 
t1=arx(Ly:uUj ,[4,4,1) 办 这 样 就 可 以 得 出 分 子 分 母 均 为 四 阶 的 传递 函数 
由 该 函数 得 出 的 结果 如 下 所 示 
Discrete-time IDPOLY model: A(Cq)ytt) = B(qd)ugt) + e(t) 
A(q) =1- qdq-1+0.25 q"-2+0.25 q"-3 - 0.125 q>-4 
B(q) = 4.83e-008 q`-1+ 6q` -2 -0.5999 q”-3 - 0.1196 q”-4 
Est1limateQ Using ARX 


Loss function 7.09262e-010 andq FPE 9.92966e-010 
SamplLing interval: 工 


由 显示 的 参数 可 知 系统 模型 为 


G(lz-- 4.83 x 10- yz 十 6z- 2 -0.5999z-?3 一 0.1196z-4 
1 一 z-1 十 0.25z-2 十 0.25z-3 二 0.1252=4 


4. 5 x 10-5z 十 6z2 - 0.5999z - 0.1196 
一 


天 上 上 过 的 基 要是 让 的 2 17 区 宙 入 于 和 下风 As 
者 还 是 很 相近 的 。 另 外 ， 用 系统 响应 数据 是 不 能 办 识 出 系统 的 采样 周期 的 ， 故 上 述 系 
统 采样 周期 为 1 的 信息 是 不 确切 的 。 系 统 采样 周期 需要 用 表 6-1 中 给 出 的 时 间 信 息 来 
确定 。 比 较 正 规 的 瓣 识 方法 是 ,用 iddata() 函数 处 理 闪 识 用 数据 ， 再 用 tf() 朋 数 提 
取 系 统 的 传递 函数 模型 


亦 即 丈 (z) 三 


所 


>> U=iddata(y,u,0.1); 人 0.1 为 采样 周期 
T=arx(U, [4,4,1]); % 系统 办 识 
H=tf(T); G=H(1) 将 办 识 结 果 转 换 成 离散 传递 函数 模型 
从 而 得 出 系统 的 传道 表 才 模型 为 G(z) = 全 和 20 二 二 0 一 03099“ 一 1190 
直接 用 tf() 函数 转换 出 来 的 传递 函数 模型 是 双 输 入 传递 函数 短 阵 ， 其 第 一 个 传 





所 





6.3 离散 系统 的 辨识 


人 


递 函 数 是 所 需要 的 传递 表 数 ， 第 2 个 是 从 误差 信号 <() 到 输出 信号 的 传递 函数 ， 这 里 
可 以 忽略 掉 。 

其 实 车 不 直接 使 用 系统 准 识 工具 箱 中 的 arx() 函数 ， 也 可 以 立即 用 式 (6-3-3) 和 
式 (6-3-5) 直接 办 识 系统 的 模型 参数 


>> Phi=[[oiy(Ct:end-1)] [0;0;y(1:end-2)] ，..， 
fo;0;0; y(1i:end-3)] [0;0;0;0;y(C1:end-4)] ，... 
[oiu(Ct:end-1)] [o;0iukGl:end-2)]，.，. 
[0;0;0; uCi:end-3)] [0;0;0;0;u(l:end-4)]];，Y 建立 更 
theta=PhiNy % 准 识 出 结果 ， 其 中 更 \ 即 可 求 出 最 小 二 乘 解 


这 时 可 以 办 识 结果 向 量 为 8 = |1.-0.25.-0.25,0.125, 0,6, -0.5999, --0.1196 ] 工 由 该 
向 量 可 以 改写 成 

>> Gd=tf(theta(5:8):，[1 ， -theta(1:4) ]， Ts ,0.1) % 重建 传递 函 数 模型 
一 5.824 x 10- 2 +62z2 -- 0.5999z - 0.1196 

24 -- 23 十 0.25z2 十 0.25z 一 0.125 





从 而 办 识 出 系统 模型 为 C(z) 三 


6.3.2 ”辨识 模型 的 阶 次 选择 


从 前 面 介 绍 的 辨识 函数 可 以 看 出 ， 考 给 出 了 系统 的 阶 次 ， 则 可 以 得 出 系统 
的 辨识 模型 。 但 如 何 较 好 地 选择 一 个 合适 的 模型 阶 次 昵 ? AIC 准则 (Akaike's 
information criterion) 是 一 种 实用 的 判定 模型 阶 次 的 准则 ,其 定义 为 23 

AM7 


1 大 
IC = )O)e (; -一 -3- 
AIC ee 方 > eg)e 0 9) 上 (6-3-6) 


式 中 A7 为 实测 数据 的 组 数 ，6 为 待 辨识 参数 向 量 , 友 为 需要 辨识 的 参数 个 数 。 可 
以 用 NIATLAB 图 数 v=aic( 互 ) 来 计算 辨识 模型 五 的 AIC 准则 的 值 v， 其 中 
妃 是 由 arx() 图 数 直 接 得 出 的 idpoly 对 象 。 若 计算 出 的 AIC 较 小 , 例如 小 于 
--20， 则 该 误差 可 能 对 应 于 损失 函数 的 10 -1 级 别 , 则 这 时 mm, ad 可 以 看 成 是 系 
统合 适 的 阶 次 。 

例 6-6 再 考虑 例 6-5 中 的 系统 办 识 问题 ， 试 选择 合适 的 系统 阶 次 。 

求解 由 表 6-1 中 给 出 的 实际 数据 可 见 ， 在 输入 信号 作用 下 , 输出 在 第 3 步 就 可 以 得 出 
非 零 的 值 ， 所 以 延迟 的 值 中 不 应 该 超过 2。 这 样 只 需 探讨 qd 一 0,1,2 几 种 情况 ,而 在 每 

一 种 情况 下 ， 可 以 用 循环 语 折 尝试 各 种 准则 的 值 ， 得 出 表 6-2 


>> U=iddata(y,u,0.1); %0O1 为 采样 周期 
for Ph=1:7，for m=] :7 
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有 


T=arx(U, [n,m,0]); TAicOGn,m)=aic(T) ; 
T=arx(U, [nm,1]);i TAicl(n,m)=aic(T) ; 
T=arx(U, [np,m,2]); TAic2(n,m)=aic(T) ; 


end ，ena 


表 6-2 不 同 阶 次 组 合 下 的 AIC 准则 值 





延迟 步 数 为 了 = 0 


1.3487 一 0.23458 一 0.63291 
1.2382 一 2.0995 一 2.3513 
1.0427 一 2.8743 一 3.4523 


1.0223 -一 7.8505 一 10.504 

1.0079 一 10.025 一 13.396 

1.0293 一 13.658 一 18.931 
0.98503 一 16.607 一 20.701 

延迟 步 数 为 马 一 1 

--0.66303 | 一 1.0494 
一 2.3685 一 4.9326 
一 3.4758 一 5.4795 
一 10.53 一 20.733 
一 13.406 一 20.971 
一 18.965 一 20.982 
一 20.7387 | --21.0160 


~- 人 Ci 二 |3 








一 0.25541 
一 2.1263 
一 2.8886 
一 7.8839 
一 10.034 
一 13.694 
一 16.6423 





一 1.57 
一 5.2359 
一 5.6407 
一 20.973 
一 21.002 
一 21.037 
一 2 人 1.0324 


一 2.6414 
一 了 .4658 
一 7.7744 
一 20.984 
一 21.037 
一 21.148 
一 人 .1105 












































~ 号 





延迟 步 数 为 马 一 2 

1 | -0.29215 | -0.70464 | 一 1.0849 一 1.6057 一 2.6827 一 3.415 

2 一 2.1672 一 2.4101 一 4.9737 一 5.2763 一 7.477 一 7.7083 
3 一 2.929 -3.5109 一 5.5163 一 5.6663 一 7.8124 一 7.9722 
4 | -7.9075 一 10.57 一 20.775 一 21.013 一 21.026 一 21.015 
5 一 10.07 一 13.438 一 21.011 一 21.036 一 21.079 一 21.077 
6 一 13.71 --18.991 一 21.023 一 21.078 一 21.184 一 21.149 
7 | -16.6792 | 一 20.7794 | -21.0574 | -21.0736 | -21.1488 | -21.1444 


表 中 , 将 AIC 值 低 于 -20 的 组 合 全 部 用 阴影 表示 。 对 三 种 d 的 组 合 , 可 


(4 和 蕊 和 (43,2) 均 是 合适 的 阶 次 选择 ， 它 们 分 别 对 应 的 模型 为 


吾 2 ) 一 
45.0 (2 ) ] 一 2 十 0.25z-2 十 0.25z-3 一 0.125z=-4 


”483x10- 2 十 6z-2? - 0.5999z-3 -- 0.1196z-4 


万 -1 
441 (2 ) 上 一 z 开 十 0.25z-2 -0.25z-3 -0.125z-4 














































一 3.4085 
一 了 .6678 
一 7.9316 
一 20.9737 
一 人 .0356 
一 人 .1105 
一 人 .TI115 


一 3.5863 
一 10.2034 
一 10.5894 
一 20.9850 
一 21.0617 
一 21.1646 
一 21.1393 


见 (4,5,0)， 


一 2.114x10-” 十 3.09x10-6z-1 十 6z-2 一 0.5999z-30.1196>=-4 
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玖 -1 一 6z-? 一 0.5999z 3 - 0.1196z 
4.3.2 (z 】 >-1+025z-2 十 (25z-3 一 0.1252> 一 4 


著 选 择 (5,5,0) 阶 次 组 合 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 辨识 模型 

Bass5ol(z-)= - - -一 

从 得 出 的 结果 看 ， 分 母 上 相当 于 加 了 一 个 很 小 的 z” 项， 其 他 项 的 参数 与 
他 501(z71) 的 分 母 差不多 ， 所 以 在 实际 准 识 中 没有 必要 选择 一 个 高 的 阶 次 。 事 实 
上 ，85550(z 1) 的 AIC 值 和 BE45o(2 1) 相 比 没有 显著 改善 , 所 以 应 该 采用 一 个 较 低 
的 阶 次 组 合 。 


6.3.3 ”离散 系统 辨识 信号 的 生成 


从 前 面 给 出 的 例子 可 以 看 出 ,辨识 信号 产生 的 方式 是 : 先 产 生 一 组 48 个 输入 
信和 号, 用 该 信和 号 激励 岂 始 的 传递 函数 模型 ， 则 可 以 得 出 输出 信和 号。 利用 这 些 信和 号 
进行 辨识 ， 就 可 以 辨识 出 系统 的 离散 传递 机 数 模型 。 然 而 ,这 样 辨识 的 结果 有 一 
定 的 候 差 。 

伪 随 机 二 进 制 序列 (pseudo-random bjnary sequence, PRBS) 信和 号 是 用 于 线 
性 系统 辨识 的 很 重要 一 类 信和 号， 以 后 将 演示 PRBS 信和 号 在 辨识 中 的 应 用 。PRBS 
信号 的 生成 方式 较 特 殊 ,， 可 以 按照 图 6-6 中 移 位 寄存 器 的 方式 生成 ,每 一 个 时 钟 
脉 名 进 行 一 步 癌 右 移 位 。 左 面 第 一 个 寄存 器 ci 的 值 由 ck 和 cv, 的 “和 ”更 新 ， 即 
ci 一 外 由 cns 奉 ck cn 相同 , 则 和 为 4, 相 异 则 和 为 1。 如 果 想 避免 逻辑 运算 ， 可 
以 将 ci 表示 成 ck + cn 的 模 二 余数 。 这 里 随 着 寄存 器 个 数 7” 的 不 同 ，cx 的 选择 也 
不 同 ， 具体 选择 可 以 参考 表 6-3。 











表 6-3 PRBS 信号 的 寄存 器 表 




















天 客 存 器 c 
hh- 一 一 - 1 或 3 
| 5 2 或 3 
可 中 
| 7 1 
1 时 钟 脉冲 R (2.3,4) 或 (4.5.6] 
g 4 或 5 


JP 


图 6-6 PRBS 信和 号 生成 的 移 位 寄存 器 表示 10 
例 6-7 试 选择 4 个 寄存 器 生成 PRBS 信号 。 
求解 可 以 令 ci,ca,ca:cd 寄存 器 的 初 值 均 为 1， 且 选 愉 一 3， 则 这 样 由 下 面 的 语句 即 
可 以 生成 15 位 的 PRBS 信号 ， 如 图 6-7 (a) 所 示 。 

>> M=ftLt 1 1 匡 ) c=Mi KK=3; n=4; 
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二 


for i=1:12，cl=remn(c(k)+c(n),2)，c=[clt,cGt:n-l)]; M=[LM,c1] end 
stairs(M) ，ylim([-0.2,1.2]) 








FF 全 人 全 一 一 T T 四 本 




















1 __ 一 。， _. __. 
8 1 12 14 16 20 25 


四 初 值 c 011 ob) 初 值 c -- DO 
图 6.7 PRBS 信和 号 波形 图 
若 寄存 器 的 参数 值 不 是 c = [1.1,1， 也 可 以 用 下 面 语 名 生成 所 需 的 PRBS 信 
下， 如 图 6-7 (b) 所 示 。 可 见 ， 图 6-7 (al) 的 信号 是 该 信号 的 一 个 部 分 。 由 下 面 语 自 可 以 
生成 周期 为 16 的 更 多 输入 序列 值 ， 如 图 6-7 (b) 所 示 。 
>> M=[0 0 1 菇 ; c=M;，，k=3; n=4; 
for i=1:20，cl=rem(c(k)+c(n),2); c=[cl,c(1:n-1)]，M=[M,cti] ，end 
stairs(M) ，ylim([-0.2,1.2]) 
利用 系统 辨识 工具 箱 中 的 辨识 信号 生成 函数 w=idinput(N,，prbs') 也 可 
以 生成 PRBS 信号, 其 中 序列 长 记 N = 2" - 1, 7 为 整数 。 本 节 将 通过 例子 演示 
PRBS 信号 的 生成 及 其 在 系统 辨识 中 的 应 用 。 
例 6-8 试 生 成 周期 为 63 的 PRBS 时 间 序 列 并 绘制 其 图 形 。 
求解 若 想 生 成 一 组 63 个 点 的 数据 ， 则 可 以 通过 如 下 的 命令 直接 产生 


0 了 


>> U=idinput(63, "PRBS:'); t=[0:.1:6.2]:; / 产生 PRBS 序列 
stairgku) ，Xlimn(C[0,63])，ylim(C[-1.1 1. 菇 ) %PRBS 曲线 


得 出 的 输入 信号 如 图 6-8 所 示 。 注 意 ， 这 时 PRBS 曲线 不 能 用 plot() 函数 绘制 。 
例 6-9 利用 长 度 为 31 的 PRBS 输入 信号 就 可 以 按照 例 2.37 中 的 方法 计算 出 输出 信 
号 ， 试 比较 办 识 效 果 。 
求解 由 这 样 的 输入 、 输 出 数据 可 以 直接 办 识 出 系统 的 离散 传递 末 数 模型 
>> num=[6 -0.6 -0.12];， den=[1 -1 0.25 0.25 -0.125] ， 
G=tftf (num ,den, Ts: ,0.1); 
y=lsimkG,ut); % 由 离散 系统 模型 计算 系统 的 输出 信号 
y=1e-4*xLround(1e4*ry) ; 4 保留 小 数 点 后 4 位 
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一 -省 一 | 上 --- _ 一 -上 L- -一 - - -一 上 机 一 .- 
0 10 20 30 40 0 60 


图 6-8& PRBS 序列 


Ti=arx([y,u,[4 4 1]) % 装 识 系统 模型 ， 注 意 看 后 面 说 明 


一 2.828 x 10- 2 十 6z 一 0.6z 一 0.12 
于 下 和 万世 0353 01 曾 ， 系 红 关 识 误 疼 


得 出 系统 的 办 识 模型 为 G(z) 三 
达到 10-30 左右 。 

可 以 看 出 ， 这 样 得 出 的 系统 传递 函数 模型 与 原始 系统 的 模型 完全 一 致 。 从 这 个 例 
子 可 以 看 出 ， 虽 然 采用 的 输入 、 输 出 组 数 比 例 6-5 中 少 , 但 辨识 的 精度 却 大 大 高 于 该 
例 中 的 结果 ,这 就 是 选择 了 PRBS 信号 作为 辨识 输入 信号 的 媒 故 。 

连续 系统 辨识 也 存在 各 种 各 样 的 算法 , 例如 Levy 提出 的 基于 频 域 啊 应 拟 合 
的 辨识 方法 外 ,但 由 于 频 域 响应 拟 合 的 非 惟 -性 . 有 时 辨识 结果 不 是 很 理想 剖 
所 以 可 以 采用 间接 的 方法 ,首先 辨 识 出 离散 传递 永 数 模型 ， 然 后 用 连续 化 的 方法 
再 转化 成 所 需 的 连续 系统 传递 函数 模型 。 

也 全 
例 6-10 假设 系统 的 传递 ] ; 8] -= 
假设 系统 的 传递 瑶 数 模 型 为 C(s】 本 和 人 PC 让 并 假设 系 

统 的 乘 样 周期 为 了 = 0.1 秒 ， 试 用 PRBS 信和 号 号 和 正 纺 信号 分 别 激 励 系 统 ， 得 出 输入 输 
出 数据 ,并 依照 数据 办 识 系 统 模型 ， 试 比较 办 识 效果 。 
求解 用 PRBS 信号 激励 该 系统 模型 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 计算 出 系统 的 输出 信号 








>> G=tfi[l,7,11,5],[1,7,21,37,30]); % 原始 系统 模型 
t=[0:.2:6]，; us=idinput(31,，PRBS); 4% 生成 PRBS 信和 汪 
y=lsim(G,u't); 4% 计算 系统 输出 信号 
U=arx([y ul,f44 菇 ); % 办 识 离散 系统 传递 永 数 模型 
G1=tf(O) ，G1=G1(i):， G1.Ts=0.2; G2=dq2c(Gi) y 连续 化 


_ 己 2 
这 样 可 以 精确 地 辨识 出 系统 的 传递 函数 模型 为 Cle) 3 十 人 3 十 1 s+5 
s4 7s3 十 21s2 二 37s 上 二 30 


可 见 ， 这 样 得 出 的 办 识 模 型 精度 还 是 较 高 的 。 如 果 不 采 用 了 PRBS 信号 作为 输入 ， 
而 采用 81 个 点 的 正弦 信号 ， 则 仍然 可 以 辨识 出 系统 的 离散 模型 ,并 经 过 连续 化 得 出 如 
下 的 结果 
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>> t=[f0:.1:8]，; u=sin(t); % 生成 正弦 输入 信号 
y=Jlsim(G,u,t); % 计算 系统 输出 信号 
U=arx([y u,[44 菇 ); 办 识 离散 系统 传递 沁 数 模型 
Gl=tf(U)，G1=G1(1) ;，G1.Ts=0.1; G2=d2c(G1) Y 连续 化 


0.0136153 -- 0.067935“ 十 9.897s 一 2.564 
va 3 吾 晤 和 j 昌 -- 
这 样 可 以 办 识 出 系统 的 模型 为 Cs) 5 


肥 然 使 用 正弦 信号 的 仿真 点 更 多 了 ,但 由 于 未 采用 有 效 的 输入 激励 信号 ， 所 以 得 
出 了 不 准确 的 辨识 结果 。 从 这 个 例子 可 以 看 出 PRBS 信号 在 线性 系统 办 识 中 还 是 很 
重要 的 。 


6.3.4 离散 系统 的 递 推 辨识 


如 果 采 用 前 面 的 离散 系统 辨识 方法 ， 则 需要 首先 进行 输入 、 输 出 数据 采集 ， 
然后 构造 矩阵 方程 ， 并 求解 该 方程 从 而 -- 次 性 地 辨识 出 系统 的 参数 。 显 然 ， 这 
样 一 次 性 的 辨识 方法 不 适合 于 实时 控制 的 需要 。 在 实时 控制 中 辨识 问题 经 常 
采用 递 推 最 小 二 乘 算 法 来 解决 。 假 设 已 知 实测 系统 的 输入 输出 值 及 其 以 往 值 
abDautt ,gb 1 … 则 可 以 通过 这 些 数据 用 递 推 的 方法 辨识 出 
系统 的 数学 模型 ， 该 递 推 辨识 算法 的 步骤 如 下 。 

@ 选 定 线性 系统 的 离散 差分 方程 


(tt 十 1 十 aa 十 十 an 人 一 寻 十 二 








(6-3-7) 
一 OU 人 一 加 十 pu 一 dd 一直 二 十 DUE 一 dd 一 冯 十 1 
系统 对 应 的 离散 传递 函数 模型 为 
站 十 bz 十 .十 六 2 
(7 1 一 ~- -2 只 
了 (63-8) 


其 中 m 一 nm 分 别 为 分 子 和 分 母 多 项 式 阶 次 ，d 为 时 间 延 迟 步 数 ， 这 些 数 
值 应 该 为 事先 选 定 的 。 系 统 辩 识 的 目的 是 通过 输入 和 输出 数据 及 其 以 往 值 
佑 计 出 系统 的 参数 al ,ds 太 ,br ， 则 可 以 定义 出 待 辨识 的 参数 向 
量 为 

8 一 [aan bp (6-3-9) 


@ 选择 递 推 状 识 参数 初 值 60 和 加 权 乞 阵 妃 (0)。 一 般 情 况 下 可 以 选择 加 权 矩 
阵 的 初 值 为 已 (0) = a27,， 其 中 a 可 以 取 很 大 的 常数 回 , 是 了 为 单位 矩阵 。 
@) 定义 输入 输出 数据 向 量 


W (iT) 一 [一 一 V(tn])， UL 人 td UV 二 qd 一 mm 二)] (6-3-10) 





6.3 离散 系统 的 瓣 识 


刘 


@ 轩 由 下 面 的 递 推 式 子 可 以 实时 地 辨识 出 系统 模型 的 参数 





己 (Ow( 上 1) 
用 人 革 十 1) 一 入 二 MWpTUL 十 了 已 (人 十 了 (63 1) 
PUHD = >[PO-KU+DG+DPOG 63.12) 


ed = e+KGED[otD-wG+Ded (6-3-13] 


其 中 五 仁 十 J) 为 中 间 变 量 ， 和 称 为 遗 穆 因子 , 且 0 < 入 乞 1, 其 值 表示 对 
过 去 数据 的 记忆 程度 。 若 入 = 1 则 表示 同等 处 理 以 往 数据 。 
@) 设 上 = 上 十 1,， 则 转 问 步骤 @ 进 行 下 一 步 辨识 , 用 这 样 的 方法 可 以 全 程 动态 
地 对 系统 进行 参数 辨识 。 
土 述 的 算法 可 以 用 MATLAB 语言 简单 地 实现 , 但 考虑 到 该 方法 主要 用 于 在 
线 控 制 ， 更 适合 用 Simujlink 中 的 S$- 函 数 形 式 设计 成 模块 。 
首先 分 析 系 统 辩 识 模块 所 需 的 输入 信号 和 输出 信和 号。 系统 辨 识 需要 已 知 待 
辩 识 系统 的 输入 信号 _( 志 和 输出 信号 y(f)， 可 以 将 其 作为 模块 的 输入 信号， 记 
2 人 四 = [ 攻 坟 ,3 人 0] 模块 的 输出 信号 应 该 为 系统 的 参数 向 量 6( 昌 。 再 比较 辨识 算 
法 , 式 (6-3-10) 要 求 已 知 (四 ,yb 和 其 以 往 值 ， 故 需要 按照 图 6-9 中 给 出 的 形式 
搭建 办 识 模块 , 由 单 步 延迟 环节 求 出 v(b 和 y 坟 前 几 个 时 刻 的 值 。 


Ce (z-zerostdD) 加 四 四 局 四 下 
elay 


Delay1l Delay2 了 elay3 Delay4 


生生 秋生 


(1 
> : theta 
identifer 


笃 和 在 生 不 条 在 生 


一 
下 


C2 7 - - - 
7G z Z z 1 Zz 
Delay5 Delaye6 Delayy Dejaykg 也 elay9 


图 6-9 最 小 二 乘 递 推荐 识 Sitmnulink 模块 框图 

在 wb) 信号 的 后 面 还 加 了 一 个 可 变 延迟 的 模块 , 用 以 实现 输入 信号 ui) 的 
纯 延 迟 , 即 ult - gd, 这 样 , 用 给 出 的 各 个 延迟 环节 可 以 获得 2 人 一 四 (人 一 
dd 一 5).7( 蚊 0 直 一 5) 信 导 , 所 构造 出 模块 的 阶 次 不 能 超过 五 阶 ， 其 实 这 对 
实际 系统 来 说 应 该 足够 了 。 有 了 这 些 信号 ， 就 可 以 定义 S- 函 数 的 输入 信号 了 ， 可 
以 将 其 信和 叶 定 义 为 厅 伯 = 芭 作 一 四 Nu 一 和 一 5))9 人 (9 ,yy 仁 一 5)]， 亦 
即 有 12 路 输入 信和 号。 需要 辨识 的 参数 为 式 (6-3-9) 中 定义 的 9， 故 输出 的 路 数 为 
刀 .十 7 十 1。 其 实 整 个 模块 的 输出 信号 亦 为 9。 
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是 


由 于 本 模块 中 所 有 信和 号 均 为 离散 的 ， 所 以 不 存在 连续 状态 变量 。 再 分 析 
式 (6-3-11)、 式 (6-3-12) 和 式 (6-3-13) 中 给 出 的 离散 状态 更 新 表达 式 。 从 给 
出 的 表达 式 可 见 ,， 玫 人 十 1) 的 值 和 天 人 无 关 ， 故 该 变量 为 中 间 变 量 ， 而 不 
是 状态 变量 , 而 PLt+1) 和 6 二 1) 都 应 该 选择 为 状态 变量 ,， 令 状态 变量 向 量 
zl = 0(t+l), za = 古 (t1, 则 可 见 该 系统 应 该 有 状态 变量 (r 十 mm 十 DJ(r 十 mm 十 2) 
个 。 构 造 出 状态 变量 zT = [zi, zz ,这样 可 以 写 出 如 下 的 S- 函 数 来 描述 该 模块 。 


function [sys ,Xx0,str,ts]=Trl18_ident(t,Xuy,flag,m,n,PO,1Lam) 
SWitch fLag， 
case 0% 初始 化 
[sys,xo,str,ts] = mdlInitializeSizes(m,n,PO) ; 
case 2 / 离散 状态 更 新 
sSyS=mndl1UpPdate(t,x,u,m,Dn, Lam) ; 
case 3 Y 计算 输出 量 , 亦 即 控 制 率 和 权 值 
sys=x(1:n+tmt+tl); % 前 AM =m +m+1 个 状态 为 参数 向 量 6 
case {1，4，9}，sys = 门 ; % 未 定义 的 flag 值 
otherwise，error(['Unhandled flag = :,num2str(flag)]); 
enaQ ; 
% 初始 化 程序 
function [sys,x0,str,ts]j = mdlInitializeSizes(m,n,PO) 
sizes = Simsizes; Y 读 入 系统 变量 的 默认 值 
sizes.NumContStates = 0; %y 没有 连续 状态 
sizes.NumnDiscStates = (IT+m+1)*(Tr+mn+2); Y 参数 及 三 矩阵 参数 
sizes.Num0Outputs=n+m+l; % 设置 +mm 二 1 路 输出 , 即 受 控 对 象 待 辨 识 参 数 
sizes,.NumInputs = 12; % 设置 12 路 输入 ， 输 入 、 输 出 信号 及 其 以 往 值 
sizes.DirFeedthrough = 0; 4% 输入 信号 直接 不 在 输出 中 反映 出 来 
sizes.NumSampleTimes = 1; Y 单 采 样 速率 系统 
sys = simsizes(sizes); % 设置 系统 模型 变量 
x0 = [zeros(n+m+l,1); P0(:)]; 初始 状态 变量 ( 权 值 ) ， 设 置 成 随机 数 
stTr = []; ts= [-10];% 继承 和 输入 信号 的 采样 周期 
% ”离散 状态 更 新 函数 
function SyS = mdlUPdqate(t,Xx,u, Dam) 
psi=[-~u(8:n+7); (2:2+m)] ; PN=reshape(x(n+m+2:end) ,n+mn+l ,n+m+l) ; 
K=PN*Ppsi/(《Lam+psj7*PNr*psi);i PN=(PN-K*psi2*xPN)VLam; 
sysS=[Lx(Cl1:n+m+t)+K*(u7)-psi*x(1:n+n+l)); PNC:)]|; 


例 6-11 假设 已 知 系统 采样 周期 为 了 = 0.05 秒 ， 且 受 控 对 象 模型 为 分 段 画 数 ， 其 前 


100 个 采样 周期 的 模型 为 Fi(z) = 厂 二 二 1， 而 其 后 的 模型 变化 为 zz(2 = 
0.72z 十 0.6 


5505， 试用 递 推 的 方法 办 识 系统 的 模型 参数 。 
求解 可 以 由 分 段 函 数 的 形式 搭建 受 控 对 象 模 型 ， 其 中 用 一 个 开关 来 表示 两 个 分 段子 
模型 的 条 件 。 由 该 系统 的 输入 输出 信号 可 以 驱动 一 个 递 推 状 识 模块 ， 则 该 系统 参数 辨 
识 的 仿真 模型 由 图 6-10 给 出 。 
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切换 条 件 
图 6-10 分 段 受 控 对 象 模型 的 辨识 框图 (文件 名 : c6mid1.mqdl) 


令 该 模块 a = 1000,， 和 = 1,， 并 设 定 =17 = 2d=0， 参数 的 初 值 为 零 向 量 ， 
启动 仿真 过 程 ， 则 可 以 得 出 系统 的 办 识 结 果 ,. 如 图 6-11 (aj 所 示 。 


















































人 > 加 _ 
0 - 
15 15| 1.5 
0 5 10 15 0 10 15 0 10 15 
(a) 一] 中 入 -08 四 -05， 


图 6-11 分 段 党 控 对 象 模型 的 参数 辨识 结果 ， 


由 办 识 结果 可 见 ， 初 始 认 识 结果 是 理想 的 ， 办 识 参 数 可 以 立即 收 化 到 真 值 ， 然 而 
在 模型 发 生 突 变 后 ， 由 于 前 一 个 模型 的 输入 、 输 出 数据 一 直 对 系统 办 识 的 结果 有 影响 
所 以 模型 的 真 值 就 不 能 准确 辨识 出 来 了 。 考 虑 到 遗忘 因子 入 的 作用 ， 如果 选择 一 个 
于 1 的 数值 ， 则 前 一 个 模型 的 影响 会 逐渐 消失 ， 有 助 于 办 识 从 准确 的 参数 。 图 6-11 (b) 
和 (c) 分 别 给 出 了 入 =0.8 和 和 =0.5 时 的 系统 参数 ， 可 见 ， 这 样 得 出 的 闪 识 结果 在 模 
型 突变 后 仍 能 很 快 闪 识 出 所 需 参 数 。 

考虑 到 办 识 参 数 波动 的 影响 ,遗忘 因 子 入 的 值 不 宜 过 小 。 


6.3.5 带 有 有 色 了 噪声 的 离散 系统 辨识 方法 


式 (6-3-1) 中 曾经 假设 若 噪 声 信号 =(b 为 白 噪 声 信号 ， 则 对 应 的 差分 方程 称 
为 ARX 模型 。 对 该 模型 辩 识 出 4(z 一 ) 和 刀 (z-5) 两 个 多 项 式 即 可 。 然 而 如 果品 
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下 


声 信号 es 人 0) 不 是 白 噪 声 信 号 ， 这 样 的 模型 应 该 属于 ARMX 模型 ， 所 以 除了 辨识 
出 4(z- 届 和 吾 (z-) 两 个 多 项 趟 外 , 还 需要 C(z 一 ) 多 项 式 。 

在 式 (6-3-2) 给 出 的 算法 中 , 由 于 y(b 和 v(b 是 可 测 信号 ,可 以 容易 地 构造 
惠 (t 矩阵 ， 再 通过 最 小 二 乘法 辨识 出 系统 的 模型 参数 。 而 对 ARMAX 模型 来 说 ， 
由 于 和 白 噪 声 信 和 号 s( 罗 是 不 可 测 的 , 所 以 不 能 用 前 面 的 方法 辨识 C(z-1) 多 项 式 ,， 只 
能 采用 新 的 方法 。 

采用 MATLAB 系统 辨识 工具 箱 中 给 出 的 armax() 函数 则 可 以 直接 辨识 
ARMAX 系统 的 数学 模型 。 该 函数 的 调用 格式 很 直观 

五 =armax([?2,U] , [ma ,dg]) 

其 中 忌 的 定义 和 前 面 一 致 ， 表示 系统 的 输入 输出 信号 实测 值 , mmm, K 分 别 为 
多 项 式 4(z- 10) 瑟 (z) 和 CUz 一 ) 的 预期 阶 次 , g 为 系统 的 延迟 时 间 。 和 ARX 系 
统 辨识 相似 ,者 选择 了 这 几 个 参数 ,， 则 可 以 直接 得 出 系统 的 辨识 模型 万 。 这 里 得 
出 的 互 是 辨识 模型 对 象 ， 其 中 包括 这 几 个 多 项 式 的 信息 和 其 他 信息 ， 可 以 通过 
tf() 函数 提取 具体 的 模型 参数 。 
例 6-12 假设 某 系 统 的 输入 和 输出 数据 由 表 6-4 给 出 ， 试 准 识 系统 的 ARMAX 模型 。 


表 6-4 实验 输入 输出 数据 





Li Vi 2 
一 1 一 1.0792 一 1.1398 一 1.0962 
一 1 一 1.0433 一 0.82783 一 0.81099 0.75915 
一 上 一 1.0493 1 .727 一 0.77641 1.1644 
一 1 一 0.7582 一 .1212 1.2003 0.55121 
一 1 一 0.90227 一 1.066 0.97471 一 0.8946 
一 1 一 0.96759 一 0.68287 0.38602 一 0.99165 
一 0.71735 0.88435 一 1.2276 1.4171 
一 1 1.1856 一 0.88707 1.0991 0.84192 
1 一 1.0971 一 0.93207 一 1.03116 0.77319 
一 1 1.031 1.1745 一 1.2223 0.96745 
T 一 0.92971 一 1.0416 一 0.60889 一 1.2756 
一 0.87743 1.1169 一 1.1249 夺 .1331 
一 ] 一 0.79738 0.85354 .3905 0.97928 
工 一 .2235 1.3582 U.73242 0.74469 
1 1.5932 1.258 一 1.0738 0.92557 


一 】 .08265 


求解 仿照 前 面 的 闪 识 例子 ， 可 以 选择 不 同 的 阶 次 组 合 。 对 本 例 来 说 ， 如 果 选 择 
及 三公 三 28 三 4 三 1 ， 则 可 以 得 到 理想 的 辨识 结果 。 在 MATLAB 工作 空间 中 首先 输 


U.880TS 





1.0923 
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和 


入 表 中 的 输入 、 输 出 数据 ,， 则 调用 办 识 函 数 可 以 直接 得 出 办 识 结果 。 
>> fr=[-1; -1; -1， -1;， -1;， -1 1 -1 1 -1; 1 -1 -1 1 1 -| 
-1; 1;， -1; -1 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 一 | 
-41，-1;， 1 1 1 -1 1，-14; -1 -1 -1 1 1 一 1) 1 -1 寺 ; 
1 1 -1 -1 11 13 -111 1 1 1 二; 
y=[0; -1.0433; -1.0493; -0.7582; -0.9023;j -0.9676; -0.7174; 
1.1856; -1.0971; 1.031; -0.9297j 0.87174; -0.7974; -1.2235 ; 
1.5932; 0.6827; -1.0792; -0.8278; 1.1727; -1.1212; -1.066 ; 
-0.6829; 0.8844; -0.8871; -0.9321; 1.1745; -1.0416; 1.1169 ; 
0.8535; -1.3582; 1.258; 0.8802; -tt.1398; -0.811; -0.7764; 
1.2003; 0.9747; 0.886; -tt.2276;j 1.0991; -1.0116; -1 .2223 ; 
-0.6089;， -1.1249; 1.3905， 0.7324，-1.0738; 1.0923，-1.0962， 
0.7592; 1.1644; 0.5512; -0.8946; -0.9917; 1.4171; 0.8419 ; 
0.7732; 0.9675; -1.2756;j 1.1331; 0.9793; 0.7447;j 0.9256] ; 
U=iddata(y,rY,0.05); H=armax(U,[2 2 1 菇 );， GG=tf(H) ; 
Gla=GG(1) ，G2a=GG(2) 
yl1=Jsim(CGta,r,t);i plot(Ct, yt yl1，: :) 
这 时 得 出 的 ARMX 办 识 结果 为 





B(z) 1011z 十 0.8082 C(z) 0.09089z” 十 0.04532z 
国 4 


) 
4(z) ， 220.9172z 十 0.1797” 4(z) 22 十 0.9172z 十 0.1797 


装 识 系统 的 时 域 响 应 曲线 与 原始 数据 曲线 如 图 6-12 所 示 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 闪 识 模型 
是 比较 准确 的 。 
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6.4 自 校 正 控制 理论 与 仿真 


自 校正 控制 是 自 适应 控制 的 一 个 重要 的 分 支 , 其 重要 思想 是 与 系统 辨识 算法 
相 结 合 ,逐步 给 出 控制 信号 ， 达 到 对 系统 的 有 效 控制 。 本 节 首 先 介 绍 在 目 校 正 控 
制 领域 重要 的 Diophantine 方程 的 求解 算法 及 其 MATLAB 实现 ， 然 后 给 出 自 适 
应 预报 的 方法 及 仿真 程序 。 本 节 还 将 介绍 几 个 重要 的 目 校正 控制 算法 ， 如 最 小 方 
差 自 校正 调节 器 、 控 制 器 ,， 极 扣 配 置 的 目 校 正 调节 器 等 。 


6.4.1 Diophantine 方程 及 其 求解 
Diophantine 方程 是 自 校 正 控 制 中 很 重要 的 方程 ， 该 方程 是 多 项 式 方程 
4(z 一 )X(z ) 十 再 (z 一 )7Y(z 一 ) = CU(z )) (6-4-1) 


其 中 4(z 一 )=ao 二 az 一 十 022z 一 十 十 an2 7 盏 (2 ) 一 加 十 避 2 十 02z 十 十 
pz CU(z-I) 一 co 十 clz7 十 coz7 十 十 ck2 5 ， 且 和 入 7m。 

该 方程 的 解 中 ,多项式 X(z 一 ) 和 YY(z 一 ) 的 阶 次 应 分 别 等 于 多 项 式 (z- 切 
和 4(z-) 的 阶 次 。 下 面 将 写 出 该 方程 的 矩阵 形式 


00 0 :0 6 0 0 
后 0 
QG1 0Q0 0 0 oo 0 1 
0 al 0 0 : 
. ， : 有 : 
0 0 | 了 | = (6-4-2) 
QQ _1 01 bn bn 1 b | | 2 0 
妇 1 
U (人 C2 O p b2 。 : 
， 0 
0U 0 代 六 0 U pb 


该 方程 左 侧 的 系数 矩阵 称 为 Sylvester 和 矩阵， 其 有 惟一 解 的 条 件 是 4(z-1) 和 
呈 (z- ) 两 个 多 项 式 互 质 。 

从 应 用 角度 来 说 , 该 算法 有 一 定 的 局 限 性 。 该 算法 只 适用 于 下 乏 史 十 人 一 1 的 
情况 , 如 果 5 值 过 大 , 则 原 方 程 不 存在 惟一 解 . 对 于 这 种 情况 , 应 该 考虑 对 访 稍微 
扩展 ,从 而 得 出 满足 方程 的 一 个 解 。 该 方程 的 求解 看 起 来 较 难 ,其 实用 MATLAB 
语言 的 几 条 语句 就 可 以 编写 出 求解 的 通用 冰 数 。 

function [X,Y]j=diopha_eq(A,B,C) 
AAA=[] ; Al=A(:); Bl1=B(:); n=1length(B)-1;， m=length(A)-1; 
j=1; Kk=lengthkC); L=0; if >n+m，L=K-mn-n;i end 
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for ii=1:D，AAA(i:iI+iengthCAt) -1，iD)=Ati js=j+rti end 
for i=1:m+L，AAA(i:i+tiength(B1)-1,j)=B1; j=j+li end 
Cl=zeros (n+my,1); Cl1(1:1engthGC))=:C(:) xx=AAANC1 

= 区 (于 :有 )  ; Y=X(Cnrt:end) 


例 6-13 已 知 菜 Diophantine 方程 忠 0 三 0212-1.249z 1 十 2.752-2 2.7z-3 十 
2 (2 人) 一 2.04 一 12z 十 322 CT 二 -0.36+40.62-1+2z-2， 试 求解 该 方程 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 来 出 方程 的 解 
>> A=[0.212,-1,.249,2.75,-2.7,1]，B=[2.04,-1.2,3]， 
C=[-0.36,0.6,2]; [X,Y]=diopha_ eq(A,B,C) 
调用 该 函数 可 以 立即 得 出 方程 的 解 为 X(2- ) = 21289 + 0.9611z-1，1(z70) 一 
一 0.3977 十 1.2637z ”十 0.0272z ”一 0.32042 3。 由 conv(4,)-conv( 碾 ) 语句 则 
可 见 该 结果 与 C 向 量 完全 一 致 
例 6-14 考虑 Diophantine 方程 ， 如 果 4(z 日 二 工 +22- 1 十 3z-2， 刀 (z-9 一 4 十 
5z- 十 6z CUz71) 二 2+4z-1 十 6z 2 十 83 二 10z-4， 试 求解 该 方程 。 
求解 因为 C(z-1) 的 阶 次 过 高 ， 传 统 方 法 无 法 求解 。 这 里 采用 diopha_eq() 也 数 ， 用 
下 面 的 语句 直接 求解 方程 ， 得 出 相应 的 解 。 
>> A=[1 2 3]; B=[45 6]; C=[2468 10]: [X,Y]=diopha_eq(A,B,C) 
conv(A,X)+[conv(B,Y) 0] --C 
由 此 可 以 得 出 方程 的 解 为 太 (2 一 ) = 一 3.7778 - 二 5556z-1.、Y(z71) 二 1.4444 十 
2.2222z 十 1.6667z-“， 经 检验 满足 原 方 程 。 值 得 指出 的 是 ， 该 解 不 是 惟一 的 。 可 
以 类 似 地 对 多 项 式 4(z 一 ) 增 广 ， 得 出 方程 的 另 一 个 解 。 


6.4.2 提前 步 预 报 算法 与 仿真 
假设 在 第 土 时 刻 所 有 可 以 测 出 的 输入 输出 数据 为 yy 有 (VE 一 Tu 人 一 
1 ， 则 由 这 些 数 据 对 上 +d 时 刻 的 输出 进行 预测 ， 称 为 提前 dg 步 预测 ， 记 作 
站 (tt 十 qd 日 。 
使 得 预测 误差 的 方差 卫 1 十 大 一 VE 二 dl b} 为 最 小 的 提前 qd 步 预 报 
信和 号 满足 下 面 的 方程 曲 
Cl(z gcdN=G(z 99v 人 (十 严 ( > 一 )Me( 昌 (6-4-3) 
其 中 
F(z )= 屯 (7)B(z TD)，C(zT) = 40z 百 (z 人 十 2 2G(z) (6-4-4 
从 上 面 的 结论 可 见 ， 可 以 先 从 后 面 的 简化 的 Diophantine 方程 求 出 环 (z 一 ) 
和 C(z- ),， 然后 由 前 面 的 方程 直接 求 出 严 (:- 划 。 


站 
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例 6-15 已 知 某 系统 的 离散 模型 为 
2 人 (人 一 0.65( 人 一 贡 二 04 人 一 2) 二 2 十 DAc 的 十 0.6c 仁 一 1 十 0.4c 人 一 2) 


试 求 出 提前 两 步 的 预测 模型 。 
求解 ”由己 知 的 方程 可 见 ，4(z -0) = 1 .0.6 十 0.4z 已 (z) = 2，C(z 一 0 = 
0.8 十 0.6z-1! 十 0.4z-2， 且 过 = 2， 这 样 可 以 由 王 面 的 语句 输入 这 些 多 项 式 ， 并 求 出 
五 (z- 划 下 (z 下 和 G(z-1) 多 项 式 。 

>> A=[1 -0.6 0.6]; B=2; Bi=[0 0 切 ; C=[0.8 0.6 0.4] ; 

[了 ,Gj=diopha_eq(aA,B1,C)，F=conv(E,B) 
即 瓦 (z 一 5) 一 0.8 十 1.08z-， CC(z 切 = 0.5630 - 0.6480z 1， 已 (z- 划 一 1.6 十 2.16z-1。 
这 样 可 以 将 提前 两 步 的 预报 方程 写成 
0.568 一 0.648:>- 1.6 十 2.16z-1 

ET + 08TOGTTO457 

得 出 了 预报 方程 ,就 可 以 建立 起 如 图 6-13 所 示 的 仿真 模型 ， 其 中 各 个 滤波 模块 在 
图 中 给 出 。 假设 信 号 发 生 器 给 出 的 是 幅 值 为 4 的 方 波 人 信号， 采样 周期 全 =0.01 秒 , 随 
机 白 嗓 声 均值 为 0， 方 善 为 1， 则 可 以 得 出 预报 信号 与 实际 信号 ， 如 图 6-14 所 示 。 


gt 二 2 上 坟 = 


1.6+2.j6z2-1 






0 池 (t 十 2， 退 后 两 
| 步 , 与 y(b) 同步 










(0.568-0.648z-! 
0.8+0.6z4 0.472 | 
| 


(7 2 1)/C(z 一 1 





1-0.6zZ1+0.4 雪 ? 













signal 7Z7OH 
CUeneTator 再 (z-1)/4(z 一 1 









0.8+0.6z- +0.4Z 
-0.6z-1+0.4 雯 
Randormm 


Number C(z 一 /4(z 一 1 ) 


图 6-13 提前 两 步 预 报 的 仿真 模型 


6.4.3 ”和 最 小 方差 目 校正 调节 器 与 控制 器 


最 小 方差 自 校正 调节 器 最 早 是 由 瑞典 学 者 Astrom 和 Wittenmark 教授 提出 
的 四 ， 全 在 企 唤 庆 下 扰 的 条 件 下 , 控制 系统 的 输出 值 ， 使 得 其 变化 的 
方差 最 小 。 其 基本 思想 是 , 在 每 一 个 采样 周期 内 ,用 参数 辨识 的 方法 辨识 出 受 控 
对 象 的 模型 系数 ， 并 展 拓 这 梓 的 史记 识 参数 计算 出 本 采样 周期 内 的 控制 量 去 控制 一 
步 系统 模型 。 
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一 3 一 - -一 | 四 -Le 一 一 

0 0.5 ] 1 < 了 了 .和 3 
(ai 等 际 得 和 出 信 叶 

站 一 . | 


| 1 
1 NA | Cg WA 4 
| 
| 村 











(1.5 ] ] 六 了 了 .5 了 


(b) 捞 前 两 步 陶 测 信和 号 
图 6-14 预报 器 仿真 结果 


受 控 对 象 的 离散 时 间 模 型 -- 般 可 以 写 为 
4 gg 的 一 2 Du +C(z je 人 (6-4-5) 


其 中 , 纯 延 迟 时 间 为 d，e(b) 为 零 均值 的 妆 噪声 信号。 

1. 最 小 方差 调节 器 

最 小 方差 调节 器 设计 的 目标 是 得 出 控制 序列 fufb)}， 使 得 实际 输出 yt 十 四) 
的 方差 为 最 小 , 即 引 入 如 下 的 目标 函数 


了 =mia 开 | 人 二 全 | (6-4-6) 


了 


如 果 受 控 对 象 的 差分 方程 是 给 宕 上 ， 恒 j 式 (6- 十 - 9) 中 的 4(z- )， 妃 (z- 71) 和 
C(2:) 多 项 式 已 知 ， 且 延 到 w 给 定 . 则 全 得 指标 到 (6- 土 6) 最 小 的 调节 器 控制 律 
&( 划 可 以 由 下 面 式 子 得 出 





广 1 (6-4.7] 
式 中 , C(z 一 ) 和 天 (z 一 ) 和 多项式 满 征 和 下面 的 Diophantine 方程 
CC) (> (6-4-8) 
基于 此 算法 ， 可 以 编写 旭 下 ATIATLAB 程序 来 获得 调节 器 增益 传递 函数 。 
function [H,E,G]=c6mnstr1(A,B,C,d.T) 


Bl=[zeros(l,d) 1 蔬 ,g:= =dqiopha- eq(A,B1,C) ; 
H=tf(-[G,zeros(l,d-1)],，convB ,RE)T) HT Variable=2Zz7”-1T) ， 


和 


例 6-16 已 知 系统 模型 为 四 

2y( 电 一 1.59y(t 一 1 十 0.79(t 一 2) 王 2( 人 一 3) 十 0.5u(t 一 分 十 e 提 十 1.5e(t 一 1) 十 0.9e(t 一 2) 
其 中 e(t) 为 白 唆 声 信 号 ， 系 统 采样 周期 了 = 0.1。 试 求 出 其 最 小 方差 控制 律 。 
求解 由 系统 模型 可 见 ，d = 3，4(z-1) = 1 工 一 1.5z-1 十 0.7z-2， 再 (2 一) 二 二 间 工 5 于 
C(z  )=1 十 1.5z-1 十 0.9z-2， 这 样 由 下 面 语 句 即 可 以 求 出 最 小 方差 控制 律 。 

2 AL -50.77 BO . 梧 ) Ce 二 50.9]: 
[H 己 G]=c6mstr1(A,B,C,3,0.1) 

得 出 的 多 项 式 瑟 (2z- ) =1 十 3z-1 十 4.7z-2， 且 G(z-1) = 4.95 一 3.29z-1 由 此 得 出 控 


一 4.95 十 3.29z 一 1 
制 律 为 (it) = TO zy(t， 或 将 控制 律 写 成 


u( 共 三 一 3.5u(t 一 1) 一 6.2u( 一 2) 一 2.35ult 一 3) 一 4.95y( 芭 十 3.29y( 人 (一 1) 
由 Simulink 可 以 搭建 出 该 最 小 方差 控制 系统 的 仿真 模型 ， 如 图 6-15 (a) 所 示 。 在 
该 册 节 器 的 作用 下 ， 系 统 的 输出 曲线 和 控制 信号 分 别 如 图 6-15 (b)、(c) 所 示 。 


20 斑 一 -一 一 





-4.95+3.29z-1 


1+3.Sz-1+6.2z-2 +2.35z-3 -10 


-3 一 AN 
1z -340.5z 克 | 吕 ] 
六 


Sz-LH0.7z-2 


LA | 1415z-H0 .9z-2 
下 1--1.S 六 HH0.7z-2 


(a) 仿真 模型 (文件 名 : c6mid4.md]) 



















(c) 控制 信号 
图 6-15 ”最 小 方差 调节 器 仿真 模型 和 控制 效果 


将 得 出 的 控制 律 式 (6-47) 代入 模型 式 (6-4.5)， 结 合 Diophantine 方程 式 
(6-4-8)， 可 以 得 出 y() = 瑟 (z-1e(t， 亦 即 这 时 输出 信号 的 方差 最 小 。 者 多 项 式 
瓦 (2 ) 可 以 表示 为 瑟 (z-) 三 6 十 加 21 十 .十 e 2 时 1 且 昌 噪 声 e() 的 方 

Q@ 一 1 


郑 为 c”“， 则 最 小 方差 的 值 为 人 由 上 面 的 例子 可 以 得 出 , 输出 信号 yb) 的 - 


最 小 方差 为 1 上 32 + 4.72 - 32.09， 其 信 较 大 。 

从 实质 上 看 , 最 小 方差 调节 器 是 用 G(z-1) 的 极点 去 对 消 受 控 对 象 的 零点 ,所 
以 这 样 的 控制 策略 有 致命 的 弱点 ， 即 它 要 求 受 控 对 象 的 零点 是 稳定 的 , 亦 即 受 控 
对 象 为 最 小 相位 系统 。 如 果 原 系统 不 是 最 小 相位 的 ， 则 这 里 的 控制 律 不 能 直接 用 
于 系统 的 控制 。 另 外 ,如果 受 控 对 象 的 稳定 裕 度 较 小 , 则 这 样 的 调节 器 鲁 棒 性 不 
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会 太 高 。 

2. 最 小 方志 目 校 正 调节 天 

如 果 受 控 对 象 参 数 是 变化 的 或 未 知 的 , 则 可 以 将 前 面 介绍 的 系统 辨识 方法 结 
合 起 来 , 用 递 推 着 识 算法 识别 受 控 对 象 参 数 , 根据 得 出 的 参数 计算 控制 信号 , 达到 
和 目 适 应 调节 的 目的 。 

由 前 面 的 介绍 显然 可 见 , 采用 递 推 辨识 的 方法 可 以 得 出 系统 的 as, 访 参数 ， 然 
后 通过 求解 相应 的 Diophantine 方程 则 可 以 得 出 五 (z) 和 G(z-1) 多 项 式 ， 再 由 
式 (6-4-7) 计算 出 自 适 应 律 ,达到 自 校 正 调节 器 设计 的 目的 。 这 样 的 算法 称 为 显 式 
目 校正 算法 。 考 虑 这 样 的 算法 ， 因 为 每 一 步 都 需要 求 取 Diophantine 方程 ， 使 得 
算法 实现 较 麻 烦 ， 所 以 可 以 考虑 直接 辨识 自 校正 控制 律 的 参数 的 方法 ,， 亦 即 所 谓 
的 隐 陈 上 自 校 正 算法 。 

假设 需要 调节 的 目标 值 为 让。 可 以 将 提前 dg 步 的 最 优 预报 方程 表示 成 


y 直 十 gd 二 ay 有 十 十 angy 企 一 用 十 了 


(6-4_9) 
十 Du 六 十 DGE 一 下 二 De 人 一 了 一 Q 十 1 
系统 的 估计 方程 可 以 写成 
V( 明 =CGoult--a)+ 坟 人 下 0 的 十 eg (6-4-10) 


其 中 从 辨识 结果 的 惟一 性 考虑 ,可 以 假设 2 为 给 定 的 值 。 但 可 以 证 明 ， 该 值 选择 
是 否 “ 准 确 ”不 会 影响 整个 自 适 应 控制 的 效果 吕 。 另 外 , 记 


au ( 间 一 | 7 有 VE 一 JE 一 有 二 1) WE 一 1 (一 (6-4-11) 
0 一 o 人 记 7 nt (6-4-12) 
由 前 面 介 绍 的 递 推 状 识 方法 得 
下 一 1 一 UJ 


人 一 主机 0 ne 13 


P(0 = >[ 书 (上 一) wp 办 PE- 站 (6-4_14) 
pt) = btT 十 开 介 oa (6-4-15) 


令 式 (6-4-9) 左 侧 为 , 则 由 辨识 结果 可 以 构造 出 自 适 应 律 


] 
"的 一元 区 一 080 (6-4.16) 
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仿照 前 面 给 出 的 递 推 最 小 二 乘 辨 识 模块 及 其 $- 函 数 ， 可 以 建立 起 如 图 6-16 
所 示 的 Simulink 模块 ， 其 核心 部 分 为 由 S$- 函 数 编写 的 最 小 方差 自 校正 调节 器 自 
适应 律 全 的 计算 模块 。 注 意 ， 和 系统 辨识 模块 不 同 ， 算 法 同时 涉及 到 人 t -dg) 
和 细 信 ,所 以 这 样 的 结构 不 适合 高 阶 模型 或 大 时 间 延 迟 模型 的 控制 。 在 本 模块 中 ， 
有 12 路 输入 信和 号, 分 别 为 VE 一 JJ ,ut 一 6).y( 人 ,VE 一 5)， 有 mm 十 十 Gd 
路 输出 ， 其 中 第 一 路 为 计算 出 的 自 适应 控制 律 v( 妇 ,其余 的 为 辨识 的 参数 。 状 态 
变量 的 选择 类 似 于 前 面 的 系统 辨识 模块 ， 因 为 辨识 参数 的 个 数 发 生 了 变化 ,辨识 
参数 变 成 骨 +m +ad 一 1 个 , 成 和 抑 阵 的 维 数 可 以 相应 地 设置 。 这样, 根据 前 面 给 出 
的 隐 式 目 校正 调节 算法 ， 可 以 编写 出 下 面 的 S- 函 数 。 







































王 - 一 让 
二 加 - 基 
ut 本 | 加 
Delay10 Delay Delay1 Delay2 Delay3 Delay4 1 
本 本 st-reg _ conttoi 
本 可 - identifier | 
rr 一 基 ( 2 ) 
theta 
一 一 


L_ 
Delay5 Delay6 Delay7 Jelayg Delay9 


Yy( 癸 


图 6-16 目 校 正 调 节 器 仿真 模块 


function [sys,x0,str,ts]=st_reg(t,Xu,flag,m,nyd,1lam,b0,yT) 
Switch 于 1ag， 

case 0，[sys,x0,str,ts] = mdliInitializeSizes(m,n,d)， 

case 2，8SyS=mdqlUpdate(t,x,u,m,n,d,1lamn,b0) ，; 

case 3，SyS8 = mdlOutputs(t,x,u,m,n,d,b0,yr) ; 

case {1，4，9}+，sys = 吕 ; 

otherwise y 错误 处 理 

error([':Unhandled flag = : ,numn2Str(flag)]) ; 

end ; 
% ”初始 化 程序 
function [sys,x0,str,ts] = mdlInitializeSizes(m,n,d) 
s=simsizes; % 读 入 系统 变量 的 默认 值 模板 
s.NumcontStates=0; sS.NumDiscStates=(n+m+d)*#(n+m+d-1) ， 
s,.Nunbutputs=n+m+d; S,.NumnInputs=12; 8.DirFeedthrough=1; 
s.NumSampleTimes=1; sys=simsizes(s); % 设置 系统 模型 变量 
PO=1i000*+*eye (n+m+d-1); x0=[zeros(n+m+d-1,1);， P0(:)]; 
stTr=[]; ts=[-1 0]; % 继承 输入 信号 的 采样 周期 
离散 状态 更 新 函数 
function SyS = mdlUpdate(t,x,umn,n,dq,1am,boO) 
psi_d= [ut(7+d:6+d+n); u(1+d:m+d+l)] ;theta=x(1:n+m+d-1) ， 





6.4 自 校 正 控制 理论 与 仿真 


人 


PN=Teshape(x(n+m+d:end) ,D+m+d-1 ,n+m+d-l) ; 
K=PN*psi_d/(1am+psi_d'*PNrpsi_d) : PN=(PN-K+psi_ dr*PN)7]am， 
SyS= [theta+K*(u(7)-boxrukd)-psi_d'*xtheta);， PN(C:)]， 

% 输出 计算 函数 

function SySs = mdqljoutputs(t xun nd,b0,yr) 
Psi=[lut7:6+n); uC1:m+l)]; theta=x(1:n+m+d-1) ， 
Sys=[(YyTr-Psi)*theta)/Vb0o;i theta]， 


例 6-17 考虑 一 个 二 阶 的 受 控 对 象 模型 四 
一 19y( 人 一 起 十 0.98 人 一 2 一 一 at 一 3)+eft ) 一 0.5ec(t 一 了 
随机 信号 ec 人 (tb 为 方差 为 1 的 Gauss 过 程 ， 试 得 出 从 = 10 的 自 校 正 控制 效果 。 
求解 在 前 面 的 叙述 中 可 见 ， 自 校正 算法 是 基于 21! 的 算 子 描述 的 ， 所 以 在 Simulink 
下 应 该 使 用 离散 传递 函数 的 滤波 器 表示 模块 。 由 原始 模型 ， 和 控 对 象 改 写成 


2 3 1 -0.5 
yt 一 iT 人 

根据 要 求 ， 可 以 搭建 起 如 图 6-17 (al 所 示 的 系统 仿真 模型 ， 其 中 ， 自 校正 调节 器 
宇 决 的 相关 参数 可 以 设置 为 几 1 -2 -2 二 0 为 二 1 和 一 1 系统 的 采 全 


周期 为 工 = 0.3。 在 自 校 正 调节 器 的 作用 下 ， 和 输出 信号 如 图 6-17 (b) 所 示 。 



































站 10r 一- -一 一 - -人 一 -- 一 - 
: | | | 1r- 1 
+ - - 可 on control 外 -一生 加 
yb me 本 - ， 3 | ] 
| 基 | 上 川 | | 
Se 二 -tunir ng aor 四 | | 
. 本 | | 
1 | 四 本 0- 心 二 1 和 | 
一 寺 | 
| -19z H09 gz-3 区 | | 
和 + _5| l | | 
ROOT Er 1.9z- 40. 97z- 和 1 上 
站 站 ES 15 20 
(a) 仿真 模型 (文件 名 : c6mnid3.mdD]) (bP) 输出 信和 号 


图 6-17 自 校正 调节 器 仿真 
系统 校正 露 的 控制 律 和 校正 器 辨识 参数 如 图 6-18 所 示 。 可 见 ， 为 使 得 输出 信号 具 
有 有 最 小 方差 ， 则 校正 器 产生 的 控制 信号 是 很 大 的 。 
果 受 控 对 象 模型 已 知 ， 则 下 面 的 语句 可 以 得 出 最 小 方差 校正 器 的 数学 模型 ， 
>> A=[1 -1.9 0.9]; B=[1 - 巧 ; C=f1 -0.5] ，d=2? 
[8,E,G]=c6mstrl(A,B,C,d,0.1) 
从 而 得 出 控制 律 为 


_ 一 1.76 十 1.262 一 1 
五 (z | 即 世 (总 二 1768 十 126y 人 (1 一 0.4u 人 (大 十 1L4ua( 人 2) 
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和 











5 


0 

















< 中 | 














-10 : 一 一 一 一 一 一 
0 5 10 15 20 


10 1 5 
(a) 目 校 正 控制 序列 (b) 校正 器 参数 辨识 结果 
图 6-18 目 校 正 调 节 器 仿真 结果 


3. 最 小 方志 自 校 正 控制 器 

最 小 方差 目 校正 控制 器 是 由 英国 学 者 Clarke 和 Gawthrop 教授 提出 的 自 适 
应 控制 方法 49。 和 最 小 方差 自 校正 调节 器 不 同 ,控制 器 是 为 跟踪 某 理想 信号 设计 
的 ， 而 不 是 使 得 信号 本 身 尽 可 能 趋 于 零 。 最 小 方差 自 适应 控制 器 设计 的 目标 是 得 
出 控制 序列 wx( 蚊 ,使 得 实际 输出 y( 二 d) 与 期 望 输出 大人 二 dg) 之 间 的 方差 为 最 
小 , 即 引 入 如 下 的 目标 函数 


J = min 卫 {gt 十 胃 一 (+ 中 (6-4-.17) 


4. 加 权 最 小 方差 控制 器 

表面 介绍 的 目 校 正 控制 策略 均 未 考虑 输入 信号 的 大 小 ,而 在 实际 控制 中 应 该 
对 和 输入 信号 有 两 种 考虑 , 其 一 , 控制 信号 的 大 小 将 反映 出 控制 行为 所 需 的 能 量 , 另 
一 方面 , 有 的 系统 不 允许 大 的 控制 信号 ， 因 为 大 信号 可 能 导致 系统 硬件 出 现 问题 ， 
押 以 在 实际 控制 中 , 应 该 将 控制 信号 的 大 小 考虑 在 内 。 另 外 ,前 面 介绍 的 最 小 方 
老 目 校正 调节 器 不 适用 于 非 最 小 相位 受 控 对 象 的 控制 与 调节 。 

由 于 去 (6-4-17) 中 给 出 的 目标 函数 中 未 考虑 输入 量 ， 所 以 可 以 引入 新 的 目标 
男 数 


JJ 一 min 书 | [P(z yt 二 da) 一 及 (z Dr(b] 十 L(z- Du(oP} (6-4-18) 


其 中 r(t) 为 参考 输出 信号 , 多 项 式 P(z-1) = 1 十 Diz1 十 ,十 pn zrnn) 尽 (z-1) 一 
70 十 Ti2 十 :十 rom (cz 二 MX+AXzI 二 十 和 2 分别 为 对 实际 
答 出 信号 、 期 望 输出 信号 与 控制 信号 的 加 权 函 数 。 为 得 出 该 问题 的 最 优 解 ， 可 以 
引入 一 个 辅助 系统 

ol 二 dg)= 三 2 人 十 dg 一 玉 (z 一 ) 扩 十 20 4(z-Du 人 (6-4-19) 


D0 
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式 忠 人 十 四 = P(z)g(t 十 加。 这 样 , 广义 最 小 方差 自 校正 控制 问题 就 可 以 转换 
成 前 面 介 绍 的 最 小 方差 自 适应 调节 问题 ， 写 出 其 自 适应 律 为 
人 2 Jr 二 区 古人) 











ut) 一 和 〈6-4-20) 
全 (2 
考虑 式 (6-4-3) 中 给 出 的 自 适应 预报 律 ， 其 变化 形式 为 
- C(z  ) rz ) 
tt 二 QI 三 订 JU + 二 交 可 人) (6-4-21) 
将 其 代入 式 (6-4-20) 则 可 以 得 出 广义 最 小 方差 控制 律 为 
CC-ORGDr 的 一 GCCDy 人 0 (642 


太 C( 4(z 和 十 BGA 人 


根据 上 面 给 出 的 控制 律 算法 ， 可 以 编写 出 下 面 的 MATLAB 函数 
function [den ,numnl ,num2]j=st_contr(A,B,C,Q,P,R,Lam) 
Bl=[zeros(1,d) 雪 ; 医 ,G]=diopha_eq(A,Bi,C) ; 

Jam0=Lam(1); b0=B(1); den=1lamn0/borkconv(Lam,C)+conv(B ,) ， 
num2=-G; num1=conv(C ,R) ; 


例 6-18 考虑 一 个 简单 的 广义 最 小 方差 控制 问题 ,假设 系 统 的 模型 为 口 
(二 15gy 企 一 起 一 0.7Vy 人 一 2) 二 20 一] 十 0.5u( 人 一 2) 十 e 人 (一 0.5ec( 一 了 


目标 函数 退化 为 了 一 卫 {Ly(+DT) 一 r( 人 (0 二 05u2ft}， 试 求 控制 律 模 型 。 
求解 由 给 出 的 方程 式 可 见 ，4(z1) 一 1 一 15z71 十 0.7z-2,， 刀 (z- 切 一 工 十 0.5z 一 1 
Clz  )= 工 -0.5z71，P(z-1) = 民 (z-) 王 1 4(zD = V05, dd = 1。 可 以 先 来 出 多 
项 式 五 (z 一 ), 下 (z),G(z- 世 进而 来 出 广义 最 小 方差 控制 律 。 

>> A=[1 -1.5 0.7]; B=[1 0.5]; C=fi -0.5] ; d=1;，，P=1，R=1; 

Lam=sqrt(0.5); [den,nl,n2]=st_contr(A,B,C,d,P,R,Lam) 

由 得 出 的 三 个 多 项 式 可 以 写 出 控制 律 为 
(1 一 0.5z-Dr(b 0- 07 0gy() 


ii 一 ~ 
人 15 了 10252527 





控制 律 还 可 以 写成 
共 人 (上 一 二 1 一 0.57 作 一 ]) 一 2 人 十 0.72y( 人 一 1 一 0.25vu( 人 一 D 


仿照 最 小 方差 自 校 正 调节 器 的 算法 与 S- 函 数 实现 ,可 以 同样 编写 出 广义 最 小 
方 莽 目 校正 控制 器 设计 的 8- 函 数 。 
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6.4.4 极点 配置 控制 器 设计 


和 连续 状态 方程 模型 的 极点 配置 类 似 ， 离 散 系 统 极点 配置 的 目标 也 是 通过 某 
些 算 法 将 闭环 系统 的 极点 配置 到 某 些 预先 指定 的 位 置 上 , 通过 这 样 的 方法 来 改善 
离散 系统 的 性 能 。 


4(2 下 一 (2 Ju 人 (bb 十 划 (6-4-23) 
其 中 心 斩 为 扰动 信和 号，4(z 一 ) 为 首 一 多 项 式 。 
假设 控制 器 可 以 写成 
忆 (zu 人 = 了 Tir( 人 一 9(z 人 (6-4-24) 


将 控制 信号 代入 式 (6-4-23)， 则 可 以 得 出 闭环 模型 
-Be ie) rd R(z-) 
一 DRCDTBUDSCTT DR 下 SC 人 
(6-4-25) 
再 假设 从 参考 输入 信号 r(t) 驱动 ,期 望 得 到 的 输出 信号 ya 人 tj 可 以 由 下 面 的 
参考 模型 得 出 





4(z an 人 (三 盏 (0(z 7 人 (6-4-26) 
则 可 以 令 二 者 相等 , 得 出 
Btz )7(z ) Ba(z  ) 

4(z-1)R(z-I) 十 B(z-1)9(z-) 4a(2-1] 1 
注意 ,这 里 可 能 设计 零 极点 对 消 。 所 以 为 保证 闭环 系统 的 稳定 性 ， 应 该 确保 只 有 
稳定 的 零 极点 发 生 对 消 ， 否 则 闭环 系统 在 实际 使 用 时 将 出 现 不 稳定 现象 。 可 以 
将 妃 (z-) 多 项 式 分 解 成 稳定 的 部 分 B+(z-0 和 不 稳定 的 部 分 互 -(z-， 即 记 
B(z-1) = Br+(z-0B-(z-1)。 假 设 B+(z 1) 多 项 式 的 零点 全 部 被 对 消 , 则 闭环 系 
统 极点 除了 4m(z) 还 应 考虑 观测 器 多 项 式 4.(z- ), 这 样 , 根据 妃 (z-:) 多 项 

式 零 极点 对 消 情况 应 该 考虑 三 种 情况 。 
中 无 零 极点 对 消 : B(z) = (2 0)，B+(z ) = 1， 则 通过 求解 下 面 的 











Diophantine 方程 

4(2 ) 民 (2 ) 十 忆 (z )5(z 70) = 40o(z 1)4(z 一 1 (6-4-28) 
可 以 得 出 多 项 式 (z 一 ) 和 5(z )， 并 由 此 求 出 多 项 式 T(z- 昌 ， 并 构造 出 
目 适 应 控制 律 





(6-4_.29) 
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和 


@) 全 部 零点 对 消 : 即 如 +(z-!:) 包含 B(z 的 全 部 零点 。 这 时 ， 巨 (z-1) = 
boB+(z ),， 可 以 求 出 下 面 Diophantine 方程 的 解 Ri(z  )，9(z ) 


4(z-) 玉 (0z 一 ) 十 b09(z ) 一 40(z  )4(2 一 ) (6-4-30) 
从 而 得 出 自 适 应 控制 律 
民 (z- = 局 ( 人 (2 有 B+(z)，T(z )= 均 4 站 )Ba(z 一) (6-4-31) 


G) 部 分 零 极 点 对 消 : 通过 求解 Diophantine 方程 
4(z 一 )RR (zz ) 十 再 (2 1)S(z = 40(z 1)4(z-1) (6-4-32) 
可 以 得 出 已 (z 一 ) 和 5(z 一 ), 并 根据 下 面 的 式 子 得 出 自 适应 律 


屎 (zz ) 一 下 (2 下)B+(z DT(z 一 = 4(z05 (6-4-33) 
得 出 了 相关 的 多 项 式 ， 则 可 以 得 出 自 适 应 律 为 
(RDug = 五 Dr(0 (0S(z9g0 (64.34) 


根据 前 面 的 算法 ， 可 以 编写 出 如 下 的 MATLAB 函数 来 求 取 自 适应 律 


function [fR,S,TIn,Tdj=pp_str(A,B,d,AO,Amn,Bm) 
P=Troots(B); il=find(abs(Pp)>1); i2=find(abs(p)<=1) ; 
Tn=conv(AO ,Bm) ;， Bz=zeros(1 ,dy) ; 
Td=Bm; B1=Ppoly(Pp(il)); B2=poly(p(i2)); bo=B(1); B2=b0O*B2， 
if length(it)== 
[R,S]=aiopha_eq(A,[Bz B] ,conv(AO ,Am) ) ; 
elselif length(i2)==0 
[R1,Sj =aiopha_eq(A, [Bz b0] ,conv(AO ,Am));i R=conv(R1,B1) ;Tad=b0， 


elTSe 
[R1,Sj=diopha_eq(A, [Bz B2] ,conv(AO ,An));， R=conv(R1 ,Bl) ， Td=B2 ; 
end 
、 ] “ 
例 6-19 考虑 连续 系统 G(s) = 5 下 门 ， 若 参考 模型 为 Gm(s) = aa 


县 4 三 0.707wn = 三 1， 采样 周期 了 = 0.5。 选 择 观 测 器 40 = (z -0.5)2， 试 来 出 极点 配 
置 的 控制 器 模型 6 。 
求解 输入 连续 的 受 控 对 象 模型 和 参考 模型 ， 对 其 离散 化 , 则 可 以 得 出 4,. 忆 4， 万 
>> S=tt(s:)j G=1/e/(s+1)，，Gm=tf(1, [1 2x0.707 1] ) ; 
G1=c2d(G,0.5)，Gmi=c2d(Gm ,0.5) 
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这 样 可 以 得 出 
0.1065z 十 0.0902 c = 0.09812z 十 0.07744 
22 - 1.607z 十 0.6065 ”22 一 1318z 二 0.4931 


车 将 离散 模型 写成 2 的 形式 ， 可 以 看 出 Q = 1。 
>> B=[0.1065,0.0902] ;，A= [1,-1.607,0.6065] ; ad=1; 
Bm= [0.09812 ,0.07744] ; Am=[1,-1.318,0.4931] ，AO= [1,-1,0.25] ; 
[R,S,Tn,Td]=pp_str(A,B,d,A0,[t1 0 0] ,hnm,Bm)，conv(Td,R) ， 
由 上 述 语 名 可 以 直接 得 出 相关 的 各 个 多 项 式 为 
尺 (z-) = 1.0000 - 1.0094z-1,，S(z- 忆 = 2.8020 -- 3.9462z-1 十 1.3667z 一 
Tu(z-1) = 0.0981 -- 0.0207z- 上 一 0.0529z-? 十 0.0194z-3 
Ta(z- 站 ) 尽 (z 一 ) = 0.0981 -- 0.0216z 一 1 一 0.0782z 一 
这 样 ， 控 制 律 可 以 写成 
0.098--0.021z-1L 一 0.053z- 2 十 0.0194z 一 3 2.802 一 3.946z-1 十 1.367z-? 
人 00981002162 0078227 区 -一 0000210004 的 


Cl 一 


&( 直 ) 


6.5 ”预测 控制 系统 及 仿真 


预测 控制 是 基于 模型 的 预测 算法 ， 有 具体 的 模型 可 以 采用 对 象 的 历史 数据 ， 
对 线性 系统 来 说 也 可 以 是 状态 方程 、 传 递 函 数 模 型 。 对 稳定 的 线性 系统 来 说 ,这 
里 的 模型 还 可 以 采用 系统 的 阶 跃 响应 或 脉冲 效应 数据 作为 预测 的 模型 ， 由 这 些 模 
型 预测 系统 的 输出 信号 , 将 其 和 实际 输出 信号 比较 ,通过 优化 的 方法 计算 出 一 系 
列 和 输入 信和 号 zw) 由 vb 信号 控制 一 步 。 采 用 这 样 递 推 的 控制 方法 的 
策略 又 称 为 模型 预测 控制 。 模 型 预测 控制 系统 的 框图 如 图 6-19 所 示 。 









预测 模型 


En 1: 
图 6-19 模型 预测 控制 框图 
参考 图 6-20 中 给 出 的 输出 、 控 制 信号 示意 图 可 见 ， 预 测控 制 的 基本 想法 是 计 
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和 


算 控 制 量 序列 v( 妇 ， 使 得 系统 的 预期 输出 信号 和 根据 当前 输入 输出 数据 之 间 的 茶 
种 性 能 指标 为 最 小 。 





设 定点 
-局 -- - - 咏 - 
。 5 ”预报 输出 乡 
心 
” r - ， 未 来 控制 信号 
1 了 太 一 一 呈 ' 
者 了 -= 
1 
| 和 UL | 上 一 天 和 
二 十 王 t 十 AT 一 1 Tt 十 呈 





历史 控制 信号 
图 6-20 和 输入、 控制 信和 叶 示 意图 


6.5.1 动态 矩阵 控制 方法 


假设 已 知 茶 线性 系统 的 在 一 些 采样 点 处 的 阶 跃 啊 应 值 为 si, s?，… ,sP， 如 图 
6-21 所 示 。 这 时 ,系统 在 任意 时 刻 上 的 阶 跃 响应 可 以 写成 


Ti 


1 中 | 


图 6-21 输入 、 控 制 信号 示意 图 















































zy(b) 一 >》 siAzv(t 一 ?= 王 siAzut 一 丰 十 SPAu 人 一 尸 ) (6-5-1 ) 


:一 1 ?一 ] 


其 中 Azv 人 是 在 寺 时 刻 的 控制 增 量 。 注 意 , 书 的 选择 应 该 使 得 阶 跃 响应 进入 稳 态 
区 志 ， 否 则 这 样 的 表述 没有 实际 意义 。 为 方便 叙述 动态 矩阵 控制 方法 起 见 ， 单独 
将 (一己 ) 项 分 离 出 来 。 利 用 上 式 可 以 容易 地 写 出 输出 信号 的 前 呈 步 预报 估计 
尸 -1t 
1 人 (十 7 一 siAzutt 十 一 和 十 spAu 人 tt 十 了 一 卫 ) (6-5-2) 
?一 ] 
其 中 ,了 = 12…… ,7。 从 这 里 给 出 的 输入 信号 看 ， 对 照 图 6-21 可 见 , 这 里 的 输入 
信和 号 部 分 是 过 去 的 信号, 即 下 标 了 -1 < 0 的 信号 ,其余 的 为 当前 和 将 来 的 信和 号 ， 
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首 


所 以 有 必要 将 它们 从 上 和 式 中 分 离 出 来 ， 这样 


j 疡 4 
gt 二 + 四 一 》 5siAv 人 lt 十 7 一 人 十 >》 siAult+7 一 让 十 SPAUt+7 一 已 ) (6-5-3) 
?二 1 1 一 了 十 
记 上 式 后 两 项 之 和 为 Y( 人 十 刀 ， 
P-1 
zt 十 力 = 》 siAult+ 本 一 让 +spAut 二 一 万 (6-5-4] 
i 一 j 上 1 


可 见 , YL 士 了) 为 根据 过 去 已 经 发 生 的 信息 对 输出 的 估计 。 更 简单 地 ， 上 面 各 个 预 
佑 信和 号 可 以 表示 为 矩阵 形式 


(tt 十 ]) 51 Au YLt 十 了 1) 
好 (上 十 2 ) 52 41] Au 人 tt 十 ] ) 1 上 2) 

。 一 : : … - 十 。 (6-5-5) 
( 企 十 宛 ) Sn sn 1 3 LAu 王 ) y( 世 十 了 7) 


如 果 不 采 用 全 部 的 项 输入 ,只 部 分 地 选择 其 中 M 项 ， 则 可 能 在 不 牺牲 性 
能 的 前 提 下 , 减 小 计算 量 。 这 时 上 述 的 模型 可 以 改写 成 


tt 十 了) 51 Au Y(t 十 1 
yt 十 2) 52 51 Azu(t 十 ]) 7 人 (十 2 
一 | 十 (6-5-6) 
8 十 刀 ) Sn Sn_1 Sr ai LAULE 一 4) VE 十 隐 ) 
该 方程 可 以 用 和 宅 阵 形式 表述 成 
8 十 HSAU 人 十 引 作 十 (6-5-7) 


其 中 攻 t+IT)，S， Au 人 tb, 8t+1) 的 定义 由 上 式 显而易见 。 这 里 的 9 矩阵 称 为 动 
态 矩 阵 ， 因 为 该 矩阵 的 各 个 元 素 是 描述 系统 动态 参数 的 ， 从 另 一 个 角度 看 ，S 是 
一 个 常数 算 阵 。 如 果 已 知 的 受 控 对 象 为 非 线性 的 ， 也 可 以 求 出 工作 点 附近 阶 跃 响 
应 的 实际 构成 。 引 入 最 优化 的 目标 函数 


总 了 


J = > 9()|9++D) Ce w 人 十 了 一 ]) (6-5-8) 


其 中 vt 十 旋 为 期 望 的 输出 值 ，A(7) 为 加 权 量 。 已 M 分 别称 为 预测 时 域 和 控制 
时 域 。 对 当前 时 刻 可 以 通过 求解 最 优化 问题 ,得 出 控制 序列 v( 办 。 由 得 出 的 序列 
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和 二 


对 原 系 统 控制 一 步 ， 则 需要 再 求解 最 优化 问题 更 新 控制 序列 ,所 以 这 样 的 最 优化 
问题 又 属于 滚动 时 域 (receding horizon) 控制 问题 吕 1 。 

对 照 前 面 介 绍 的 最 优化 方法 ,如果 本 身 可 以 取 任 何 的 值 则 原 问 题 即 为 
无 约束 最 优化 问题 ， 否 则 即 为 有 约束 的 最 优化 问题 , 采用 数值 方法 即 可 以 直接 求 
解 。 MATLAB 的 预测 控制 工具 箱 123 提供 了 相应 函数 可 以 求解 这 样 的 问题 。 新 版 
本 的 工具 箱 主要 侧重 于 直接 的 界面 求解 ， 本 节 先 介绍 基于 函数 调用 的 设计 方法 ， 
然后 给 出 基于 界面 的 设计 方法 ,并 介绍 基于 Simulink 的 仿真 方法 。 

1. 系统 模型 与 阶 牙 啊 应 模型 描述 

如 斥 有 党 控 对 象 为 线性 系统 ， 则 可 以 通过 poly2tfd() 函数 描述 其 传递 函数 模 
型 ， 其 调用 格式 为 G=poly2ttfd(m ,ad, 研 ,7) ， 其 中 mm,G 为 传递 函数 分 子 和 分 母 
多 项 式 系数 , 了 为 采样 周期 , 7 为 延迟 时 间 常 数 。 若 给 出 的 是 连续 系统 模型 ， 则 应 
该 将 工 设置 为 0。 这 里 的 CG 为 单 变量 系统 模型 ， 若 想 处 理 多 变量 模型 ， 则 应 该 有 

系列 这 样 的 单 变量 模型 来 描述 。 

由 定义 的 传递 函数 模型 ， 可 以 通过 mod=tfd2step ( 帮 , 开 ,大 ,G) 函数 建立 
阶 跃 啊 应 模型 mod， 其 中 去 为 终止 时 间 , 大 为 输出 信号 的 标志 位 ， 若 进入 稳 态 则 
赋 1， 否 则 为 0。 如 果 已 知 多 变量 模型 0 ,0912 ,gm， 则 该 国 数 的 调用 格式 为 
mod=tfdq2step (ti ,了 了:, 到 00 gp) ， 其 中 天 为 对 应 每 路 输出 信号 的 标 
坊 位 。pPlotstep (nod) 函数 可 以 绘制 模型 的 阶 夏 响 应 曲线 。 

当然 ,系统 的 阶 跃 啊 应 模型 可 以 通过 step() 类 函数 构造 ， 具 体 的 系统 构造 
格式 可 以 参见 该 工具 箱 手 册 。 
例 6-20 假设 某 受 控 对 象 模 型 为 G(s) = 
示 其 阶 跃 响应 模型 。 
求解 对 稳定 系统 来 说 ， 应 该 选择 一 个 合适 的 终止 仿真 时 间 使 输出 信号 进入 稳 态 。 通 
过 试 凑 可 见 ， 若 选择 终止 仿真 时 间 为 在 -= 12 则 可 以 进入 稳 态 ,这样 可 以 通过 下 面 的 
命令 得 出 该 系统 的 阶 路 响应 模型 。 注 意 ， 这 时 得 出 的 提示 为 ， 最 后 一 点 的 阶 跃 响应 值 
的 稳 态 误 善 是 0.82M， 说 明 已 经 进入 稳 态 了 。 系 统 阶 跃 响应 数据 如 图 6-22 所 示 。 

>> tt_f=ti2; TI=0.5; G=poly2tftd(l1,conv([1 1 , [2 1),0,1)， 

mod=tfd2step(t_f,T,1,G); t=0:T:t_f， 
7=mod(1:1ength(t)); Stem(t,y) 


例 6-21 考虑 下 面 的 多 变量 系统 模型 ， 试 建立 其 阶 路 响应 模型 。 


已 


CT 采样 周期 为 全 = 0.5， 试 表 





0.1134e 2 0.924 
Gra) = 1.78s2 十 4.48s 十 1 2.07s 十 ] 
0.3378e-0.3s 一 0.318e 一 29s 





0.361s2 十 1.09s 二 1 2.93s 十 1 
求解 可 以 给 出 下 面 语 名 输入 该 多 变量 系统 的 数学 模型 ， 并 求 出 其 阶 跃 响应 ， 绘 制 出 


二 
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U2 Step response : y1 


TIME 
2 step Tesponse : 7Y2 











图 6-22 系统 的 阶 跃 啊 应 图 6-23 ”多 变量 系统 的 阶 跃 啊 应 


阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 6-23 所 示 。 

>> gll1=poly2tfd(0.1134, [1.78,4.48,1] ,0,0.72) 1; 
gE12=Poly2tfd(0.924, [2.07,1] ,0,0) ; 
g21=poly2tfd(0.3378, [0.361,1.09,1] ,0,0.3) ; 
g22=poly2tfd(-0.318, [2.93,1] ,0,1.29); 
S=tfd2step(20,0.3, [1 1 ,gll,gl2,gE21,g22); plotstep(S) 

2. 无 约束 最 优 预 测控 制 设计 

无 约束 的 最 优 预测 控制 器 可 以 调用 mpccon() 函数 直接 设计 

下 mpc=mPpccontmnod 97 AI , 古 ) 


其 中 mod 为 由 阶 跃 啊 应 数据 构成 的 变量 ，qg, 7 同 量 分 别 表示 对 误差 与 输出 增 量 的 
加 权 ，Af 和 尸 分 别 为 控制 时 域 与 预测 时 域 。 得 出 的 素 mc 为 控制 器 的 增益 矩阵 。 
得 出 控制 增益 后 ， 则 可 以 由 mpcsim() 函数 得 出 预测 控制 下 系统 的 响应 曲线 


[y ,人 L,Wm]=mpcsim(plant ,mod, 下 mpcytend,sp) 


其 中 ,Plant 为 受 控 对 象 模型 的 阶 跃 啊 应 数据 , mod 为 设计 控制 器 时 使 用 的 阶 跃 
响应 数据 ,二 者 可 以 相同 也 可 以 不 同 。tna 为 终止 仿真 时 间 ，s， 为 参考 输入 信号 . 
得 到 的 y 为 系统 的 输出 , 业 为 控制 序列 ，ym 为 模型 输出 。 
例 6-22 考虑 例 6-20 的 受 控 对 象 模型 ， 设 计 预 测控 制 器 并 通过 仿真 分 析 系 统 的 响应 。 
求解 采用 加 权 gl7 = 0.1， 令 预测 时 域 已 = 40， 选 择 控制 时 域 M = 10， 由 下 面 的 
语句 可 以 设计 出 模型 预测 控制 器 并 绘制 出 系统 的 输出 曲线 和 控制 信号 ， 如 图 6-24 
(aj、(b) 所 示 。 
>> t_f=12; T=0.1; G=poly2tfd(t,conv([t 二 ,[2 菇 ) ,0,1); 
mod=tfd2step(t_f,T,1,G); P=40;M=10; q=1; zr=0.1; 
Kmpc=mpccontmod,q,,M,P); PJant=mod;j SP=1; 
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是 


tend=10; t=0:T:tendij [y,u]j=mpcsim(Pplant,mod,Kmpc,tend ,sp) ; 
plot(t,y) ，figure，SsStairs(t ,1) 
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_@) 控制 系统 的 阶 跃 响应 (b) 控制 信号 
图 6-24 预测 控制 器 的 仿真 结果 
从 控制 结果 可 见 ， 输 出 效果 非常 好 ,但 这 种 效果 的 代价 是 极 大 的 输入 信号 ， 这 有 
时 在 实际 应 用 中 是 没有 实际 意义 的 。 所 以 对 这 种 系统 的 控制 应 该 考虑 采用 有 约束 的 最 
优化 方法 来 实现 。 
利用 上 面 的 同样 语 卸 ， 还 可 以 绘制 出 不 同 的 mm 取 值 下 的 控制 效果 ， 如 图 6-25 所 
示 。 如 果 选 择 大 些 的 mm 如 到 =15， 输 出 曲线 和 你 三 10 时 相仿 ,， 若 减 小 品 的 值 ， 如 
令 了 人 二 5， 则 曲线 有 很 大 不 同 。 这 表示 控制 时 域 对 控制 效果 有 显著 影响 ,如果 时 域 
选择 不 足 ， 得 出 的 控制 效果 不 能 完全 达到 模型 预测 控制 的 目标 , MATLAB 程序 如 下 : 
>> 人 1=mpccon(mod,qr,10,P); [yl,uj=mpcsim(Plant,mod,Kt,tend,sp); 
K2=mpccon(mod,q,r,5,P);  [y2,u]=mpcsimn(plant,mod,K2,tend,sp) ; 
K3=mpccon(mod,q,r,20,P); Ly3,u] =mpcsim(plant,mod,K3,tend,sp) ; 
plot(t,yl,t,y2，- ,ty3，: ) 
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图 6-25 不 同 控制 时 域 对 控制 效果 的 影响 
3. 有 约束 最 优 预测 控制 设计 
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如 果 对 系统 的 控制 信号 和 输出 信号 引入 约束 ， 则 前 面 介 绍 的 预测 控制 演化 
成 有 约束 最 优化 问题 的 求解 。 这 样 的 问题 可 以 由 cmpc() 函数 直接 求解 


[yy ,UVm=cmnpc(PLant,mod,gir ,AT ,已 ,tend,spUlimy Wiimy) 


其 中 Wim = [un Au win = [Way Ayx。 和 前 面 介绍 的 基于 无 约束 最 
优化 的 预测 控制 和 仿真 函数 相 比 , 可见 cmpc() 函数 集 设 计 和 仿真 于 一 体 , 可 以 直 
接 对 系统 进行 仿真 分 析 ， 直 接 得 出 相应 的 仿真 结果 。 该 函数 允许 对 输入 信和 号 和 输 
出 信号 添加 范围 约束 。 
例 6-23 考虑 例 6-20 的 受 控 对 象 模 型 ， 若 期 望 系统 的 控制 信号 满足 vi < (-3,3), 设 
计 预 测控 制 器 并 通过 仿真 分 析 系 统 的 响应 。 
求解 假设 采用 默认 的 gr 加 权 ， 则 可 以 得 出 尸 = 40, 选择 不 同 的 控制 时 域 MH， 有 约 
束 的 模型 预测 控制 器 可 以 设计 出 来 ， 系 统 的 阶 跃 响应 和 控制 信号 如 图 6-26 (aj、(b) 所 
示 。 可 见 ， 控 制 结 果 是 很 理想 的 ,控制 信号 被 有 效 地 限制 在 预先 指定 的 范围 ,达到 了 控 
制 的 目的 。 
>> _f=12; T=0.1; G=poly2tfd(t,conv([1 1 菇 ,，[2 吉 ) ,0，1) ; 
mod=tfd2step(t_f,T,1,G); P=40;M=10; q=1; T=0.1; 
PJant=mod; SPp=1; tend=10; t=0:T:tend; 
Ly,u=cmpc(plant,mod,q,r,M,P,tend,sp,[-3,3,int]) ; 
blot(t,y)，figure，stairs(t,u) 























14 1 一 人 启 
(a) 控制 系统 的 阶 跃 响应 (b) 受 限 的 控制 信号 
图 6-26 ”有 约束 的 预测 控制 器 的 仿真 结果 
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例 6-24 再 考虑 例 6-21 中 给 出 的 多 变量 系统 ,假设 两 路 输入 信号 均 满 足 ju 人 昌 | 入 5 
试 设计 出 模型 预测 控制 器 ， 并 得 出 仿真 结果 。 

求解 假设 采样 周期 为 了 = 0.1， 则 可 以 用 类 似 的 方法 设计 控制 器 。 令 两 路 信号 分 别 单 
独 作用 即 可 得 出 控制 效果 。 注 意 输入 信号 范围 的 表示 方法 。 这 样 得 出 的 控制 效果 和 控 
制 信号 序列 分 别 如 图 6-27 (a)、(b) 所 示 。 


》 
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>> gti=poly2tfd(0.1134, [1.78,4.48,11 ,0,D0.72) ， 
g12=poly2tfdq(0.924, [2.07.1],0,0)， 
g21=poly2tfdq(0.3378,[0.361,1.09,1] ,0,0.3)， 
g<22=poly2tfqa(-0.318, [2.93,1] .0,1.29) ， 
T=0.1; S=*tfdq2step(20,T，, [1 ]j ,gltl,gl2,g21,g22) |; 
P=120; M=15; q=[1 1 r=[10.1 0.1]; plant=S， Spt=[1 0]， 
sp2=[0 ,1 ; tend=4， t=0:T:tend ， 
L[y1,ati]=cmpc(plant,S,q,r,M,P,tend,spl,[-5.-5.5 5 inf inf]) ; 
SubPlot(211) ， Plot(t， yl) ; SubPplotf212)，sStairs(t, ul) 
[792,u2]=cmpc(Plant,8,q,r,M,P,tendq,sp2,[-5,-5.5 5 inf inf]) ; 
{igure;i SubpPplot(211) ， plotktt:y2); Subplot(212) ， Stairs(t,u2) 
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网 6-27 多 变量 系统 的 预测 控制 器 的 仿 直 结果 


6.5.2 复杂 系统 的 模型 预测 控制 与 仿真 


冬 痢 版 本 的 模型 预测 工具 箱 提 供 / 控制 器 设计 的 图 形 用户 界 面 ,可 以 方便 地 
发 计 出 所 需 的 模型 预测 控制 器 , 并 有 Siumlink 版 的 横 型 预测 控制 器 模块 ， 可 以 用 
9imulink 对 复杂 的 模型 预测 控制 系统 进行 仿真 分 机 、 

在 MATLAB 命令 窗口 中 给 出 mpctool 命令 则 可 以 打开 如 网 6-28 所 示 
的 图 形 用 户 界面 ， 其 中 ， 互 侧 的 栏目 -个 部 分 分 别 为 Plant model ( 受 控 对 象 模 
型 )、Controllers (模型 预测 控制 器 ) 和 Scenarios (控制 器 仿真 工具 )。 

单 击 Import Plant 按钮 ， 则 出 现 - 个 对 话 框 ， 允 许 用 户 输入 受 控 对 象 数学 杰 
型 ， 如 系统 的 传递 函数 模型 进入 控制 器 栏目, 则 出 现 如 图 6-29 万 示 的 对 话 框 
全 目 ， 允 许 输入 模型 预测 控制 器 的 各 种 参数 . 如 采样 周期 和 两 个 时 域 的 信 ， 标 竺 


有 


328 第 6 章 差分 方程 问题 的 计算 机 求解 


间 | 时 司 忆 中 宴 业 最 | 多 由 和 让 二 | 生理 ) 和 /全 | 发 人 和 | 电信 让 和 全 和 和 IT -全 1 局- 惠 训 和 | 每 站 二 ”全 由 冲 | 让“ 硬 生生 [ 症 二 | 可 各: 克 人) 傅 ] 必 
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| MPC structure overview 
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| Input Signal properties 





| | Name ITyrpe Description 这 人 


| output siqnal prapsties 
ame ”Type Description Units 





PC task "MPCdesign" created 


Proper pggrerepereprrrereoreereererneeerveerrreoeporrrereerreeerreneereerrrrneeeeerreeerreeene 


图 6-28 预测 控制 器 设计 界面 


Constraints 和 Weight Tuning 分 别 对 应 控制 器 设计 的 约束 条 件 和 加 权 等 。 








| 一 一 一 六 empmgmeeemmeemmmemmpeegpemmmmpemmeeweemmemmoemememmemeeeememeseememmeeeememeaa | 
Workspace Wodel and Horizons | Constraints | Weight Tuning| Estimation 人 Advanced) 
局 [ 晤 pcaesim ET htt 工 河 广 用 TFT 二 二 ES 二 站 | 
出 僵 Plant models | Plaftmodel | 6 | 
暂 - 国 controllers | -一 一 一 一 | 
下] | Horizons 
出 - S : | 
Ra 2 Control interval 人 (time units): | 开 丰 | 
| 
| 
Predi ction horizon [intervyals): 10 
-一 一 一 | 
Control horizon [intervyals): 上 3 
器 BlLocking 
Blocking 





图 6-29 控制 器 参数 设置 对 话 框 
描述 了 受 控 对 象 和 控制 器 模型 后 ， 则 可 以 用 Scenarios 栏目 来 对 系统 进行 仿 
真 分 析 。 选 中 该 栏目 则 出 现 如 图 6-30 所 示 的 对 话 框 ,用户 可 以 提供 设 定点 、 仿 真 


时 间 等 信息 ,然后 对 所 设计 的 模型 预测 控制 器 开始 仿真 分 析 。 
震 仿 真 结 果 满 意 ， 则 可 以 单 击 控制 栏目 下 的 Export Controller 按钮 将 控制 器 


6.5 预测 控制 系统 及 仿真 








Simulation Settings 


Controller NMPC1 Y| 回 Coxe locops 
| Pant G >| 四 mnforce Constraints 
Duration 80 Control interval 0.4 | 
| 
| ”Setpoints | 
Dut1l | Step 0.0 1.0 0 


Name Units Type Initial Sizre Time Feriod Look Ahead 
| 


Unmeasured 出 Sturbances 








ame Units Type Initial VY. Sirzre Time Period | 
ioutl | Constant 0.0 | 上 二 有 
Inl Constant 0.0 


图 6-30 仿真 参数 设置 对 话 框 


答 出 到 MATLAB 工作 空间 或 文件 ,以 备 以 后 使 用 。 给 出 mpclib 还 将 得 到 可 以 
适用 于 Simulink 仿真 的 模型 预测 控制 器 模块 ,用 于 复杂 系统 的 设计 与 仿真 。 下 面 
通过 例子 演示 模型 预测 控制 器 设计 与 仿真 的 全 过 程 。 

例 6-25 考虑 文献 [13] 中 给 出 的 变化 系统 分 段 受 控 对 象 模型 ， 如 表 6-5 所 示 。 试 设计 
出 可 以 用 于 该 分 段 模型 控制 的 模型 预测 控制 器 。 


表 6-5 受 控 对 象 的 数学 模型 










采样 区 间 对 象 模型 
























一 2.7s 
1 SS 2 8-159 ES 
40s2 十 10s 十 1 40s2 十 10s 十 1 
e 一 2.7s 证 
3 160-239 as 4 240-319 es 
1 十 10s 10s 十 1 
1 


320-400 


求解 选择 第 一 模型 作为 标 称 模型 ， 则 可 以 用 下 面 的 步骤 设计 模型 预测 控制 器 模型 : 

四 输入 模型 G=tf(1, [40,10,1])。 

@ 输入 mpctool 启动 界面 ,由 Import Plant 按钮 读 入 系统 的 受 控 对 象 模型 。 

@) 单 击 左 侧 的 Controller 栏目 ， 可 以 如 下 设置 控制 器 所 需 参 数 : 在 Model and 
Horizons 标签 下 ， 采 样 周期 Control interval 为 全 = 0.4， 预 测 时 域 Prediction 
Horizon 设置 成 40， 控 制 时 域 设 置 为 10; 由 于 暂时 不 考虑 控制 约束 ， 所 以 不 修 
改 Constraints 标签 ; 在 Weight Tuning 标签 下 ， 将 输入 权 值 设置 成 0.1; 变化 率 
从 黑 认 的 0.1 改变 为 0。 输 出 的 权 值 最 好 设置 成 1。 

曲 单 击 左 侧 Scenarios 栏目 ， 可 以 设置 设 定 点 等 信息 ， 如 可 以 将 设 定 点 设置 成 阶 
路 信号 ， 使 其 阶 跃 时 间 为 0, 幅 值 为 1。 这 时 可 以 启动 仿真 过 程 得 出 输入 输出 曲 
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有 


线 ， 如 图 6-31 (a) 和 (b) 所 示 。 


Plant Outpul Out] Plant mput: 车 ] 





T-- 























0 5 10 1 20 25 30 15 4 0 5 0 0 2 2 可 1 行 和 
Tinmte (See) Tinae fsee+ 


(a) 控制 系统 的 阶 跃 响 应 (b) 控制 信和 号 
图 6-31 预测 控制 器 的 仿真 结果 


@@) 选择 控制 器 栏目 下 的 Export Controller， 则 可 以 将 控制 器 模型 存 成 MATILAB 
工作 空间 中 的 变量 c6MPC1。 


设计 了 控制 器 ， 则 可 以 搭建 如 图 6-32 所 示 的 分 段 控制 模型 ， 该 模型 由 仿真 时 间 


控制 模型 的 选择 。 这 样 可 以 用 设计 出 的 模型 预测 控制 器 对 系统 进行 控制 ， 得 出 如 图 
6-33 (aj 所 示 的 设计 效果 。 


9 一 中 esilu+0.0009 四 

















[上 二 we ef MT mv FT 一 -- | F 一 

0 2+10s+1 en 站 mL _ 3 

Step 和 四 | J [一 一 

加 | 旋 MPC Controller 国人 Ce- 
由 


























1 Scope 
[一 一 一 - 本 | 一 一 一 
los+ 1 [TR] | Mulnport 
本 -- 一 加 罗湖 者 Switch 
5 国有 
| L 0 
| 250s 人 10s+1 | 
1 
四 Se 


图 6-32 分 段 系统 的 预测 控制 仿真 模型 (文件 名 : c6mmpem. md] ) 


若 在 设计 控制 器 时 选择 控制 信号 的 约束 |uft)| 


2， 则 可 以 重新 设计 出 模型 预测 
控制 器 ， 在 该 控制 器 下 系统 的 响应 如 图 6-33 (bj 所 示 。 


6.5.3 ”广义 预测 控制 设计 与 仿真 


广义 预测 控制 (general predictive control，GPC) 是 由 英国 学 者 David 
Clarke 教授 及 合作 者 提出 的 一 种 新 型 控制 策略 n413, 文献 [16] 对 广义 预测 
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看 和 
国人 


















































| 
从 L 一 “一 一 - 直 册 - ”一 -上 - < 一 上- 一 一 一 J _-- 
0 


100 150 200 


人 无 约束 最 优化 bb 约束 Hua 过 2 
图 6-33 “分 段 系 统 的 预测 控制 仿真 结果 








控制 理论 及 应 用 有 较 好 的 介绍 。 广义 预测 控制 研究 的 受 控 对 象 模型 可 以 表示 为 


4(z-0g( = 2BC-DutbTC(zDE(D 二 (6.5.9) 
该 模型 的 大 部 分 内 容 和 前 面 描述 的 完全 一 致 , 它 的 特点 是 可 以 处 理 在 模型 的 输入 
中 添加 常数 偏差 扰动 7 的 问题 。 
广义 预测 控制 的 性 能 指标 为 
Na Nu 
7 = min 5 区 十 四 一 信人 在 十 了 上 二 Au 十 7 | 上 (6-5-10) 


这 里 ， 性 能 指标 选择 的 是 一 个 时 域 窗 口 (Ni, No) 内 的 方差 值 ， 属 于 滚动 型 性 
能 指标 。 文 献 17] 给 出 了 较 好 的 基于 早期 NATL AS 8 版 本 的 仿真 模型 和 描述 广义 
预测 控制 的 $- 函 数 ， 根据 本 书 的 风格 修改 如 下 。 


function [sys，X0,Str,ts]j=gpc_la(t,x,utlag,N1,N2,Nu,T,rho，.. 
k_d,B_pocz,A_pocz,P_pocz,alfa,ts) 
nA=length(aA_pocz) ; DB=Jength(B_pocz)-1; kx=nA+nB+1; 
XP=*X ; KKt=KPp+1; Ktend=Kkp+Ki Xf=KtenQ+1l ; 
kfend=Kktenaq+k;i KKy=Kkftend+1ij ku=ky+li kend=ky+K_d; 
P=zeTros (KK ,X) ，X=X(:)，; 
Switch 于 Lag 
case 0 
sizes = simsizes; % 读 入 系统 变量 的 默认 值 
SIZes .Numcontotates=0; Sizes.NumnDpiscStates=kend ; 
sl1Zes.Nunbuutputs=l;j SIzes.NumnInputSs=2 ; 
sliZes.DirFeedthrough=0;i Sizes.NumSamnpleTimes=1; 
SyS=Simsizes(sizesS); Str= 和 ;ts=[ts 0] ; 
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和 二 


XO=Zzeros(1 ,kend) ; X0(C1:k+l:kp)=P_poczkones(K ,1) ; 
XO(Ckt :kt+nA-1t)=A_pocz;i X0O(Kkt+nA:ktend)=B_pocz; 

CaSse 2 
Phi=[x(GKy) ,Xx(kf:kf+nA-2),x(kend) ,x(kf+nAhA:kfendq-1)] ; 
P(:)=XC1:KkP) ; P=(1/alfa)*(P-(PxrPhi**PhiyP)7(alfa+Phi*rkP*rPhi，)) ; 
Theta=Xx(kt:ktend)+Phi*+*P*yr(u(2)-Phix*x(kt:ktend) :)， 
Kk_M=max( [nA+L ,nB+K_d] ) ; 
num= [zeros(1,k_d-tl) ,Theta(nA+1:k) ,zeros(1,K_M-nB-xk_d)] ; 
den= [1 ,TIheta(1:nA) ,zeros(1,Kk_M-nA-1)]; h=dstep(num,den,N2) ; 
for i=1:Nu，Qt(1:N2,1i)=[zeros(i-1,1);，h(1:N2-i+t)] ，enqa， 
QR=Qt(N1:N2,:); q=[1,zeros(1,Nua-1)]*rinv(Q2*Q + Tkeye(Nu) )*Q? ; 
[w,xwj=dlsim(rho,1-rho,1,0,u(1)*xones(N2+1,1),u(2)) ， 
A=[1,Theta(1:nA)] ; B=Theta(nA+1:k); Bm=[B,0] ; Bm=Bm- [0,B]， 
Am=[A,0] ; Am=Am- [0,A] ; Ared=Amn(2:DA+2) ; 
Bred= [zeros(1, 上 k_d-1) ,Bm] ; Y= [u(2) ,-x(ky) ,-x(kf:kf+nA-2)] ; 
U= [x(Cku) ,x(ku:kendq) ,x(kft+nA:kf+nA+nB-1)]， 
tor 1I=1:N2 

yp(4i)=-AredxY'+Bred+xU; Y=[yp(i),Y(1:nA)]; 
U=[LU(C1) ,UC1:nB+k_d)] ; 
end 
nu=Xx(ku)+qr(w(N1+1:N2+t)-~yp(N1:N2) 7); 
sySsS=[P(:) ,Theta,Xx(ky) ,X(kf:kf+nA-2)，x(kend),，，.， 
X(kf+nA:kfend-l),-u(2)，nu，xX(ku:kend-1)] ; 

Case 3，SyS=X(ku) ; 

otherwise，SsSyS=[] ; 

end 


例 6-26 假设 受 控 对 象 模型 为 G(s) = 雹 5 T， 且 该 模型 的 输出 端 可 能 受到 


d = 三 0.5 的 扰 动 , 试用 广义 预测 控制 的 方式 对 该 模型 进行 控制 。 
求解 为 对 该 系统 进行 仿真 研究 ， 可 以 建立 起 如 图 6-34 所 示 的 仿真 框图 。 先 假设 
dd 一 0,， 选择 Ni =1l Aua=2， 对 不 同 的 Na 取 值 , 如 Na = 3,4,5,6,7 进行 仿真 研究 ， 
则 可 以 得 出 如 图 6-35 (a) 所 示 的 输出 曲线 ， 从 份 真 结果 可 见 ，Na = 3 时 仿真 曲线 效 
困 不 是 很 好 ， 说 明 预 测 3 步 的 控制 对 此 例子 不 适用 ， 故 应 该 增 大 NVa 的 值 ， 例 如 选择 
As 一 7。 

图 6-35 (b) 中 给 出 了 Na = 3 和 Na = 了 时 的 控制 信号 曲线 ， 可 见 ， 只 有 给 定 信和 号 
突变 时 ， 控制 信 号 的 要 求 较 大 ， 其 他 时 间 控 制 信号 接近 0。 

现在 假设 偏差 信号 7 = 0.5， 则 通过 念 真 可 以 得 出 如 图 6-36 (a) 所 示 的 控制 效果 ， 
其 中 ,为 了 方便 比较 ， 同 时 绘制 出 7 = 0 时 的 控制 曲线 ， 可 见 ， 虽 然 模 型 受到 了 偏差 扰 
动 ， 控制 效果 仍然 是 很 理想 的 。 


3 
将 受 控 对 象 模型 修改 成 Gl(s) -78 或 Gafs) = 5 则 得 世 





证 






Output and 
Controi set-point 









































一 0 5 0 1 30 3 0 了 10 15 20 323 30 
(a) 不 同 Na 值 的 控制 效果 (b) 控制 信号 


图 6-35 不 同窗 口 宽 度 的 广义 预测 控制 及 控制 信和 号 



































TREE 
(a) 加 偏差 扰动 的 控制 (b) 受 控 对 象 变 化 后 的 控制 


图 6-36” 带 侦 差 扰动 和 模型 侦 差 时 的 控制 效果 比较 


的 控制 效果 如 图 6-36 (bj) 所 示 。 可 见 ， 虽 然 受 控 对 象 模 型 有 较 大 的 变化 ,控制 效 果 仍 
然 是 较 理 想 的 。 在 得 出 的 曲线 中 ， 粗 线 表示 标 称 模型 的 响应 曲线 ， 其 他 两 条 线 分 别 表 
示 Gi(s) 和 Ga(5) 的 响应 曲线 。 
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和 


6.6 “习题 与 思考 题 


(电表 才 系 统 内 民 机 方才 (+ ID) | 036 | = 的 + | 0， 
zr(0) = Il, -1]， 试 求 该 系统 阶 跃 响应 的 解析 解 ， 并 比较 数值 解 。 
和 入 GC (1 + 让 直 和 条 有 用 再 娄 PID 近 人 


0.0641 fs 
于 





u(ET) = 1.1646e(KT) 十 0.24347 亲 。 (mT) 十 一 二 一 


7 :一 日 


该 系统 进行 仿真 ， 研 究 控 制 效 果 ， 通 过 试 资 的 方法 进一步 调整 控制 器 参数 ， 并 尝试 
其 他 的 离散 PID 控制 器 结构 。 


3 增 量 式 离散 PID 控制 器 的 数学 描述 为 
up) = 人 K-T)+EKole(E) 一 eR 一 1 上 +EKTe(E) 十 
试用 Simujink 搭建 出 该 控制 峰 的 仿真 模型 。 

4 已 知 一 个 离散 时 间 系 统 的 输入 输出 数据 由 表 6-6 
的 脉冲 传递 函数 模型 ， 并 选择 合适 的 模型 阶 次 。 


表 6-6 习题 4 实测 数据 


e(kT) 一 el 人 一 TD 夺 试 对 


富 E(+e -2)-2e( 一 DT 


给 出 ， 用 最 小 二 乘法 辨识 出 系统 


? 2 区 ? ti ? 2 2 

] 0.9103 0 9 0.9910 54.5252 17 0.6316 62.1589 
2 0.7622 18.4984 10 曲 .365,] 065.99772 18 0.8847 63.0000 
3 9.2625 1.4285 了 0.2470 62.9181 19 0.2727 68.6356 
式 0.0475 32.3228 12 0U.9826 57.5592 20 0.4364 60.8267 
5 0.7361 28.5690 1T3 0.7227 67.6080 21 0.7665 57.1745 
6 0.3282 39.1704 14 0.7534 70.7397 22 0.4777 60.5321 
了 0.6326 39.8825 15 0.6515 73.7718 23 0.2378 57.3803 
8 0.7564 46.4963 16 0.0727 74.0165 24 0.2749 


49.6011 


5 已 知 茶 连 续 系统 的 阶 跃 响应 数据 由 表 6-7 给 出 ， 且 已 知 系统 为 二 阶 系统 ,其 阶 跃 响 
应 的 曲线 原型 为 yt) = z1 十 zze "at 二 zae zst， 试 用 曲线 最 小 二 乘 拟 合算 法 拟 合 
出 z; 参数 ， 从 而 拟 合 出 系统 的 传递 函数 模型 。 


6 读 构 造 出 一 组 周期 为 N = 127 的 伪 随 机 二 进 制 序列 。 
7 求 Diophatine 方程 的 解 并 验证 解 的 正确 性 。 
四 4( zx )=1--0.7z-1，B(z-I =0.9 一 0.6z 一 ，C(z 一 1) = 2z-2 十 1.5z-3 
四 4(z)=1+0.6z- 一 0.08z-2 十 0.152z-3 十 0.0591z-4 0.0365z-5 
B(z ) 一 5 一 42 一 0.25z-2 二 0.42z-3，C(z-D = 1 





6.6 习题 与 思考 题 


表 6-7 习题 5 实测 数据 


t 2 1( 电 t 2 2 人 tb) t 2 2 

U 0 ， . 0.3024 二. 人 .3145 如 .3263 
0.1 0.08324 . ， 0.3034 二 U.315 0.3265 
0.2 0.1404 . 。 0.3043 0.3156 0U.3267 
0.3 0.1798 ， 。 U.305 1 ， 0.3161 0.3269 
0.4 0.2072 ， 0.306 5. 0.3166 0.3271 
0.5 0.2265 . . 0.3068 呈 . 0.3172 0.3273 
0.6 D.2402 ， 。 U.3076 ， U.3176 0.3275 
0.7 0.28501 ， - 0.3084 5 0.3181 0.3277 
避 .8 6.2574 ， 0.3092 小 ， 0.3186 日 .3278 
0.9 0.2629 . . 0.3099 5， 0.319 0.328 

0.2673 .日 。 310P 吕 ， 0.3195 0.3282 
1 .1 0.2708 . ， 0.3113 - D.3199 0U.3283 
1 .2 人 和 .2737 . . 0U.3 工 之 0.3203 0.3285 
.3 0.2762 ， - 0.3126 ]. 0.3207 人 站 .3286 
.4 0.2784 - 0.3133 本 0.3211 0.3288 
1 .5 0.2804 . ， 0.3139  ， 0.3214 0.3289 





8 请 为 受 控 对 象 (1 一 1.28z- 十 0.49z- 2)y 伯 = 三 (0.5 十 0.7z-1ut 下 设计 最 小 方差 
控制 恬 ， 并 对 其 进行 仿真 ， 观 察 输出 信号 是 否 满意 。 


9 已 知 系统 模型 可 以 由 差分 方程 (1 - 1.3z -上 十 0.4z-2)8g( 昌 一 z-2(1 十 0.5z-1)a( 区 十 
(1 一 0.65z- 十 0.1z 一 )e(b 描述 式 中 e(b) 是 方差 为 0.1 的 白 噪 声 信号 ， 试 设计 最 
小 方差 自 校 正 调节 器 并 仿真 该 系统 。 


10 已 知 系统 模型 为 y( 四 十 2.19( 一 1) 十 1.61y( 人 一 2) 十 0.5319(t 一 3) 十 0.063y(E 一 全 一 
2 一 2) 十 1.3u 一 3) 十 0.55( 的 二 0.5c 一 1)+0.26 一 2)， 试 构造 出 该 系统 的 提前 
两 步 预 报 模型 ， 并 对 方 波 输 入 的 系统 仿真 输出 信号 和 预报 信号 ， 比 较 得 出 的 结果 。 

11 对 自 校 正 控 制 器 来 说 ， 本 章 只 给 出 了 最 小 方差 自 校 正 调整 器 的 MATLAB 实现 及 
Simulink 模块 。 试 仿照 该 模块 将 极点 配置 控制 器 和 系统 办 识 的 功能 相 结合 ， 编 号 


出 极点 配置 自 校 正 控制 器 程序 与 模块 ， 并 对 慢 时 变 受 控 对 象 进行 仿真 研究 ， 得 出 
期 望 极点 对 控制 效果 的 影响 。 


12 试 绘制 出 极点 配置 控制 器 的 框图 ， 并 用 Simujink 构造 出 其 控制 模块 。 


一 闻 s 
13 已 知 某 过 程控 制 受 控 对 象 为 G(s) = = 一， 参数 的 标 称 值 为 天 一 5,r = 15,0 = 


2， 采 样 周期 为 1， 试 设计 出 模型 预测 控制 器 ， 并 通过 仿真 分 析 控制 效果 。 如 果 受 控 
对 象 模型 发 生 了 参数 变化 , 例如 开 = 10,， 试 通过 仿真 的 方法 研究 控制 效果 。 


加 8611.77 
14 假设 茶 欠 阻尼 受 控 对 象 模 型 为 0 G(s) = [下 055j5 二 6 十 025)2 二 1524 可 ， 


办 和 
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试 选择 合适 的 时 域 ， 设 计 出 较 好 的 模型 预测 控制 器 。 如 果 受 控 对 象 变 成 非 最 小 相 
位 系统 ， 例 如 分 子 多 项 式 变 成 28705(--s + 0.3)， 试 重新 研究 模型 预测 控制 颖 设计 
问题 。 
12.8e-* ”一 18.9e-35 


15 考虑 某 多 变量 传递 函数 矩阵 模型 G(s) = | 1.1s 十 1 28 十 上 | ， 斌 设计 出 相 





6.6e-7s ”一 19.4e-3s | 


10.9s+1 14.4s+1 
应 的 模型 预测 控制 器 ， 并 仿真 控制 效果 。 


16 假设 受 控 对 象 模型 为 bs yy 人 = 0.503y(t 一 1) - 0.053y( 一 2) 二 0.017u(t 一 3) 十 
0.186vu(t 一 4) 二 0.01lu(t 一 5 十 人 的 ,其 中 ww 人 (是 均值 为 0， 方差 为 0.01 的 白 噪 声 ， 
试用 广义 预测 鬼 制 对 其 仿真 ,得 出 较 好 的 Na 及 Nu 值 。 
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一 一 第 7 章 一 一 一 一 
智能 计算 问题 的 计算 机 求解 


智能 控制 的 概念 是 由 美国 Purdue 大 学 著名 学 者 傅 京 孙 (King- 
Sun Fu) 教授 于 1971 年 首先 提出 的 山 ， 认 为 智能 控制 是 人 工 智能 与 
自动 控制 的 交集 ， 主 要 强调 人 工 智 能 中 仿 人 的 概念 与 自动 控制 的 结 
合 引 .“ 智 能 控制 ”至今 无 统一 的 定义 , 文献 [3] 中 给 出 了 一 种 合理 的 
定义 : 智能 控制 是 一 类 无 需 人 的 干预 就 能 够 独立 地 驱动 智能 机 器 实现 
其 目标 的 自动 控制 。 与 传统 的 控制 理论 相 比 ， 智 能 控制 对 于 环境 和 任 
务 的 复杂 性 有 更 大 的 适应 度 。 目 前 几 种 被 广泛 认可 的 智能 控制 形式 包 
括 专 家 系统 、 模 糊 控制 、 人 人工 神经 网 络 控制 、 自 学 习 控 制 等 。 

本 书 将 在 7.1 节 首 先 介 绍 经 典 集 合 论 问题 的 求解 ， 然 后 引入 模 
糊 集合 与 模糊 逻辑 的 概念 ， 介绍 模糊 轩 辑 计算 与 模糊 推理 和 几 种 常 
用 的 模糊 控制 器 形式 ， 并 介绍 模糊 逻辑 控制 器 的 设计 方法 及 基于 
MATLAB 工具 的 建 模 与 仿真 方法 。7.2 节 将 首先 介绍 人 工 神经 网 络 
的 结构 与 求解 、 用 神经 网 络 拟 合 数据 的 方法 及 技术 细节 ， 然 后 介绍 基 
于 MATLAB 的 伸 经 网 络 模型 预测 控制 器 设计 及 仿真 方法 。7.3 节 将 
介绍 遗传 算法 在 最 优化 问题 求解 及 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 ,然后 介 
绍 基于 粒子 群 优 化 算法 的 最 优化 问题 求解 方法 ,并 介绍 应 用 这 些 方法 
的 全 局 最 优化 方法 及 控制 器 设计 问题 求解 。7.4 节 将 引入 迭代 学 习 控 
制 的 理论 及 相关 问题 MATLAB 求解 。 


7.1 ”模糊 逻辑 与 模糊 控制 


7.1.1 经 典 可 枚 举 集合 论 问 题 及 MATLAB 求解 


集合 论 是 现代 数学 的 基础 。 所 谓 集合 ， 就 是 一 些 事物 的 全 体 ， 而 
其 中 每 一 个 事物 均 称 为 集合 中 的 一 个 元 素 。 若 事物 u 是 集合 4 中 的 
一 个 元 素 , 则 记 ae 4, 称 为 w 属于 4。 若 不 是 4 集合 中 的 元 素 ， 
则 记 志 买 4。 所 谓 可 枚 举 集合 , 是 指 该 集合 中 的 所 有 元 素 均 可 以 一 一 
列 出 。 在 MATLAB 中 用 回 量 或 单元 数组 的 形式 就 可 以 表示 这 样 的 集 








338 第 了 7 章 智能 计算 问题 的 计算 机 求解 
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合 。 例 如 , 下面 的 语句 均 可 以 表示 可 枚 举 集合 。 
>> A=[1235679344 数字 构成 的 集合 , 可 以 有 重复 元 素 
B=f1235679341 YX 上 上述 集合 的 单元 数组 表示 方法 ， 二 者 等 价 
C={f?ssa','jsjhs, su',，whi',kjshd:,:kshk'}+ % 字符 串 集合 
MATLAB 语言 提供 了 集合 定义 与 基本 运算 函数 。 在 表 7-1 中 列 出 了 进行 集 
合 运算 的 图 数 及 解释 ,用 这 些 函 数 可 以 对 集合 进行 操作 ， 这 些 函 数 还 可 以 嵌 套 使 
用 ,建立 较 复 杂 的 集合 运算 。 这 些 函 数 不 能 用 于 符号 表达 式 的 集合 运算 。 


表 7-1 MATLAB 下 集合 运算 的 函数 
运算 名 称 MATLAB 语 名 合 运算 描述 
并 集运 算 | 4=union(B ,C) 求 两 个 集合 妃 和 C 的 并 集 ， 数 学 记号 为 4 = 巨 UC,， 集 合 运算 
后 的 结果 被 重新 排序 
差 集运 算 | 4=setfiff( 有 已 ,C) 求 两 个 集合 已 和 C 的 差 集 ,， 记 作 4 = BANC,， 即 从 集合 巨 中 易 
除 C 中 的 元 素 后 剩 下 的 元 素 , 结果 被 重新 排序 
交集 运算 | 4=intersect( 已 ,C) | 求 两 个 集合 互 和 C 的 交集 , 即 4 = 妃 站 C, 结果 被 重新 排序 
异 或 运算 | 4=setxor( 已 ,C) 求 两 个 集合 妃 和 C 的 异 或 运算 ， 即 从 互 UC 中 剔除 成 门 C,， 数 
学 表示 为 4 = (BUCNN(BE 站 C)， 结 果 被 重新 排序 
惟一 运算 | 4=unique(B) 将 吾 集 合 中 的 重复 元 素 噜 除 ,结果 被 重新 排序 
属于 判定 | key=ismember(a,) | 判定 a 是 否 为 集合 局 中 的 元 素 ,如果 是 则 返回 key 值 为 1， 否则 
返回 0， 记 作 key=a e 已 。 其 实 , 在 属于 关系 中 ，a 也 可 以 为 邱 
阵 ， 这 时 返回 的 key 为 和 a 一 样 维 数 的 矩阵 ， 在 注 足 属于 关系 的 
元 素 处 为 1， 否则 为 0 








例 7-I 假设 给 定 3 个 集合 4={4 58,7,3} 电 ={2,46,8,10}]C= 117,42,7,9,8]， 
斌 演示 集合 的 各 种 运 莫 ， 并 验证 它们 满足 交换 律 (4UBIMC=(4ncIUGBPmC)。 
求解 由 给 出 的 条 件 可 以 立即 输入 已 知 的 4,,C 这 3 个 集合 ,然后 调用 集合 运算 的 
命令 即 可 以 得 出 如 下 的 结果 。 


>> A=[it,4,5,8,7,3]; B=[2,4,6,8,10]; C=[1,7,4,2,7,9,8]; YY 集 含 定义 
D=unique(C) ，E=union(A,B) ，F=intersect(A,B) % 各 种 集合 运算 


则 可 以 得 出 集合 运 划 结 果 姜 = [2,4,7,8,9],， 互 = [1,2,3,4,5,6,7,8,10], 一 = [4, 8]。 
给 出 如 下 命令 ， 则 可 以 发 现 交换 律 左 侧 的 集合 与 右 侧 的 集合 求 差 集 ， 得 出 的 结果 为 空 
集 ， 由 此 验证 了 交换 律 的 正确 性 。 

>> G=setdiff(\intersect(union(A,B) ,C) ,，.，.. 


union(intersect(A,C) ,intersect(B,C) ) ) 
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命令 GC=ismember(4, 互 ) 可 以 得 出 属于 关系 向 量 为 C = |0,1,0,1,0,0|。 由 得 测 
的 结果 看 ， 集 合 4 中 的 第 2 和 第 4 元 素 属于 集合 卫 ， 因 为 这 些 位 置 处 测试 结果 的 值 为 
1]。 所 以 ， 可 以 用 五 =4(ismember(4 ,已 )) 语 旬 提取 出 集合 4 中 属于 已 的 元 素 ， 亦 即 
得 出 4 门 已 , 为 妃 =14.8]。 
例 7-2 假设 集合 4 和 马 为 字符 串 组 ， 其 中 
4={f skhsak',)ssd ,ssfa):} ,已 ={1sdsd) ,ssd: ssSsf | 
试 求 它们 的 并 集 与 交集 ， 令 C={f jsg: ,sjjfts:,ssq:}+， 试 验证 结合 律 


umnaUtcmnai=(4Uc)Pa 


求解 字符 串 构 成 的 集合 可 以 用 单元 数组 的 形式 表示 ， 也 可 以 进行 集合 运算 ， 所 以 直 
授 用 下 面 的 语句 求 出 它们 的 交集 和 并 集 为 
>> A={ 2SKkhsak) ,ssdq ,ssfa: 了 ii B={2sdsd: ,)S8sd) ,SSssf:]}:， 
F=union(A,B) ，D=intersect(A,B) 
C={t'jsg'， sjjfs ,ssd) yi 六 可 以 由 下 面 的 集合 运算 验证 结合 律 
E=setadift(union(intersect(A,B)，... 
intersect(C,B)) ,intersect(union(A,C) ,B) ) 
得 出 的 结果 为 天 ={ "sdsd ,skhsak:,，'ssd',:ssfa',)sssft)}，DD={fissd:]， 且 得 出 
集合 互 为 空 集 。 
子 集 与 集合 包含 等 概念 是 集合 论 中 很 重要 的 概念 。 所 谓 集合 包含 即 集合 4 中 
所 有 的 元 素 均 为 集合 已 的 元 素 , 记 作 4 ES 克 , 称 为 已 包含 4, 又 称 4 是 态 的 子 
集 。 者 BA4 非 空 , 则 称 严格 包含 , 记 作 4 C 已 。 MATLAB 中 并 未 直接 提供 集合 
包含 或 子 集 的 函数 , 但 可 以 通过 下 面 的 命令 判定 包含 和 严格 包含 。 


key=al1(ismember(4, 刀 ))，key=1 则 4CB， 即 判定 4 所 有 元 素 均 属于 妃 
Key=alL1(ismenmber(4 ,B))&(iength(setdiff(B,A))>0)，xkey= 一 1 则 4C 卫 


例 7-3 考虑 例 7-2 中 的 集合 瑟 , 开 ， 试 判定 开 CC 妃 是 否 满足 ， 并 由 集合 4 验证 集合 的 
自 反 律 ， 亦 即 4 S 4。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 进行 判定 ， 得 出 key 为 1。 

>> E=union(A,B); F=intersect(A,B); key=al1(ismember(F,E)) 

事实 上 , 下 =4 品 妃 , 巨 =4 门 如 , 所 以 当然 妃 C 严 。 还 可 以 验证 4C 4， 亦 即 自 
反 律 ， 由 下 面 的 语句 可 以 直接 得 出 相应 的 结果 。 


>> key=all(ismember(A,A)) 妈 (length(setdiff(A,A))>0); % 4CA4 
keyl=all(ismember(A,A)); [key:,keyl] % 4C4 当然 成 立 


340 第 7 章 智能 计算 问题 的 计算 机 求解 


| 





7.1.2 ”模糊 集合 


由 经 典 集 合 论 可 见 ,， 一 个 事物 a 要 么 属于 集合 4, 要 么 不 属于 集合 4, 没有 
其 他 的 属于 关系 。 在 现实 生活 中 , 经 常会 出 现 模糊 的 概念 ， 亦 即 某 一 事物 a 以 一 
定 程 度 属于 集合 4， 该 思想 是 模糊 集合 的 基础 。 

模糊 集合 的 概念 是 控制 论 专家 Lotf A Zadeh 教授 于 1965 年 提出 的 向 。 目 
前 模糊 逻辑 已 经 广泛 地 应 用 于 理 、 工 、 农 、 医 各 种 各 样 的 领域 癌 。 在 自动 控制 领域 
中 模糊 控制 也 是 很 有 吸引 力 的 研究 方向 。 

在 本 书 前 面 的 介绍 中 实际 上 也 使 用 了 模糊 的 概念 , 例如 变 步 长 方法 中 关于 误 
差 的 描述 是 当 “ 误 差 较 大 时 .…………: ”只 不 过 在 实际 处 理 时 没有 使 用 模糊 的 方法 ， 
而 是 直接 使 用 了 确定 性 方法 解决 问题 。 

这 里 不 加 解释 地 直接 引入 文献 [6] 给 出 的 示意 图 来 表示 精确 性 与 意义 性 ， 如 
图 7-1 所 示 。 可 以 看 出 , 现实 世界 中 的 事物 并 非 都 是 越 精确 越 好 。Zadeh 教授 指 
出 ， 当 问题 复杂 性 增加 时 ， 精 确 的 描述 将 失去 意义 ， 而 有 意义 的 描述 将 失去 精度 。 


Preclsion and Significance in the Real World 
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图 7-1 在 现实 世界 中 精确 性 与 意义 性 示意 图 (文献 [6]) 


7.1.3 隶属 度 与 模糊 化 


所 谓 隶 属 度 即 某 个 元 素 > 属于 集合 4 的 测度 或 程度 。 在 经 典 集合 理论 中 , 元 
素 a 要 么 属于 4, 要 么 不 属于 4, 所 以 对 应 的 隶属 度 分 别 为 1 或 0。 模糊 集合 的 引 
入 使 得 这 样 的 属于 关系 变 得 柔和 了 。 进 一 步 引入 了 隶属 度 函 数 /z)， 该 函数 满足 
0 科 /z) 和 1。 这 里 将 介绍 几 种 常用 的 隶属 度 函 数 及 其 MATLAB 求解 方法 。 

1. 钟 形 隶属 度 函 数 

钟 形 隶 属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 lz)= 1 工  _， 

十 jz 一 cj/a| 

过 辑 工 具 箱 中 提供 函 数 gbellmf ()， 可 以 求 出 隶属 度 函 数 的 值 。 该 函数 的 调用 
格式 为 V=gbellmf (z,[a,b,c])， 其 中 , z 为 任意 给 定 的 自 变量 值 。 调 用 此 函数 


MATLAB 模糊 
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汪 


则 可 以 求 出 z 处 的 隶属 度 函 煞 值 y。 
例 7-4 用 绘制 出 不 同 参数 组 合 下 的 钟 形 隶属 度 函 数 曲线 。 具 体 的 方法 是 ， 先 选 定 2 
向 量 ， 分 别 改 变 abc 的 值 ， 则 可 以 得 出 如 图 7-2 所 示 的 隶属 度 也 数 曲线 ， 从 得 出 的 曲 
线 可 以 观察 出 隶属 度 函 数 对 a, 咏 c 参数 的 依赖 关系 。 
>> x=[0:0.05:10]j"; y=[U; a0=1:5; b=2; c=3; yl=[; y2= 昌 |; 
for a=a0，y=f{y gbellnf(x,[a,b,c]l)] ;end 
a=1; b0=1:4; c=3; for b=b0，y1= [yl gbellmf(x, [ab,c])];，end 
a=2; b=2; c0=1:4; for c=c0，y2=[y2 gbellmf(x,[a,b,c])];，end 
Plot(x,y); figure; plot(x,yl1); figure;j Plot(x,y2) 











中 6 名 10 了 6 O 也 4 6 10 


(aa 参数 变化 (pb) 8 参数 变化 (c) c 参数 变 
图 7-2 ” 钟 形 隶属 度 函 数 曲 线 


从 得 出 的 曲线 形状 可 以 看 出 ， 当 其 他 参数 不 变 ， 只 修改 w 值 时 ,，a 值 越 小 则 曲线 
形状 越 窄 ; c 参数 只 能 用 于 平移 曲线 ， 不 改变 曲线 的 形状 ; p 参数 增 大 将 增加 上 升 段 和 
下 降 段 的 陡 度 。 可 以 通过 这 些 参 数 的 组 全 有 意识 地 得 出 合适 的 隶属 度 函 数 。 
2. Ganuss 隶属 度 函 数 ， 
Gauss 隶属 度 函数 的 数学 表达 式 为 Flz) = e 到 。MATLAB 模糊 逻辑 工 
具 箱 中 提供 了 gaussmf () 函数 ,可 以 求 取 Gauss 隶属 度 的 值 。 该 函数 的 调用 格式 
为 WV=gaussmf (Z,[c,o]) 。 
例 7-5 不 同 c 和 参数 的 Gauss 隶属 度 函 数 可 以 通过 下 面 的 语句 绘制 出 来 ， 如 图 7-3 
所 示 。 可 以 看 出 ， 当 c 变化 时 ， 隶 属 度 函 数 曲 线形 状 不 变 ， 只 作 左 右 平移 ,ce 增 大 时 曲 
线 变 宽 。 
>> x=[0:0.05:10]:; y= 口 ; c0=1:4; s=3; yl= 口 ; sigO0=1:4; 
for c=c0，y=[y gaussmf(x, [s,c])]; end 
c=5; for sig=sig0，yl=[yl gaussmf (x, [sig,c]j)] ;end; 
Plot(x,y); figureij Plot(x,yl) 

3. Sigmoid 型 隶属 度 函 数 


Sigmoid 型 素 属 度 函 数 的 数学 表达 式 为 ftz) = 5， 该 隶属 度 可 以 
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(a) c 参数 变化 (b) c 参数 变化 
图 7-3 _ Ganuss 隶属 度 函 数 曲 线 


用 MATLAB 函数 sigmf() 求 出 V=sigmf(z,[a,c]) 。 


例 7-6 Sigmoid 函数 在 QQ 和 c 变量 的 不 同 取 值 下 隶属 度 函 数 形状 如 图 7-4 所 示 。 可 见 ， 
当 c 参数 增加 或 减 小 时 ，Sigmoid 函数 向 右 或 向 左 进行 平移 ， 而 隶属 度 函 数 的 形状 不 
变 ; 当 a 参数 增 大 或 减 小 时 ， 曲 线 变 得 更 陡 或 更 平缓 。 另 外 应 该 注意 ， 该 邓 数 是 单 值 
的 ， 故 适用 于 描述 最 右 侧 模糊 集合 的 隶属 度 ， 最 左 侧 集合 的 隶属 度 可 以 由 1 - (z) 来 
>> x=[0:0.05:10]:; y= 口 ; c0=1:4; a=3;j yl= 口 ; a0=1:2:7; 

for c=c0，y=[y sigmf(x,[a,c]j)]j ;ji end 

c=5; for a=a0，yl=[y1l sigmf(x, [a,c])] ; end; 

Plot(x,y); figure;i P1Lot4X, yl) 





(a)j c 参数 变化 (b) a 参数 变化 
图 7-4 _ Sigmoid 隶属 度 函 数 曲 线 


4. 隶属 度 函 数 的 图 形 编辑 界面 

MATLAB 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 了 隶属 度 函 数 的 编辑 界面 。 在 MATLAB 
提示 符 下 输入 mfedit 命令 就 可 以 打开 隶属 度 函数 编辑 界面 ,如 图 7-5 所 示 。 其 
中 给 出 了 3 个 隶属 度 函 数 的 原型 ,用户 可 以 通过 界面 中 的 选项 设置 各 种 隶属 度 函 
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7-5 隶属 度 函 数 图 形 编辑 界面 


数 ， 可 以 由 对 话 框 右 下 栏目 中 的 内 容 对 当前 隶属 度 函 数 的 形状 和 参数 进行 编辑 ， 
也 可 以 通过 鼠标 在 隶属 度 函 数 示意 图 上 可 视 地 修改 隶属 度 函数 的 参数 。 

如 果 想 再 添加 一 个 隶属 度 函 数 ， 则 可 以 选择 Edit 一 Add custom MF 菜单 ， 
如 图 7-6 (a) 所 示 ， 设 置 完成 后 就 可 以 在 编辑 区 域 添 加 一 个 隶属 度 函 数 ， 对 这 个 新 
添加 的 隶属 度 函 数 可 以 按 前 面 的 方式 进行 修改 ,例如 可 以 改变 成 如 图 7-6 (b) 所 
示 的 形式 。 


Membership function plots ”plot poImts: | 181 





ES 
Unado Ctrl+Z 
Adad WPs. 
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Remove Selected IF 
Removye 从 LT FSs 
了 IS Propertles...， Ctrl+1l 

Rules. . . Cr 了 

(a) Edit 菜单 (b) 修改 后 的 隶属 度 函 数 


7-6 隶属 度 函 数 的 编辑 结果 
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章光 合生 二 


7.1.4 模糊 推理 系统 建立 


用 模糊 逻辑 工具 箱 中 提供 的 newfis() 函数 可 以 构建 出 模糊 推理 系统 的 数 
据 结 构 。 其 中 ，FIS 为 模糊 推理 系统 fuzzy inference system 的 缩写 。 该 函数 的 调 
用 格式 为 fis=newfis(name) ， 其 中 ,name 为 字符 串 ， 表 示 模 糊 推理 系统 的 名 
称 , 通过 该 函数 可 以 建立 起 结构 体 fis， 其 内 容 包括 模糊 的 与 、 或 运算 ， 解 模糊 算 
法 等 , 这 些 属 性 可 以 由 newfis() 函数 直接 定义 ,也 可 以 事后 定义 。 定 义 了 模糊 推 
理 系 统 fis 后 , 可 以 调用 addvar () 函数 来 添加 系统 的 输入 和 输出 变量 。 该 函数 
的 调用 格式 为 


fis=addvar(fis, ”input ,iname ,Vi) 可 以 定义 一 个 输入 变量 iname 
fis=addvar(fis,，output: ,oname,v) 可 以 定义 一 个 输出 变量 oname 


其 中 ,，wi 及 vo 为 输入 或 输出 变量 的 取 值 范围 ， 亦 即 最 小 值 与 最 大 值 构成 的 行 向 
量 。 通 过 这 样 的 方法 可 以 进一步 定义 fis 的 输入 输出 情况 ,每 个 变量 的 隶属 度 函 
数 可 以 用 addmf () 函数 定义 ,也 可 以 用 mfedit() 定义 。 


例 7-7 假设 某 模 糊 推 理 系统 有 两 个 输入 变量 ipl 和 ip， 并 有 一 个 输出 变量 op， 且 假 
设 ipl 的 取 值 范围 为 (--3,3)， 分 为 3 个 区 间 ， 隶属 度 函 数 选择 为 钟 形 函 数 ; 输入 信号 
ip2 的 取 值 范围 为 (一 5,5)， 分 为 3 个 区 间 ， 隶 属 度 函 数 选 择 为 Gauss 型 函数 ; 输出 信 
号 op 的 取 值 范围 为 (--2,2)， 隶 属 度 函 数 为 Sigmoid 型 函数 ， 则 可 以 用 下 面 的 语句 构 
造 模糊 推理 系统 原型 ， 并 用 fuzzy() 函数 编辑 此 模糊 推理 系统 。 
>> fff=newfis()c7mfis，) ; 办 建立 模糊 推理 系统 模型 
fff=addvar(fff, input,'ipl,[-3,3]); % 定义 第 一 路 输入 信号 
fff=addvar (fff, input，,)ip2,[-5,5]); % 定义 第 二 路 输入 信号 
fff=addvar(fff, output，,:op,[-2,2]); % 定义 输出 信号 
fuzzy(fff) 用 fuzzy() 通 数 可 视 地 编辑 模糊 推理 系统 
由 fuzzy() 函数 可 以 打开 模糊 推理 系统 的 程序 界面 , 如 图 7-7 所 示 。 
在 图 7-7 界面 下 ， 选 择 Edit 一 Membership functions 菜单 项 ， 可 以 打开 如 图 7-5 
所 示 的 隶属 度 函 数 编辑 界面 。 在 图 7-7 界面 上 选择 ipl 图 标 ， 再 选择 Edit _，Add MFs 
菜单 项 ， 可 以 打开 如 图 7-8 (a) 所 示 的 对 话 框 ， 通过 该 对 话 框 定义 各 个 信号 的 隶属 度 函 
数 。 例 如 ， 通 过 编辑 得 出 如 图 7-8 (b) 所 示 的 输出 隶属 度 函 数 。 


7.1.5 “模糊 规则 与 模糊 推理 


1. 模糊 化 

右 将 某 信 号 用 三 个 隶属 度 函 数 表 示 ,， 则 一 般 对 应 的 物理 意义 是 “很 小 、*“ 中 
等 " 与 “ 较 大 ”， 若 分 为 5 段 ， 则 可 以 表示 为 “很 小 、“ 较 小 ”*、“ 中 等 >、 “ 较 大 ”和 
“很 大 “一 个 精确 的 信号 可 以 通过 这 样 一 组 隶属 度 函 数 模糊 化 ， 变 成 模糊 信和 号。 


7.1 模糊 辑 与 模糊 控制 
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Dutptt "op” 


(a) 隶属 度 函 数 设置 对 话 杠 (b) 修改 后 的 输出 变量 隶属 度 函 数 
7-8 隶属 度 函 数 的 编辑 结果 


2. 模糊 规则 
如 果 将 多 路 信号 均 模 糊 化 , 则 可 以 用 if ，else 型 语句 表示 出 模糊 推理 关系 。 
例如 ,者 输 入 信号 ipl1“ 很 小 "， 且 输入 信和 号 ip?“ 较 大 ”, 则 设置 “ 较 大 ”的 输出 信 
号 op,， 这 样 的 推理 关系 可 以 表示 成 
if ipl 为 “很 小 ” and ipsz 为 “很 大 > ，then op=“ 很 大 ” 
模糊 推理 规则 可 以 通过 ruleedit() 函数 生成 的 界面 来 设 定 ， 也 可 以 从 
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mfedit() 函数 界面 的 Edit 一 Rules 菜单 项 编辑 模糊 推理 规则 , 这 将 打开 如 图 7-9 
所 示 的 对 话 框 。 用 该 对 话 框 可 以 逐条 将 推理 规则 输入 到 系统 中 , 每 设 定 一 条 规则 
后 , 可 以 单 击 Add rule 按钮 ,将 规则 添加 到 规则 库 中 。 如 果 想 删除 某 条 规则 , 则 选 
中 该 规则 ,然后 单 击 Delete rule 按钮 即 可 删除 。 





7-9 模糊 规则 编辑 对 话 框 


编辑 后 的 规则 还 可 以 单 击 Change Rule 按钮 进行 修改 。 完 成 了 模糊 规则 的 编 
辑 , 则 可 以 单 击 Close 按钮 关闭 编辑 窗口 。 模 糊 推理 规则 可 以 由 View 一 Surface 
菜单 项 进行 处 理 ， 得 出 如 图 7-10 所 示 的 三 维 图 形 ,， 表明 从 输入 信和 号 到 输出 信和 号 的 
映射 关系 。 

模糊 规则 还 可 以 更 简单 地 用 数据 向 量 表 示 ， 多 行 向 量 可 以 构成 多 条 模糊 规则 
和 矩阵。 每 行 向 量 有 mm 十 风 十 2 个 元 素 , mm,m 分 别 为 输入 变量 和 输出 变量 的 个 数 ， 
其 中 前 mm 个 元 素 表 示 输 入 信和 号 的 隶属 度 函 数 序号 ,次 ”个 元 素 对 应 输出 信号 的 
隶属 度 函 数 序号 ， 第 m 十 即 十 1 表示 输出 的 加 权 系 数 ,最 后 一 个 元 素 表 示 输 入 信 
号 的 逻辑 关系 ,1] 表示 逻辑 “与 ”，2 表示 逻辑 “或 " 。 例 如 对 图 7-9 中 的 第 3 条 逻辑 
关系 来 说 ,， 若 用 数据 向 量 的 形式 可 以 表示 为 [3, 2, 1,1, 1]。 

者 用 前 面 的 规则 生成 一 个 规则 矩阵 丸 ， 则 可 以 由 fissaddrule(fis , 慌 ) 
直接 补 加 到 模糊 推理 系统 fis 原 有 的 规则 后 面 。 
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图 7-10 ”模糊 规则 的 三 维 表面 图 图 7-11 解 模糊 列表 框 


3. 解 模 糊 化 

通过 模糊 推理 可 以 得 出 模糊 输出 量 op， 此 模糊 量 可 以 通过 指定 的 算法 精确 
化 ， 永 称 解 模糊 化 (defuzzification)。 模糊 逻辑 工具 箱 提供 了 多 种 解 模糊 化 的 算 
法 ,可 以 由 如 图 7-7 所 示 的 对 话 框 Defuzzifications 栏目 ,， 亦 即 对 话 框 中 如 图 7-11 
所 示 的 部 分 选择 解 模 糊 化 算法 。 

按照 上 述 的 方式 就 可 以 建立 起 模糊 推理 系统 的 数据 结构 。 可 以 由 File 菜单 对 
模型 进行 处 理 ,， 例如 用 File 一 Export -To Disk 菜单 项 将 其 存 成 文件 ， 后 绥 名 为 
fis。 用 户 可 以 将 前 面 编辑 的 模糊 推理 系统 存储 成 czmfis fis 文件 。 该 工作 还 可 以 通 
过 writefis() 函数 完成 。 还 可 以 由 File Export 一 To Workspace 菜单 项 将 其 
人 存 入 MATLAB 工作 空间 , 存储 时 应 该 给 出 变量 名 。 

模糊 推理 问题 还 可 以 用 MATLAB 函数 evalfis() 求解 。 该 函数 的 调用 格 
式 为 V=evalfis( 刀 ,fis) ， 其 中 ， 成 为 矩阵 ， 其 各 列 为 各 个 输入 信和 号 的 精确 
值 , evalfis() 函数 由 用 户 定 义 的 模糊 推理 系统 fjs 对 和 输入 信和 号 进行 模糊 化 ,用 
该 系统 进行 模糊 推理 ,并 将 结果 进行 解 模 糊 化 ， 得 出 相应 的 精确 输出 信和 号 wy。 


例 7-8 假设 已 经 按 上 述 方式 建立 起 了 模糊 推理 模型 ， 在 Zz-y 平面 内 的 (--3, -5) ~ 
(3,5) 区 域内 进行 网 格 分 割 ， 试 用 此 模糊 推理 系统 绘制 出 输出 的 三 维 曲面 。 
求解 采用 下 面 的 语 各 可 以 先 读 入 前 面 建 立 的 模糊 推理 系统 ， 并 对 感 兴趣 的 六， 平面 
区 域 进行 网 格 分 割 ， 将 网 格 数 据 转 换 成 列 向 量 ， 再 由 evalfis() 函数 求 出 曲面 的 z 坐 
标 值 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 绘制 出 三 维 曲面 ， 如 图 7-12 所 示 。 
>> fftf=readfis(c7mfis.fis;)， VY 读 入 模糊 推理 系统 文件 
[x,y]=meshgrid(-3: 2:3,-5:.2:5); % 进行 网 格 分 割 
xl=Xx(:); yl=y(:); zl=evalfis([xl y1j ,fff); % 模糊 推理 
Z=Treshape(zl,size(x)); surf(x,y,z) 绘制 曲面 
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图 7-12 ”由 模糊 推理 得 出 的 输出 曲面 


7.1.6 ”模糊 控制 系统 的 仿真 方法 


利用 反馈 系统 中 的 误差 信号 e(b) 及 其 变化 率 de(t)/dt 来 计算 控制 量 的 方法 
称 为 PD 控制 。 典 型 的 模糊 PD 控制 器 结构 框图 如 图 7-13 所 示 ,， 其 中 需要 事先 引 
入 增 苞 天 和 Ka 分 别 对 误差 信号 及 其 变化 率 信号 进行 规范 处 理 ,使 得 其 值 域 范 
围 与 模糊 变量 的 论 域 吻合 ， 然后 对 这 两 个 信号 模糊 化 后 得 出 的 信和 号 ( 刀 , 丽 ) 进行 
模糊 推理 ,并 将 得 出 的 模糊 量 解 模糊 化 ,得 出 精确 变量 7, 通过 规范 化 增益 天 ,后 
职 可 以 得 出 控制 信号 (如 。 


信 ( 攻 
OO 半 上 马术 | | 
糊 芝 | |zuwlt y(t) 
由 入 受 控 对 象 
dt 


图 7-13 .模糊 PD 控制 器 控制 框图 


文献 [7] 采用 了 更 合理 的 8 段 模糊 子 集 的 定义 ， 其 示意 图 如 图 7-14 所 示 。 和 
7 段 模糊 子 集 方式 相 比 ,这 样 的 定义 将 ZE 集合 进一步 细 化 为 NZ ( 负 零 ) 和 PZ 
( 正 零 ) 两 个 子 集 ， 能 更 好 地 刻画 在 0 附近 误差 及 其 变化 率 的 情况 。 

从 系统 的 响应 看 ,如 果 误 差 e( 昌 = (人 - y() 为 PB， 则 需要 给 出 正 的 控制 
量 ( 鸭 。 进 一 步 地 ,如 果 de(t)/dt 为 NB 和 NM, 由 于 误差 大 且 误 差 仍 有 加 大 的 
趋势 , 所 以 应 该 加 大 控制 量 v( 加 ,， 亦 即将 v(b) 设置 为 PB; 相反 地 ， 如 果 误 差 变化 
率 为 NS 和 NZ, 则 说 明 误差 有 减 小 的 趋势 , 故 无 需 加 大 控制 量 , 将 其 设置 为 PM 
即 可 ; 寿 变化 率 为 PZ 或 PS, 则 应 该 加 更 小 的 控制 量 , 如 选择 PS; 如 果 误 差 变化 
率 为 PM 或 PB, 则 说 明 无 需 加 控制 量 即 可 消除 误差 , 这 时 应 该 选择 ut) 为 NZ。 
对 其 他 的 e 人 的 与 de( 罗 /dt 组 合 当然 也 可 以 总 结 出 类 似 的 规则 , 这 样 可 以 得 出 表 
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7-2 中 给 出 的 各 种 规则 局 ,注意 ,因为 这 里 的 误差 定义 与 该 文献 的 定义 差 一 个 符 
号 ， 故 将 整个 表 取 了 上 反 号 。 
表 7-2 PD 控制 器 模糊 逻辑 


deft)y/dt 
(z) NB NM NS NZ PZ PS PM PB 
NB NM NS NZIP7 PS PM PEB NB INEBE NB NM NM NS NS NZ NZ 


NB NM NM NS NS NZ NZ 
NB NM NS NS NZ NZ NZ 
3 NM NM NZ NS NZ PM PN 
ML NM PZ PS PZ7 PM PM PB 
PZ PZ PS PS PM PB PB 


图 7-14 8 段 模糊 子 集 示 意图 PZ PZ PS PS PM PM PB PB 


PZ PZ7 PS PS PM PM PB PB 








有 了 模糊 隶属 度 函 数 与 模糊 推理 表格 ， 则 可 以 用 下 面 的 步骤 建立 起 所 需 的 模 
精 推理 系统 模型 ， 


由 局 动 界 面 在 命令 窗口 中 输入 fuzzy 命令 启动 如 图 7-7 所 示 系 统 界面 。 


中) 信号 设 定 在 该 界面 中 , 默认 的 系统 是 单 输入 单 输出 的 ， 而 建立 本 模 精 推理 
模型 需要 双 路 输入 、 单 路 输出 , 所 以 应 该 添加 一 路 输入 信号 ,这 可 以 由 菜 
单项 Edit 一 Add Variable 一 Input 添加 。 分 别 在 图 7-7 所 示 的 界面 上 修改 
这 三 路 信号 的 变量 名 为 e, ed 和 us。 


@) 隶属 度 函 数 设 置 双击 界面 上 的 输入 段 e 图 标 ,， 将 在 得 出 的 界面 上 显示 默 
认 的 三 段 模糊 子 集 及 隶属 度 函 数 曲 线 。 单 击 Edit 菜单 , 其 内 容 如 图 7-6 (al) 
所 示 。 选择 其 中 的 Remove Al MFs 菜单 删除 默认 的 所 有 隶属 度 函 数 。 修 
改 界 面 中 Range 栏目 中 的 内 容 为 区 间 [-2, 2]。 

选择 Edit 一 Add MFs 菜单 , 则 可 以 得 出 如 图 所 示 的 对 话 框 ， 用 来 输 
入 隶属 度 函 数 的 模板 ， 对 本 例 问 题 可 以 将 Number of MFs 栏目 的 数值 填写 
为 8, 则 可 以 得 出 默认 的 8 段 二 角形 隶属 度 函 数 的 默认 设置 , 如 图 7-15 (ay) 
所 示 。 将 各 段 隶 属 度 函数 的 名 称 依次 改 成 NB, NM, .……， 并 微调 默认 隶属 
度 函 数 的 形状 ,， 则 可 以 得 出 如 图 7-15 (b) 所 示 的 隶属 度 函 数 曲 线 。 用 同样 
的 方法 对 各 路 输入 、 输 出 信号 均 作 同样 处 理 . 


< 编辑 模糊 推理 系统 选择 Edit 一 Rules 菜单 项 , 则 可 以 得 出 如 图 7-16 所 示 
的 模糊 规则 编辑 界面 , 在 其 中 将 规则 逐 -- 输 入 进 该 界面 。 可 以 由 Add rule 
疾 加 规则 , 用 Change rule 修改 规则 . 对 表 7-2 中 给 出 的 模糊 规则 ， 共 需要 
编辑 64 条 规则 。 
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input variable "e" input variable "e” 


(a) 默认 隶属 度 函 数 曲线 (b) 编辑 后 的 隶属 度 函 数 
图 7-15 隶属 度 函 数 的 编辑 


3.feis NB) and (edis NS)then (uis NM) (1) 
4.feis NB) and (edis NZ)Jthen (uis NM) (1) 
5.Ifeis NB) and (edis PZz)then (uis NS)] (1) 
6.fCeisNB) and (edis PS)Jthen (uis NZ) 1) 
7.feisNB) and redis PM)then (uis NZ) (1) 
,8.f(eis NB) and (edis PB)]then (ui NZ) (1) 
9. feis NM) and (ed is NB)then (uis N6)] (1) 
,10.lf(eis NM) and (edis NM)then (uis NB) (1) 
111.1f (eis NM) and (ed 二 NS)then (uis NM) (1) 


nn 


ER Fw 时 


撤 
| 
| 
| 
和 
由 
| 


了 
十 一 
下 
站 癌 
生 





图 7-16 模糊 推理 规则 编辑 界面 


建立 起 模糊 推理 规则 后 , 由 View 一 Rules 和 View 一 Surface 菜单 项 
将 分 别 得 出 如 图 7-17 (a) 、(b) 所 示 规 则 显示 图 形 , 由 这 些 图 形 可 以 更 好 地 
理解 建立 的 模糊 推理 规则 。 


@) 模糊 推理 系统 的 存储 选择 File 一 Export 菜单 项 就 可 以 分 别 将 建立 起 来 的 
模糊 推理 系统 存 成 *.fis 文件 或 存 成 MATLAB 工作 空间 中 的 变量 。 采用 这 

里 给 出 的 存储 方法 ， 可 以 将 建立 起 来 的 模型 存储 为 c7fzpd.fis。 
例 7-9 假设 受 控 对 象 模型 为 G(s) = 一， 其 中 ae [5,50]， 取 天 = 2，Ka - 


5S2 十 as 
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员 呈 信 史 扩 妆 名 站 大 二 相 太 站 辣 半 omwme wm~ 





(a) 部 分 规则 图 示 (b) 规则 的 三 维 曲 面 表示 
图 7-17 模糊 推理 规则 的 图 形 显示 


Au 三 1， 则 可 以 建立 起 如 图 7-18 所 示 的 仿真 模型 。 这 里 ， 为 了 显示 其 他 信号 ， 多 设置 
了 引 个 示波器 。 可 以 给 出 如 下 的 命令 来 对 模型 进行 初始 化 。 





Fuzzy Logic 
Controller 









0.02s+1 
近似 微分 Ka 





7-18 模糊 PD 控制 系统 的 仿真 模型 (文件 名 : c7mfzpd.md]) 


>> fuz=Teadfis(:c7fzpd.fis，) ; a=5ji Kp=2; Kd=1; Ku=1， 
对 得 出 的 模型 进行 仿真 ， 可 以 得 出 输出 信号 ， 如 图 7-19 (a) 所 示 。 其 他 信号 的 时 
域 响 应 曲线 如 图 7-19 (a) 所 示 。 可 见 ， 采 用 模糊 控制 可 以 得 出 较 好 的 控制 效果 。 


] 


0.8 


0.6 0.5 
0.4 
-0.5 
0.2 
-1 
0 -1.5 
0 4 6 8 10 0 05 1 1.5 2 5 3 3.5 4 
(a) 系统 输出 曲线 (b) 其 他 信和 号 曲线 


图 7-19 模糊 PD 控制 的 输出 曲线 及 其 他 相关 曲线 





352 第 7 章 智能 计算 问题 的 计算 机 求解 


前 衣 


选择 不 同 的 wa 值 , 如 wa 三 510,30， 可 以 得 出 如 图 7-20 (al) 所 示 的 响应 曲线 。 可 
见 ， 在 控制 器 不 进行 调整 的 情况 下 仍然 能 得 出 满意 的 控制 效果 。 

如 果 受 控 对 象 变 成 C(s) 三 5 亦 即 不 再 直接 包含 积分 器 作用 ， 则 仍然 
可 以 用 此 方法 直接 控制 ， 得 出 的 控制 曲线 如 图 7-20 (b)] 所 示 。 可 见 ， 仍 然 能 较 好 地 控 
制 该 模型 ， 只 不 过 得 出 的 曲线 在 稳 态 值 附 近 会 发 生 小 幅 值 的 振动 ， 控 制 信号 LU(t 也 会 
在 零点 附近 振动 ， 这 是 模糊 PD 控制 难以 避免 的 弱点 。 














4 6 2 1 6 8 
(a) 不 同 a 值 的 响应 曲线 (Pb) 对 象 模型 无 积分 器 的 曲线 
图 7-20 受 控 对 象 发 生变 化 时 的 控制 效果 


7.1.7 模糊 PID 控制 器 设计 
模糊 PID 控制 器 结构 是 一 类 被 广泛 应 用 的 PID 控制 器 ， 该 控制 器 一 改 传统 
PID 控制 器 的 固定 参数 并, Fi 天 的 控制 策略 ， 提 出 了 可 以 根据 跟踪 误差 信和 号 等 
动态 改变 PID 控制 器 参数 的 方法 ， 以 达到 改善 控制 效果 , 扩大 应 用 范围 的 目的 。 
由 模糊 逻辑 整定 PID 控制 器 的 表达 式 为 


并 p(i) 三 下 pn( 开 一 切 十 加 (PE)AKp 

Ki( 居 三 玫 iR 一 二 十 iD)AKi (7 

Ka 一 并 sa 到 一 巧 十 Yatb)AKa 
其 中 ,7p(R) Ye),3ya(R) 为 校正 速度 量 ， 随 校正 次 数 增加 ,它们 的 值 将 减 小 。 当 
然 ， 为 简单 起 见 ， 也 可 以 将 它们 均 设 置 成 常数 。 由 整定 公式 可 以 看 出 , 下 一 步 的 
控制 器 参数 可 以 由 当前 的 控制 器 参数 与 模糊 推理 得 出 的 控制 器 参数 增 量 的 加 权 和 


构成 。 
这 时 ,， 可 以 按 下 式 计 算 控制 量 


u(K) = 天 (Ret 内 ) 十 民 (K )| (k) 一 e( 有 一 1 (7-1-2) 





( 汪 . 检 灾 还 加 与 模 箭 入 制 4 3 
注意 ,这 里 的 求 和 式 子 并 不 是 PID 控制 器 积分 项 的 全 部 ,正常 应 该 乘 以 采样 周期 
7T,， 这 里 为 简单 起 见 ， 将 其 含 于 变量 后 (F) 中 ， 上 式 同样 对 Ka(b) 进行 了 相应 处 
天 


天 


理 。 由 于 计算 》,e() 较 困难 , 所 以 应 该 引入 状态 变量 z(E) = >》, e( 人 )。 这 样 可 以 


5 一 0 ;=0 
推导 出 状态 方程 为 
Z( 大 十 1) 一 2Z() 十 e(K) (7-1-3) 


这 时 , 式 (7-1-2) 中 控制 量 可 以 改写 成 
u 人 (有 二 天 (jet 十 REJz(E) 十 天 a() [et _e(E 一 1 (7-1-4) 


模糊 PID 控制 器 的 典型 结构 如 图 7-21 所 示 。 由 于 直接 用 模块 搭建 前 面 的 模 
糊 PID 控制 器 算法 比较 复杂 ,所 以 这 里 采用 $- 函 数 的 形式 来 构造 该 模块 。 分 析 前 
面 介 绍 的 算法 ,可 见 状 态 变量 个 数 为 1; 输出 个 数 可 以 选择 为 1 个 , 但 考虑 到 本 例 
子 还 想 显 示 变 化 的 狼 天 i 玫 4 系数 ,所 以 暂时 选择 输出 个 数 为 4; 输入 信号 可 以 
选择 两 路 , 即 w(k) = [|e(fj,e(g 一 1。 这样 可 以 容易 地 编写 出 如 下 的 S- 函 数 来 
表示 模糊 PID 控制 器 的 核心 部 分 。 






模糊 PID | utb 
控制 器 














图 7-21 模 精 PID 控制 器 控制 框图 


function [tsys,xo,str,tsj=fuz_pid(t,xX,u,flag,T,aFuz,fx0,gam) 
Switch 工 Lag， 

case 0，[sys,x0,sttr,ts]l = mdqlLInitializeSizeg(T) ; 

case 2，SySs = mdlUpdates(xy,u) ; 

case 3，SyS = mdlOutputs(x,ua,T,aFuz,fxo,gam) ; 

case {l1，4，9}，sys8 = [; 

otherwise，errork[ :Unhandled flag = ,num2str(flag)]); 
end ; 
% --- 模块 初始 化 国 数 mdlInitializeSizes 
function [sys,Xx0,str,ts] = mdlInitializeSizes(T) 
sizes = simsjizes; % 读 入 系统 变量 的 默认 值 
sl1Zes.NumContsStates = 0; 8izes.NumDiscStates = 3， 
szizes.Num0utputs = 4; Sizes.NumInputs = 2; 
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sizes.DirFeedthrough = 0j sizes.NumSampJeIimes = 1 ; 

SYS = Simsizes(SizZes); X0O = Zeros(3，,1) ; 

str = []; ts= [To0];% 继承 输入 信号 的 采样 周期 

% --- 离散 状态 更 新 函数 mdlUpdate 

function SYS = mdlUpdates(xy,U) 

SyS=[u(1); X(2)+u(1); u(l)-u(2)]; % PID 

% --- 输出 量 计算 函数 mdl0utputs 

function SYS = mdl0utputs(x,u,T,aFuz ,fx0,gam) 

Kpid=fx0O+gam(:) .kevalfis(x([1,3]),aFuz):; sys=[Kpid:'*x; Kpid] ; 


有 了 核心 的 $- 函 数 , 则 可 以 构造 并 封装 出 模糊 PID 控制 模块 ,其 内 部 结构 如 


图 7-22 (a) 所 示 。 该 图 中 引用 了 SS- 函数 fuz_pid.m， 其 参数 对 话 框 如 图 7-22 (b) 
所 示 , 整个 PID 控制 器 的 参数 设置 对 话 框 如 图 7-22 (c) 所 示 。 
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图 7-22 模糊 PID 控制 器 模块 设计 


在 模糊 PID 控制 器 中 , 根据 经 验 可 以 构造 出 表 7-3 中 给 出 的 参数 变化 表 四 ， 
根据 该 模糊 表 可 以 在 MATLAB 环境 下 输入 该 模糊 推理 系统 ， 该 系统 仍 有 两 个 输 
入 , 但 和 前 面 不 同 的 是 ,该 系统 将 有 三 路 输出 , 分 别 对 应 于 AK, A 玉 和 AKa。 

根据 模糊 规则 表 ， 可 以 用 fuzzy() 函数 可 视 地 建立 起 整个 模糊 推理 系统 
crfuzpid.fis， 该 系统 有 两 路 输入 和 三 路 输出 , 如 图 7-23 所 示 。 该 模型 中 选择 输入 
和 和 输出 变量 的 范围 均 为 (--3, 3)， 为 方便 起 见 ， 应 该 保持 该 模糊 推理 系统 的 输入 、 
输出 变量 范围 而 推理 结果 可 以 由 系数 (KK 7 yd, 天 来 修正 。 

在 模糊 系统 中 ,模糊 规则 编辑 程序 界面 如 图 7-24 所 示 ， 而 得 出 的 3 个 规则 
曲面 在 图 7-25 中 给 出 。 读 者 若 想 了 解 该 模糊 推理 系统 的 具体 内 容 和 参数 ,可 以 用 
fuzzy() 界面 打开 c7fuzpid.fis 文件 。 
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oo 人 全- 全 二 和 帮 二 介 电 全 是 噩 | 下 作 1 直击 让 大 全 四 二 ,人 和 汀 | 齐 潭 全 语 重 


表 7-3 PID 控制 器 模糊 逻辑 


de 人 (by/dt 


Ai 2 


e0| 开 jiPM PS 2 NS NMNM[NM NM NS 26 PS PMEM|Z8 NS NS NS NS NS 7 
本 | 本 本 NS NS NMNMAM NS 2 PS ES MPB|26 76 26 56 06 2 大 
可 | 喇 NMNMNM NB NB|28 2 PS MEM EBPB|PB PNLPM PNM FS FS 
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一 -SRS 
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图 7-23 ”模糊 推理 系统 结构 图 
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2.f(Eis NB) and (ED is NM)then (Kpis PB)(Kiis NB)(Kdis NS) (1) 
由 3.f(Eis NB) and (ED is NS)then (Kpis PM)(Kiis NM)(Kdis NB) (1 
站 -ff(E is NB) and (ED is ZE)then (Kpis PM)CKiis NM)(Kdis NB) (1) 
虽 5.f(Eis NB) and (ED is PS)then (Kpis PS)(Kiis NS)(Kdis NB) (1) 
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图 7-24 模糊 规则 编辑 对 话 杠 








(a) AKb 规则 (b) AKi 规则 (c) AKa 规则 
7-25 模糊 PID 控制 器 三 参数 的 模糊 推理 规则 曲面 


523500 
这 部 按 ) as 
例 7-10 假设 受 控 对 象 为 C(s) 873552 二 104705， 选择 开 1 2 


及 了 = [0.10.02,1] 工 ， 这 样 可 以 建立 起 如 图 7-26 (a) 所 示 的 仿真 框图 ， 对 该 系统 进行 
仿真 则 可 以 得 出 输出 曲线 和 控制 器 参数 曲线 ， 如 图 7-26 (b) 所 示 。 

可 见 ， 该 控制 器 的 控制 效果 是 令 人 满意 的 ， 同 时 ， 由 控制 器 参数 曲线 显示 出 随 着 
系统 输出 逐渐 接近 稳 态 值 ， 控 制 器 参数 逐渐 稳定 到 固定 的 值 。 
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(al) 仿真 模型 (文件 名 : c7mfzpid.mdl) 
图 7-26 模糊 PID 控制 器 模型 与 参数 曲线 
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人 工 神 经 网 络 是 在 对 复杂 的 生物 神经 网 络 研 究 和 理解 的 基础 上 发 展 起 来 的 。 
人 脑 是 由 大 约 10:: 个 高 度 互 连 的 单元 构成 ,这 些 单元 称 为 神经 元 ,每 个 神经 元 约 
有 104 个 连接 加。 仿照 生物 的 神经 元 ,可 以 用 数学 方式 表示 神经 元 , 引入 人 工 神经 
元 的 概念 , 并 由 神经 元 的 互 连 定义 出 不 同 种 类 的 神经 网 络 。 限 于 当前 的 计算 机 水 
平 ,人工 神 经 网 络 不 可 能 有 人 脑 那么 复杂 。 

本 节 将 首先 介绍 人 工 神经 元 和 人 工 神 经 网 络 的 数学 结构 ， 然 后 介绍 神经 网 络 
的 建立 、 训 练 与 泛 化 的 概念 以 及 MATLAB 语言 的 神经 网 络 工 具 箱 在 解决 这 些 问 
题 中 的 应 用 ,最 后 介绍 一 个 用 户 界 面 来 利用 神经 网 络 求解 数据 拟 合 中 的 问题 。 





7.2 人 工 神 经 网 络 及 其 应 用 


7.2.1 神经 网 络 基 础 知识 


1. 神经 网 络 的 概念 及 结构 

单个 人 工 神 经 元 的 数学 表示 形 蕊 如 疼 7-27 所 示 。 其 中 ，zi ze .7 为 一 
组 输入 信和 号, 它们 经 过 权 值 wo; 加 权 后 求 和 和 . 再 斯 土 浆 值 上 则 得 出 也 的 值 ， 可 以 
认为 该 值 为 输入 信和 号 与 效 值 所 构成 的 广义 输入 信号 的 线性 组 合 。 该 信号 经 过 传输 
函数 厂 .) 可 以 得 出 神经 元 的 输出 信和 号 y。 





加 | = Fa 
传输 函数 帮 .) 上 一 一 一 一 > 
输出 端 y 


图 7-27 人 工 神经 元 的 基本 结构 

在 人 工 神 经 元 中 , 权 值 和 传输 函数 是 两 个 关键 的 因素 。 权 值 的 物理 意义 是 输 
入 信和 号 的 强度 ,， 若 涉及 多 个 神经 元 则 可 以 理解 成 神经 元 之 间 的 连接 强度 。 神 经 元 
的 权 值 w; 应 该 通过 神经 元 对 样本 点 反复 的 学 习 过 程 而 确定 ,而 这 样 的 学 习 过 程 
在 神经 网 络 理论 中 义 称 为 训练 。 传 输 函 数 又 称 为 激励 国 数 ， 可 以 理解 成 对 也 信和 号 
的 非 线 性 映射 ,一般 的 传输 函数 应 该 为 单 值 函 数 ,， 使 得 神经 元 是 可 道 的 。 常 用 的 
传输 函数 有 Sigmoid 函数 和 对 数 Sigmoid 函数 , 它们 的 数学 表达 式 分 别 为 

2 1 一 67 和 


Sigrmoid 表 数 故 z) = 1 二 er-2z 一 1 十 e-22 (7-2-1) 








当然 也 可 以 使 用 简单 的 饱和 函数 和 阶 跃 函 数 作为 传输 函数 。 下 面 将 通过 例子 介绍 
各 类 传输 函数 的 形状 及 基于 MATLAB 神经 网 络 工具 箱 的 绘制 方法 。 
例 7-11 试 绘制 出 各 种 常用 的 传输 函数 曲线 。 
求解 用 下 面 的 洛 句 可 以 直接 绘制 出 Sigmoid 函数 的 曲线 ， 如 图 7-28 所 示 。 

>> Xx=-2;0.01:2; y=+zanSig(X);i Pilot(xy) 
用 1ogsig() 语 旬 取代 前 面 的 tansig() 阴 数 则 得 出 对 数 Sigmoid 函数 曲线 。 另 外 ， 由 
其 也 函数 可 以 绘制 出 另外 几 种 传输 函 数 曲 线 ， 如 图 7-28 所 示 ， 同 时 给 出 了 绘制 这 些 传 
输 函 数 的 MATLAB 函数 名 。 

白 若干 人 神经 元 相互 连接 ,， 则 可 以 构成 - -种 网 络 , 称 为 神经 网 络 。 由 于 连接 
方式 的 信 同 ， 视 经 网 络 的 类 型 也 将 不 同 。 这 里 仅 介 绍 前 馈 神 经 网 络 ， 因 为 其 权 值 
训练 5 采用 误差 道 问 传 播 的 方式 , 所 以 这 类 神经 网 络 更 多 地 称 为 反 向 传播 (back 
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图 7-28 各 种 传输 函 煞 曲线 


propagation) 神经 网 络 ， 简称 BP 网 。BP 网 的 基本 网 络 结构 如 图 7-29 所 示 。 在 
MATLAB 神经 网 络 工具 箱 中 认为 这 样 网 络 的 层 数 为 天 十 1， 其 中 前 大 层 为 隐 层 ， 
第 大 十 1 层 为 输出 层 ， 其 节点 个 数 为 mm。 





图 7-29 神经 元 的 基本 结构 


利用 MATLAB 语言 的 神经 网 络 工具 箱 提 供 的 现成 函数 和 神经 网 络 类 ， 建 立 
起 一 个 前 馈 的 BP 神经 网 络 模型 还 是 很 容易 的 。 可 以 使 用 newff() 函数 ， 具 体 的 
语句 格式 为 
Det=newff([zn ,2ZM]， [Ai ,AR] ,万 ， 户 ，… , 大 少 ) 
其 中 , zu 和 zM 分 别 为 列 向 量 ， 存 储 各 个 样本 输入 数据 的 最 小 值 和 最 大 值 。 若 样 
本 数据 已 知 ， 还 可 以 用 min() 和 max() 函数 求 出 , 第 2 个 输入 变量 是 一 个 行 向 
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量 , 用 户 可 以 将 神经 网 络 各 层 的 节点 数 输入 , 单元 的 个 数 为 隐 层 层 数 。 函 数 的 第 3 
个 输入 变量 为 单元 式 数组 ,由 若干 个 字符 串 构 成 ， 每 个 字符 串 对 应 于 该 层 的 传输 
函数 类 型 。 注意 , 这 里 要 求 同 一 层 应 该 使 用 相同 的 传输 函数 。 给 了 这 些 信息 后 ,就 
可 以 构造 出 神经 网 络 数据 对 象 et ， 沪 对 象 的 … 些 重要 属性 在 表 7-4 中 给 出 。 下 
面 通过 例子 演示 神经 网络 对 象 的 建立 。 


表 7-4 神经 网 络 对 象 的 常用 属性 


























属性 名 数据 闫 型 | 属性 说 明 默认 参数 

met .和 W 单元 数组 | 和 输入 层 和 隐 乒 :加权 ， 其 中 net ,TIW{1 为 输入 屋 随机 
的 而 权 甜 阵 . net ,ITVW 人 二 1 为 第 守 隐 层 的 加 权 
让 阵 

妨 折 七 .numInRPULS 浆 型 和 输入 路 数 ， 可 以 申 证 Il 或 NI 维 数 目 动 计算 

net .numLayerSs 整 型 隐 层 数 ,可 以 由 newff() 语 何 的 调用 参数 确定 

net , 工 W 和 输入 层 和 隐 丘 加 权 , 其 中 net .INW{1} 为 输入 层 随机 
的 加 权 和 窍 阵 ，net,IwW{ 人 ET 为 第 ; 隐 层 的 加 权 
定 阵 

net ,trainParam.epocbhs 最 大 训练 步 数 ， 当 误 善 准则 满足 即使 未 训练 100 
到 此 和 步骤 也 将 停止 济 练 . 返回 训练 结果 

net ,trainpParam.1lr 自学 习 的 学 习 率 0.01 

net ,trainParam.goal 如 练 识 养 准则， 当 误 兰 小 于 此 值 时 停 正 训练 0 

net . 二 TrainEct 训练 算法 ， 洒 选择 ， traincgf， (共生 梯 度 七 匡 己 工 医 ， 


法 }》 、"*train， ( 批 处 理 训 练 算法 )， 七 za3mnEdm， 
(带动 量 的 梯度 下 降 算 法 )、:trainlm': 
(Levenaberg-Niarquardt 算法 ) 等 


rr Cr 





例 7-12 假设 输入 信号 为 2 路 ， 其 信号 范围 分 缠 为 [0,. 1] 和 1(-1.5)， 且 输出 信号 为 单 
路 信号 ， 斌 利用 newff() 也 数 建立 所 需 的 前 馈 网 络 对 象 。 
求解 首先 考虑 建立 一 个 前 饥 网 络 , 使 其 有 2 个 隐 层 ， 其 中 第 工 隐 有 层 有 8 个 节点 ， 且 该 
层 神 经 元 均 采 用 对 数 型 Siginoid 传输 函数 ， 第 2 层 的 节点 个 数 应 该 等 于 输出 信号 的 路 
数 ， 故 只 能 选 笃 其 节点 数 为 1， 并 假设 该 尽 采 用 的 传输 函数 为 Sigmoid 通 数 。 这 样 可 以 
用 下 面 的 语句 建 立 所 需 的 前 馈 神 经 网 络 模型 。 

>> net=newff([0,1; -1,5],[8,1] ,ftansig)， Togsig7?) ; 

若 需 要 建立 含有 3 个 隐 层 的 神经 网 络 ， 令 第 1 层 有 4 个 节点 ， 传输 函数 为 线性 
邓 数 ,第 2 层 有 6 个 节点 ， 传 输 了 数 为 logsig()， 第 3 层 有 一 个 节点 ， 使 用 的 传输 函 
数 为 tansiE()， 这 样 就 可 以 建立 起 所 需 的 神经 网 络 模型 。 

>> net=newftf(L0.1; -5 ,14 6 1 人 pureliny ,tansig ,1ogsig?]) ; 
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除了 神经 网 络 结构 之 外 , 还 可 以 用 下 面 的 语句 格式 设 定 其 他 参数 ， 如 
net .trainParam.epochs=300， net.trainFcn= trainlm)， 


2. 神经 网 络 的 训练 与 泛 化 

若 建 评 了 神经 网 络 模型 aet， 则 可 以 调用 train() 本 数 对 神经 网 络 参 数 进行 
训练 。 该 辆 数 的 调用 格式 为 ” [net ,tr, 呈 ,五 ]=train(net, 怀 ,也 ) ， 其 中 ,变量 
有 为 .xM 矩阵 ,7 为 输入 变量 的 路 数 ，Ad 为 样本 的 组 数 ; 了 为 凤 xM 移 阵 ,mm 
为 输出 变量 的 路 数 ; 天 ,站 分 别 存储 样本 点 的 输入 和 验 出 数据 。 四 样本 点 数据 进 
行 训练 , 则 可 以 得 出 训练 后 的 神经 网 络 对 象 aet， 且 可 以 返回 其 他 相关 的 内 容 , tr 
为 结构 体 数 据 ， 返 回 训练 的 相关 跟踪 信息 ，tr .epochs 为 训练 步 数 ，tr.pert 为 
各 步 目 标 函 数 的 值 。 友 和 玖 矩阵 分 别 返回 由 神经 网 络 计算 出 的 输出 和 误差 矩阵 。 
在 训练 过 程 中 将 每 中 25 步 自动 显示 - -次 训练 指标 。 首 练 结束 后 还 可 以 用 下 面 的 
语句 绘制 出 目标 值 曲线 plotperf(tr) 。 

如 果 在 给 出 的 最 大 训练 步 数 下 无 法 得 出 满足 要 求 的 网 络 ， 则 将 给 出 错误 的 
信息 提示 。 用 户 可 以 再 调用 该 函数 一 次 ,这 时 将 以 上 次 的 训练 结果 加 权 和 窍 阵 为 初 
值 继续 训练 , 用 户 可 以 循环 调用 该 语句。 如 果 误 差 在 几 次 洗 环 后 仍 无 显著 改善 ， 则 
说 明 网 络 结构 有 问题 ， 应 该 修改 网 络 结构 。 

神经 网 络 训练 完成 后 ， 可 以 利用 该 网 络 对 样本 区 域内 的 其 他 输入 量 求解 其 输 
出 值 ， 这 种 求 值 的 方法 称 为 神经 网 络 的 仿真 或 泛 化 (generalization)， 可 以 理解 为 
利用 神经 网 络 进 行 数 据 拟 合 ， 对 新 的 输入 点 数 泥 环 ; 调用 sim() 函数 进行 泛 化 ， 
得 出 这 些 输入 点 处 的 输出 抢 阵 妆 , 且 及 =sim(net ,和 ) 。 

神经 网 络 是 否 成 功 不 在 于 对 样本 点 本 身 拟 合 误差 的 大 小 ,而 关键 在 于 其 泛 化 
效果 。 如 果 对 样本 点 以 外 的 其 他 输入 点 均 有 较 好 的 拟 合 , 则 说 明 该 神经 网 络 结构 
合理 。 否 则 ,训练 出 来 的 神经 网 络 没 有 应 用 价值 。 下 面 将 通过 例子 来 演示 神经 网 
络 及 其 在 数据 拟 合 中 的 应 用 以 及 神经 网 络 控制 参数 对 训练 的 影响 。 


例 7-13 由 已 知 函 数 V(z) = 0.12e 10121372 十 0.54e-0177sin(1.23z) 生成 一 组 数据 ,试用 
神经 网 络 对 其 进行 拟 合 。 
求解 可 以 用 下 面 的 语句 输入 样本 点 数据 ,并 选择 前 馈 神 经 网 络 。 设 有 2 个 隐 层 ， 因 为 
最 后 一 个 隐 层 实际 上 为 输出 层 ， 所 以 其 节点 个 数 应 该 与 输出 路 数 一 致 ， 故 节点 数 为 1。 
现在 令 第 工 隐 层 节 点 个 数 为 5， 则 可 以 用 下 面 的 语 外 进行 神经 网 络 训 练 ， 并 选择 更 密 
集 的 输入 数据 进行 泛 化 ， 得 出 如 图 7-30 (a) 所 示 的 训练 误差 和 如 图 7-30 (b) 所 示 的 泛 
化 效果 。 可 见 ， 这 样 得 出 的 拟 合 效果 是 令 人 满意 的 ， 和 理论 曲线 之 间 看 不 出 任何 差异 。 
>> f=@(x)0.12*+exp(-0.213*#+X)+0.54*+exp(-0.17#x) .#sin(1.23#+xX) ， 
x=0:.5:10; y=f(x);i xo=[0:0.1:10]; yO=f(xO) ; 
net=nevff\[to,10],[5,1] ,ftansig)，tansig7?]) ; 
net .trainPparam,.epochs=1000; 人 设置 最 大 步 数 
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和 


net=tIajin(net,Xy,y) % 训练 神经 网 络 


figure; y1=sSimknet,x0); Dlot(Cx,yY，:0:,X0,yY0,X0O,yY1，: 2) 


Performance 1 6.0676928-007. Goal is 0 
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(na) 训练 误差 (b) 神经 网 络 曲线 氢 合 效果 
图 7-30 ”神经 网 络 拟 合 效果 


在 训练 后 的 模型 中 , net.IW{1} 和 net.LW{21} 分 别 为 两 层 的 权 值 
凯 ， 一 |0.70446 一 0.86985 0.51921 -0.31618 0.99491] 
4 一 |--0.3203 -0.17924 1.6316 2.6872 1.1194] 
选择 不 同 的 训练 算法 ， 则 将 得 出 不 同 的 误差 曲线 ,如 图 7-31 (a)] 所 示 。 
>> net=nevwff([0,10] ,[5,1],{t?tansig:，tansigE?]) ; 
net .trainParamn.epochs=100 ; 
net .trainFcn= trainlm:; [net,b1j=train(net ,X,y) ; 
net=newff([0 ,10] ,[5,1],{:tansig: ,tansig?) ; 
net .trainFcn='traincgft:; [net,b2]=train(net ,X,y) ; 
net=newff([0,10] ,[5,1],{tansig:，tansig?]) ; 
net .trainFcn='traingdx ij [net,b3]=train(net,x,y) ; 
semilogy(b1.epoch,bl.perft); hold on 
Semilogy(b2.epoch,b2.perf,'--?"); semilogy(b3.epoch,b3.perf,，::，) 
从 训练 效果 看 ， 用 其 他 算法 很 多 步 数 难以 达到 的 训练 效果 用 Levenberg- 
Marqduardt 彰 法 可 以 较 少 步 数 就 能 得 出 满意 的 效果 。 下 面 再 讨论 各 层 传输 也 数 对 
训练 的 影响 ， 可 以 给 出 如 下 命令 对 不 同 隐 层 组 合 进行 试验 ,得 出 如 图 7-31 (b) 所 示 的 
结果 。 可 见 ， 两 层 均 采 用 tansig() 邓 数 的 训练 效果 明显 好 于 其 他 组 合 ， 故 在 实际 训 钛 
中 车 没 有 特殊 要 求 ， 应 该 采用 Sigmoid 承 数 。 
>> net=newffk[lo,10j,[5,1],{tansig:，'1ogsig:]) ; 
net .trainParam.epochs=100 ; 


nl.trainFcn='tITrainlmn; [ni,b2]j=train(nt,x,y) ; 
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图 7-31 神经 网 络 控制 参数 及 其 作用 


A=newff([0,10] ,ft5,1] ,{?1ogsig:'，tansig)}); [A,b3]=train(A,Xxy) ; 
B=newff([Lo,10] ,5,1] ,{ 1ogsig'， 1ogsig2}+); [B,b4]=train(B ,xy) ; 
semilogy(bl.epoch,bl.pert); hold on; 
semilogy(b2.epoch,b2.perft,，:--:); 
semilogyk(b3.epoch,b3.perf,:':); Semilogy(b4.epoch,b4.perf,，:-,.，) 
若 增加 隐 层 节点 个 数 ， 例 如 增加 到 15， 则 可 以 重新 建立 神经 网 络 ， 并 进行 训练 。 
从 训练 结果 看 ， 只 用 50 步 就 能 得 出 极 小 的 拟 合 误差 ， 如 图 7-32 (a) 所 示 。 得 出 的 曲线 
拟 合 结果 如 图 7-32 (b) 所 示 。 
>> net=newff([0,10] ,[15,1] ,ftansigl，tansig 2?]) ; 
Det .tralnParam.epochs=100 ; 
net .trainFcn= :trainjlm':; [net,b2]=train(net,X,y) ; 
figure; yl=sim(net,Xx0O); Plot(x0,y0,x0,y1, xy，:o7) 
从 得 出 的 拟 合 结果 看 ， 似 乎 无 限 增 大 隐 层 节点 个 数 就 可 以 改进 拟 合 效果 。 其 实 不 
然 ， 增 大 节点 个 数 会 改善 对 样本 点 的 拟 合 ， 但 对 其 他 点 的 通 数 拟 合 将 得 出 如 图 7-32 
(b) 所 示 的 结果 ， 亦 即 神 经 网 络 泛 化 出 现 了 问题 ， 故 不 能 无 限 增加 节点 个 数 。 不 过 节点 
个 数 如 何 选择 至 今 没有 公认 的 解析 方法 ， 只 能 根据 实际 情况 用 试 凑 方 式 选 择 。 


7.2.2 ”神经 网 络 界面 


MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 提 供 了 一 个 可 以 直接 使 用 的 程序 .在 MATLAB 
命令 窗口 中 给 出 nntool 命令 , 就 可 以 打开 一 个 如 图 7-33 所 示 的 图 形 用户 界 面 ， 
可 以 用 该 界面 建立 所 需 的 神经 网 络 模型 ， 并 由 已 知 数据 对 该 网 络 进行 训练 、 仿 真 。 
下 面 将 通过 例子 演示 神经 网 络 图 形 界 面 的 使 用 。 


例 7-14 考虑 例 7-13 中 给 出 的 数据 和 神经 网 络 拟 合 效果 ， 试 利用 神经 网 络 工具 箱 的 
nntool 界面 完成 同样 的 拟 合 。 
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(a) 训练 误差 (b) 神经 网 络 曲线 拟 合 效果 


7-32 隐 和 节点 个 数 选 为 15 时 神经 网 络 拟 合 效果 
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图 7-33 神经 网 络 应 用 界面 


求解 先 输入 已 知 数据 ， 然 后 启动 hntoo1， 得 出 如 图 7-33 所 示 的 程序 界面 。 可 以 通过 
这 个 界面 对 给 定 的 数据 进行 神经 网 络 拟 合 。 
>> f=Q@(x)0.12*exp(-0.213*Xx)+0.54*+exp(-0.17*#x) .*sin(1.23+x) ， 
x=0:.5:10; y=f(x); x0=[0:0.1:10]; yO=f(x0) ， 
nntoo1l 4 局 动 神经 网 络 拟 合 界面 
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如 果 想 利用 神经 网 络 拟 合 系统 ， 首 先 需 要 将 数据 输入 到 此 界面 。 这 可 以 通过 
Import 按钮 来 实现 ， 单 击 该 按钮 将 弹出 如 图 7-34 所 示 的 对 话 框 。 将 中 间 栏 目下 的 X， 
xx 两 个 现 有 的 MATLAB 工作 空间 变量 作为 输入 变量 (右面 栏目 的 Inputs) 输入 ， 将 变 
量 y 作 为 目标 变量 ( 亦 即 Targets) 输入 到 界面 中 。 
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图 7-34 数据 输入 界面 


导入 了 所 需 的 数据 ， 则 可 以 单 击 主 界面 中 的 New Network 按钮 来 选择 神经 网 络 
的 结构 ， 这 样 将 得 出 如 图 7-35 (a)j 所 示 的 界面 。 其 中 黑 认 的 网 络 结构 是 前 馈 型 反 向 传 
播 神经 网 络 (Feedforward Backprop)。 保 持 各 个 默认 的 网 络 结 构 ， 将 网 络 层 数 (Number 
of layers) 设置 成 2， 在 下 面 的 列表 框 中 分 别 选 择 不 同 的 节点 数 ， 第 1 层 选择 8 个 节点 ， 
第 2 层 选 择 1 个 节点 。 在 第 1 层 中 选择 Transfer Function 为 Logsig， 第 2 层 选 择 传 输 
函数 为 Pureline， 单 击 Create 按钮 就 可 以 确定 神经 网 络 结 构 ， 关 闭 此 窗口 。 

神经 网 络 结构 确定 后 , 单 击 View 即 可 以 显示 神经 网 络 结构 , 如 图 7-35 (b) 所 示 。 
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(a) 神经 网 络 结构 设置 对 话 杠 (b) 神经 网 络 结构 


图 7-35 BP 网 络 结构 设置 与 显示 
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现在 可 以 训练 神经 网 络 了 。 单 击 Train 按钮 ， 得 出 如 图 7-36 所 示 的 对 话 框 。 在 对 
话 框 中 需要 输入 训练 用 已 知 数据 ， 如 在 Inputs 和 Targets 栏目 分 别 填写 x 和 Yy。 另 外 ， 
还 可 以 单 击 Training Parameters 标签 指定 神经 网 络 训练 的 控制 参数 ， 得 出 如 图 7-37 所 
示 的 对 话 框 ， 例 如 将 训练 步 数 epochs 设置 为 1000， 这 时 程序 将 自动 训练 网 络 参 数 ， 当 
误差 指标 满足 时 会 自动 停止 训练 ， 得 出 所 需 的 参数 。 
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图 7-37 网 络 训 练 控 制 参数 对 话 框 
单 击 Train 按钮 就 可 以 开始 训练 ， 得 出 如 图 7-30 (a) 所 示 的 训练 误差 曲线 。 可 见 ， 
这 样 的 训练 误差 很 小 ， 将 训练 得 出 的 网 络 模型 输出 (Export) 到 MATLAB 环境 中 ,这 
时 将 由 下 面 的 语句 绘制 出 曲线 拟 合 与 泛 化 结果 ,如 图 7-30 (b) 所 示 。 
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>> yl=sjim(network1l,x0); plLot(x,y,:o),Xx0,y0,x0,yl,:)) 


7.2.3 ”神经 网 络 控制 系统 仿真 


MATILAB 的 神经 网 络 工 具 箱 模 块 集 提 供 了 三 个 不 同 的 神经 网 络 控制 器 模 
型 ， 分 别 为 神经 网 络 预测 控制 器 、 神 经 网 络 参 考 模型 控制 器 和 反馈 线性 化 神经 网 
络 控制 器 ， 这 些 模 块 可 以 直接 用 于 控制 系统 的 仿真 研究 。 神 经 网 络 控制 器 模块 集 
如 图 7-38 所 示 。 这 里 只 以 其 中 的 神经 网 络 预测 控制 为 例 介 绍 基于 神经 网 络 的 控制 
及 仿真 方法 。 


Model Reference Controller NARMA-L2 Controller NN Predictive Controller 





图 7-38 神经 网 络 控制 模块 集 


和 以 前 介绍 的 模型 预测 控制 类 似 , 所谓 基 于 神经 网 络 的 模型 预测 即 采 用 神经 
网 络 去 近似 受 控 对 象 模型 ， 通过 必要 的 训练 建立 起 预测 信号 ya(t 十 妃 的 神经 网 
络 模型 。 引 入 滚动 优化 的 性 能 指标 


INV2 Af 
J= > 区 人 + 力 一 和 (直上 + 力 2 二 PP》 Auw2( 人 t 十 本 (7-2-2) 
JI 三 Ni 7 三 1 
其 中 和 人 十 放 ) 为 期 望 的 输出 信号 ，(Ni, Nz) 为 预测 时 域 ，M 为 控制 时 域 ，p 为 输 
入 信号 变化 率 的 加 权 。 求 解 相应 的 最 优化 问题 则 可 以 得 出 控制 信号 序列 wb。 基 
于 神经 网 络 的 模型 预测 控制 结构 如 图 7-39 所 示 。 





7-39 神经 网 络 预测 控制 


MATLAB 的 神经 网 络 工具 箱 提供 了 可 以 用 于 Simulink 仿真 的 神经 网 络 预 
测控 制 器 模块 ， 可 以 直接 用 于 任意 复杂 系统 的 预测 控制 。 下 面 将 通过 例子 演示 该 
模块 的 使 用 方法 及 仿真 方法 。 
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(一 0.2s 十 了 ( 十 
例 7-15 考虑 例 5-32 中 给 出 的 受 控 对 象 模型 G(s) = 于 评 
望 |u(t 科 5， 试 设计 出 神经 网 络 预测 控制 器 ,并 得 出 控制 效果 。 

求解 如 果 想 使 用 神经 网 络 预测 控制 模块 ， 则 可 以 采用 下 面 步骤 设计 与 仿真 系统 : 


中 仿真 模型 搭建 需要 首先 搭建 起 受 控 对 象 模型 ， 在 模型 中 分 别 用 Inl1 和 Outl 模 
块 表示 对 象 的 输入 输出 信号 ， 如 图 7-40 (a) 所 示 。 由 这 样 搭建 的 受 控 对 象 模型 
可 以 搭建 出 控制 仿真 模型 ， 如 图 7-40 (b) 所 示 ， 其 中 使 用 了 例 443 中 构造 的 多 
阶梯 信号 作为 输入 信号 。 
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NN Predictive Controller 








(a) 受 控 对 象 模型 (文件 名 : c7mnlplt.mdl) (b) 控制 仿真 模型 (文件 名 : c7mnnmpc.md]) 
图 7-40 受 控 对 象 及 神经 网 络 模型 预测 控制 系统 仿真 模型 


@) 控制 器 参数 输入 双击 控制 器 模块 ， 则 得 出 如 图 7-41 所 示 的 控制 器 参数 对 话 框 。 
可 以 护照 图 中 给 出 的 数值 填 入 各 个 时 域 及 加 权 参 数 。 当 然 ， 这 些 参 数 可 以 在 以 
后 的 仿真 中 根据 实际 情况 加 以 修正 ， 以 达到 更 好 的 控制 效果 。 
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图 7-41 神经 网 络 预测 控制 器 参数 对 话 杠 


@) 受 控 对 象 的 神经 网 络 近似 应 该 建立 起 受 控 对 象 模型 的 神经 网 络 近似 。 单 击 
上 述 对 话 框 中 的 Plant Identification 按钮 ， 则 可 以 得 出 如 图 7-42 (a) 所 示 的 
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对 话 框 ， 在 受 控 对 象 栏 目 plant 下 填 入 受 控 对 象 模 型 名 c7mnlplt， 这 样 单 击 
Generate Training Data 按钮 则 可 以 由 受 控 对 象 生成 辨识 用 输入 、 输 出 信号 ， 如 
图 7-42 (b) 所 示 。 可 以 单 击 Accept Data 接受 获得 的 数据 ， 也 可 以 选择 Reject 
Data 按钮 放弃 数据 , 重新 生成 一 组 新 数据 。 确 认 了 辨识 数据 后 , 可 以 单 击 Train 
Network 按钮 来 启动 神经 网 络 的 训练 过 程 ， 得 出 可 以 很 好 通 近 受 控 对 象 模型 的 
神经 网 络 模型 。 
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(a) 辨识 参数 对 话 杠 (b) 生成 的 输入 输出 数据 
图 7-42 ” 受 探 对 象 模 型 的 神经 网 络 近似 


细 启动 仿 真 过 程 ,得 出 仿真 结果 对 系统 进行 仿真 ， 则 可 以 得 出 系统 的 输出 曲线 和 
控制 信号 曲线 ， 分 别 如 图 7-43 (a)j、(b) 所 示 。 从 得 出 的 结果 看 ， 由 于 期 望 输出 
的 几 个 多 阶梯 值 分 别 为 1, 3, -1 2, 4， 所 以 得 出 的 输出 曲线 和 这 些 设 定 值 有 着 
较 大 偏差 。 但 跟踪 信号 的 大 体 趋 势 是 正确 的 。 


重新 考虑 例 5-32 中 设计 出 的 PID 控制 器 模型 开 = 0.5175，Ki = 0.1910，Ka = 
0.1028， 若 采用 多 阶梯 函数 激励 ， 则 可 以 重新 构造 出 PID 控制 框图 ， 如 图 7-44 所 示 。 

利用 常规 的 PID 控制 器 对 该 系统 进行 仿真 ， 得 出 如 图 7-45 (a)、(b) 所 示 的 输出 
下 踪 曲线 和 控制 信号 曲线 ， 可 以 看 出 ， 对 这 个 例子 来 说 ， 采 用 常规 PID 控制 器 的 控制 
效果 远 远 优 于 前 面 介 绍 的 神经 网 络 预测 控制 系统 。 故 在 实际 控制 中 ， 不 应 该 过 分 追 
求 新 的 控制 器 形式 ， 而 应 该 采用 合适 的 控制 器 形式 。 传 统 的 PID 控制 器 在 参数 合 
理 设 置 后 ， 对 于 时 不 变 受 控 对 象 的 控制 效果 往往 是 令 人 满意 的 。 

神经 网 络 工 具 箱 还 提供 了 一 个 基于 神经 网 络 的 模型 参考 控制 器 模块 ， 该 模块 
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(al) 输出 曲线 (b) 控制 信号 
图 7-43 ”神经 网 络 预测 控制 的 控制 效果 
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(a) 输出 曲线 (b) 控制 信和 号 
图 7-45 传统 PID 控制 器 的 控制 效果 


首先 用 一 个 神经 网 络 有 逼近 受 控 对 象 模 型 ， 然 后 用 另 一 个 神经 网 络 去 实现 控制 器 。 
下 面 仍然 通过 例子 演示 该 控制 器 模块 的 使 用 方法 和 控制 效果 。 

例 7-16 考虑 例 7-15 中 的 控制 问题 ， 试 用 神经 网 络 模型 参考 控制 器 研究 其 控制 效果 。 
求解 用 神经 网 络 控制 模块 集中 的 神经 网 络 模型 参考 模块 代替 例 7-15 框图 中 的 控制 
器 ， 如 图 7-46 (a) 所 示 。 可 以 对 两 个 神经 网 络 分 别 训练 ， 具 体 方 法 类 似 于 例 7-15， 选 
定 Plant jdentification 按钮 训练 党 控 对 象 神 经 网 络 ， 用 该 模块 直接 得 出 的 界面 训练 控 
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(a) 控制 系统 框图 (文件 名 : c7mnnmrc.mdl) (b) 控制 效果 
图 7-46 神经 网 络 预测 控制 器 框图 与 控制 效果 


制 器 模型 。 训 练 控 制 器 神经 网 络 的 方法 也 类 似 。 训 练 完成 后 ， 就 可 以 对 原 系 统 进 行 控 
制 ， 得 出 如 图 7-46 (b) 所 示 的 控制 效果 。 


从 这 里 给 出 的 例子 可 见 ， 受 控 对 象 输出 曲线 和 设 定点 之 间 存 在 较 大 的 静态 误 
差 , 在 茶 些 应 用 中 不 是 很 适合 采用 这 类 控制 器 。 


7.3 ”基于 进化 方法 的 最 优化 计算 与 应 用 


第 5 章 较 详 尽 地 介绍 了 各 种 各 样 的 最 优化 问题 求解 方法 。 传 统 的 最 优化 方法 
均 从 某 个 选 定 的 初始 点 开始 搜索 最 优 解 , 所 以 难免 出 现 局 部 最 优 值 的 情况 。 这 里 
主要 介绍 两 种 基于 进化 的 最 优化 方法 -一 遗传 算法 和 粒子 群 算法 ， 并 给 出 基于 
MATILAB 的 最 优化 计算 程序 。 从 某 种 意义 上 讲 ， 这 样 的 算法 更 利于 得 出 全 局 最 
优 解 。 最 后 给 出 这 样 的 优化 算法 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 。 


7.3.1 ”遗传 算法 简介 


遗传 算法 是 基于 进化 论 , 在 计算 机 上 模拟 生命 进化 机 制 而 发 展 起 来 的 一 门 新 
学 科 ， 它 根据 适 者 和 生存、 优胜劣汰 等 自然 进化 规则 来 搜索 和 计算 问题 的 解 Q0,11。 
该 问题 最 早 是 由 美国 Michigan 大 学 的 John Holland 于 1975 年 提出 的 。 遗 传 算 
法 的 基本 思想 是 ， 从 一 个 代表 最 优化 问题 解 的 一 组 初 值 开 始 进行 搜索 , 这 组 解 称 
为 一 个 种 群 , 种 群 由 一 定数 量 、 通 过 基因 编码 的 个 体 组 成 , 其 中 每 一 个 个 体 称 为 染 
色 体 ,不同 个 体 通过 染色 体 的 复制 、 交 叉 或 变异 又 生成 新 的 个 体 ,， 依照 适 者 生存 
的 规则 , 个 体 也 在 一 代 一 代 进 化 , 通过 若干 代 的 进化 最 终 得 出 条 件 最 优 的 个 体 。 

MAILAB 7.0 版 本 开始 提供 新 的 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 ， 可 以 较 好 地 
解决 与 遗传 算法 相关 的 各 类 问题 。 但 早期 版 本 没有 官方 的 工具 箱 ， 只 有 两 个 基于 
MATLAB 语言 的 免费 遗传 算法 工具 箱 。 一 个 是 英国 Shefeld 大 学 自动 控制 与 系 
统 工程 系 Peter Fleming 教授 与 Andrew Chipperfield 开发 的 遗传 算法 工具 箱 ， 
实现 了 各 种 基本 运算 ， 算 法 实现 规范 , 说 明 书 齐全 ， 调 用 格式 更 类 似 于 最 优化 工 
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有 具 箱 中 的 函数 ; 另 一 个 是 美国 北 Carolina 州立 大 学 Christopher Houck，jJeffery 
Joines 和 Michael Kay 开发 的 遗传 算法 最 优化 工具 箱 ， 其 函数 gaopt() 可 以 直 
接 解决 最 优化 问题 ” 。 对 最 优化 问题 来 说 ,由 于 GAOT 工具 箱 流传 较 广 ， 已 经 能 
比较 容易 地 解决 最 优化 问题 ， 所 以 这 里 还 是 建议 采用 该 免费 工具 箱 来 解决 基于 遗 
传 算法 的 最 优化 问题 。 
简单 遗传 算法 的 一 般 步 骤 为 : 


选择 N 个 个 体 构 成 初始 种 群 五 ,并 求 出 种 群 内 各 个 个 体 的 函数 值 。 染色 
体 可 以 用 二 进 制 数 组 表示 , 也 可 以 用 实数 数组 来 表示 ,种 群 可 以 由 随机 数 
生成 函数 建立 。 其 实 使 用 遗传 算法 求解 函数 gaopt()， 则 会 自动 生成 所 需 
的 初始 种 群 囊 。 


@) 设置 代数 为 = 1,， 即 设置 其 为 第 芋 代 。 


G@) 计算 选择 函数 的 值 ， 所 谓 选 择 即 通过 概率 的 形式 从 种 群 中 选择 若干 个 体 
的 方式 。 遗 传 算 法 最 优化 工具 箱 提 供 了 3 个 选择 函数 ， 其 中 rzoulette() 
实现 了 轮 盘 选择 算法 ，normGeomSelect() 函数 实现 了 归 一 化 几何 选择 方 
法 ,tournSelect() 实现 了 锦标 赛 形 式 的 选择 方式 normGeomSelect () 


由 通过 染色 体 个 体 基 因 的 复制 、 交 叉 、 变 异 等 创造 新 的 个 体 ， 构 成 新 的 种 群 
局， 其 中 复制 、 交 叉 和 变异 都 有 相应 的 MATLAB 函数 ，gaopt() 函数 
选择 其 中 默认 的 方法 进行 这 样 的 处 理 , 构成 新 的 种 群 。 


电 1; =; 二 1, 若 终 止 条 件 不 满足 ， 则 转移 到 步骤 @ 继 续 进化 处 理 。 
和 传统 最 优化 算法 比较 ,遗传 算法 主要 有 以 下 几 点 不 同 昌 3 


中 不 同 于 从 一 个 点 开始 搜索 最 优 解 的 传统 的 最 优化 算法 。 遗 传 算法 从 一 个 种 
群 开 始 对 问题 的 最 优 解 进行 并 行 搜索 ,所 以 更 利于 全 局 最 优化 解 的 搜索 ， 
但 遗传 算法 需要 指定 各 个 自 变量 的 范围 ， 而 不 像 最 优化 工具 箱 中 可 以 使 用 
无 穷 区间 的 概念 。 


@ 址 传 算法 并 不 依赖 于 导数 信息 或 其 他 辅助 信息 来 进行 最 优 解 搜 索 , 而 只 由 
目标 函数 和 对 应 于 目标 函数 的 适应 度 水 平 来 确定 搜索 的 方向 。 


G@) 遗传 算法 采用 的 是 概率 性 规则 而 不 是 确定 性 规则 , 所 以 每 次 得 出 的 结果 不 
一 定 完 全 相同 ， 有 时 甚至 会 有 较 大 的 差异 。 


@ 该 工具 箱 的 主 函 数 名 为 ga()， 但 该 函数 名 与 遗传 算法 和 直接 搜索 工具 箱 中 的 函数 同名 , 故 
这 里 将 其 改名 为 gaopt ()， 原 工具 箱 中 其 他 函数 也 应 该 适当 修改 。 
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7.3.2 ”基于 遗传 算法 的 最 优化 问题 求解 


1. 求解 函数 的 直接 调用 

这 里 将 主要 介绍 遗传 算法 最 优化 工具 箱 中 的 gaopt() 函数 在 求解 最 优化 问 
题 中 的 应 用 ,介绍 使 用 该 函数 的 原因 是 因为 该 函数 调用 人 简单。 即使 对 遗传 算法 理 
解 不 多 ,甚至 不 知道 染色 体 如 何 选择 , 如 何 进 行 交 叉 和 变异 , 如 何 进 行 选择 等 关于 
遗传 算法 的 最 基本 知识 ,但 利用 MATLAB 语言 描述 出 目标 函数 ， 就 可 以 得 出 最 
优 解 。 和 最 优化 工具 箱 不 同 ，gaopt() 函数 能 求解 的 问题 是 最 大 化 问题 ,所 以 在 
编写 目标 函数 时 应 该 注意 。gaopt() 函数 的 常用 调用 格式 为 


[a,b,c]=gaopt(bound,fun) % 最 简 调 用 格式 
kz ,b,c,d]j=gaopt(bound ,fun,D 沁 ,站 ,funt ,7m) 


其 中 ,bound= [zam ,zM] 为 求解 区 间 下 界 za 和 上 界 zw 构成 的 矩阵 ,fun 为 字符 
串 ， 表 示 用 户 编号 的 目标 函数 , 其 写法 与 最 优化 工具 箱 的 目标 函数 写法 相近 , 但 结 
构 不 完全 相同 ， 后 面 将 通过 例子 来 描述 之 。 返 回 的 a 为 搜索 的 结果 向 量 ， 由 搜索 
出 的 最 优 z 辐 量 与 目标 函数 构成 ,b 为 搜索 的 最 终 种 群 ，c 为 搜索 中 间 过 程 参数 
表 , 其 第 一 列 为 代数 , 后 面 各 列 分 别 为 该 代 最 好 的 个 体 与 目标 函数 的 值 ， 可 以 认为 
是 寻 优 的 中 间 结 果 。 在 第 2 种 调用 格式 中 , p 可 以 给 目标 函数 增加 附加 参数 , 这些 
参数 必须 和 目标 函数 对 应 ,，? 为 精度 及 显示 控制 问 量 ， 玲 为 初始 种 群 ,funl 为 终 
止 函 数 的 名 称 ， 默 认 值 为 maxGenTerm:，, 7? 为 最 大 的 允许 代数 。 当 然 还 有 其 他 的 
调用 参数 的 用 户 设置 格式 ， 如 选择 函数 及 参数 、 变 异 函 数 及 参数 等 , 在 这 里 不 具 
体 介 绍 ,， 读 者 可 以 参见 文献 [13]。 

MATLAB 7.0 版 开始 提供 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 , 其 中 的 ga() 函数 可 
以 直接 求解 基于 遗传 算法 的 无 约束 最 优化 问题 , 而 MATLAB 7.1 版 本 推出 了 全 
新 的 遗传 算法 与 直接 搜索 工具 箱 2.0 版 14 ， 可 以 直接 求解 带 有 各 种 约束 条 件 的 最 
优化 问题 。 和 最 优化 工具 箱 中 的 相应 函数 类 似 ，ga() 函数 求解 的 仍然 是 最 小 化 问 
题 ， 其 调用 格式 为 


[z , 太 flag,out]=Ega(fun,m,opts) 
[z ,/ 丰 ,flag,outj=ga(fun,m 4 ,号 ,4 ,ezmn,ZM,nfun,opts) 


其 中 ，fun 为 描述 目标 函数 的 MATLAB 函数 ， 其 格式 与 最 优化 工具 箱 一 致 ， 
但 优化 变量 个 数 ”为 必须 提供 的 变量 ，opts 为 遗传 算法 控制 选项 ， 可 以 调用 
gaoptimset() 函数 设置 各 种 选项 。 例如, 用 其 Generations 属性 可 以 设 定 最 大 
允许 的 代数 ，InitialPopulation 属性 可 以 设置 初始 种 群 ,， 用 PopulationSize 
属性 可 以 给 定 种群 的 规模 , 用 SelectionFcn 属性 可 以 定义 选择 函数 等 等 。 函 数 
调用 结束 后 ,返回 的 z 为 搜索 的 结果 。 若 返 回 的 flag 大 于 0,， 则 表示 求解 成 功 ， 
否则 求解 出 现 问题 。 
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调用 MATLAB 7.1 中 的 ga() 函数 求解 有 约束 最 优化 问题 时 ， 应 采用 
gacptimset() 范 数 修改 变异 图 数 属 性 ， 并 可 以 考虑 增 大 初始 种 群 的 大 小 ， 如 
设置 成 100 


opts=gaoptimset(:MutationFcn: ,mutationadaptfeasible,.，,， 


PopulationSize: ,100); % 变异 函数 与 种 群 函 数 设 置 


例 7-17 考虑 一 个 简单 的 一 元 函数 最 优化 问题 求解 ，F(z) = zsin(l0rz) 二 2. 7 6 
(1,2)， 试 求 出 Frz) 取 最 大 值 时 2 的 值 。 

求解 用 下 面 的 语句 可 以 绘制 出 求解 区 间 内 的 目标 函 数 的 曲线 ， 如 图 7-47 所 示 。 可 以 
看 出 ， 该 曲线 为 振荡 曲线 ， 存 在 很 多 极 值 点 。 


ZSin(LOT:P) 十 2 
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图 7-47 目标 函数 的 曲线 表示 
>> ezZpJlot(:Xx*rSsin(10*pi*rx)+22，[-1,2]) 
因为 最 优化 工具 箱 的 搜索 通 数 需要 给 出 初 值 ， 所 以 对 不 同 的 初 值 可 能 得 出 不 同 的 
搜索 结果 ,例如 可 以 给 出 如 下 的 语句 测试 不 同 初 值 ， 得 出 的 结果 如 表 了 -5 所 示 。 
>> f=Q@(x) [-x.*Sin(10*pixx)-2];，v=[]; 
for x0O=[-1:0.8:1.5,1.5:0.1:2] 
Xit=fmincon(f,x0o,[,D,D 口 ,D 口 ,-1,2); v=Fv;i x0,xl,f(xl)]， 
end 
可 见 ， 随 意 选 择 一 个 初 值 很 难得 出 全 局 最 优 和 解 ， 故 用 传统 的 寻 优 方式 不 一 定 能 得 出 满 
意 的 结果 。 
利用 遗传 戎 法 函数 gaopt()， 完 全 选择 默认 选项 ， 则 可 以 编写 一 个 文件 描述 目标 
函数 如 下 : 


function [sol,y]=c7mgal(sol,options) 
X=SO1(1) ; y=X.#kSin(10*piy#X)+2; 


这 样 ， 完 全 用 默认 参数 调用 遗传 算法 工具 箱 中 的 gaopt() 函数 ， 而 不 对 其 编码 等 
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一 1 1.45070 一 3.45035 1.25081 一 3.25040 
一 .2 | 一 0.65155 一 2.65078 0.25397 一 4.25200 1.85055 一 3.85027 
0.6 | 0.65155 一 2.65078 1.65061 一 3.65031 1.9 | 0.452233 一 2.451121 











做 任何 指定 ， 则 可 以 得 出 如 下 的 结果 

>> [x0o,b,fopt,d]j=gaopt([-1,2] ,:c7mga1l)); x0O，fopt 
可 以 得 出 z = 1.85054746647533, Hot(zo) = 3.85027376676810。 可 见 ， 通 过 100 代 的 
搜索 ,可 以 得 出 相当 高 精度 的 寻 优 结果 。 
例 7-18 试 求 函 教 F(z) = (zi + za2)2 二 5(za -Za)2 +(za 一 2zs)4 ++10(zl za) 的 最 
小 值 。 
求解 可 以 按照 遗传 算法 工具 箱 编 写 如 下 函数 ， 描 述 最 优化 问题 的 目标 函数 。 注 意 ， 这 
里 应 该 描述 成 目标 函数 的 最 大 值 。 

function [sol,f]j=c7mga3(sol ,options) 


X=Sol(1:4) ; 
f=-(X(1)+X(2)) >“2-5*#k(X(3)-X(4)) ”2~(xX(2)-2+x(3))>~4-10+(x(C1)-X(4)) 4， 


使 用 遗传 算法 函数 gaopt()， 并 设 定 自 变 量 的 求解 范围 为 -1 入 i 雯 1, 1 
1 2,3,4， 则 可 以 由 下 面 的 函数 求解 最 优化 问题 ， 得 出 如 下 的 结果 ， 且 部 分 中 间 结 果 如 
表 7-6 所 示 。 事 实 上 ， 该 函数 的 精确 解 为 Zi = zz=2Z3=24=0, 但 用 遗传 算法 不 能 
搜索 到 该 点 ， 只 能 得 出 次 最 优 值 。 

>> [La,b,c,dj=gacpt([-1,1; -1 1; -1 1;， -1 二 ,cc7mga3:); ac 
进化 100 代 得 出 的 解 为 2 =[ 一 0.00554, 0.00582, 0.0168, 0.0169]。 


上 述 的 求解 结果 显然 误差 很 大 ,其 最 主要 的 原因 是 最 大 人 允许 的 代数 (默认 值 
为 100) 太 小 。 另 外 , 求解 的 区 间 太 小 , 使 得 得 出 解 的 可 信和 度 降 低 。 也 就 是 说 ， 人 允许 
的 求解 区 域 是 [一 1, 引 ， 如 果 选 择 更 大 的 求解 区 域 将 得 出 更 不 精确 的 结果 。 

2. 修改 函数 调用 的 控制 选项 

现在 考虑 gaopt() 函数 稍 复杂 一 点 的 调用 格式 ， 如 下 : 


[z,b,c,dq]=gaopt(bound ,fun,Pp,, 瑟 ,funl,m) 


其 中 , PP 可 以 给 目标 函数 增加 附加 参数 ,这 些 参数 必须 和 目标 函数 对 应 ，? 为 
精度 及 显示 控制 向 量 ， 玉 为 初始 种 群 ，funl 为 终止 函数 的 名 称 ， 默 认 值 为 
'maxGenTerm， 7 为 最 大 的 允许 代数 。 当 然 还 有 其 他 的 调用 参数 的 用 户 设置 格 
式 ， 如 选择 函数 及 参数 、 变 异 函数 及 参数 等 ,在 这 里 不 具体 介绍 ,读者 可 以 参见 文 
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一 5.0417912x10-6 

一 4.0228234x10-6 

一 3.2016093x10-6 








献 [13]。 


例 7-19 仍 考 虑 例 7-18 中 给 出 的 最 优化 问题 ， 试 设置 更 多 的 允许 代数 ， 观 察 寻 优 的 结 
果 ,， 并 比较 和 最 优化 搜索 莫 法 得 出 结果 在 时 间 、 精 度 上 的 差异 。 
求解 考虑 新 的 求解 区 域 ，--1000 和 zi 芯 1000， 由 于 求解 范围 增 大 ， 采 用 默认 的 代数 
100 会 有 问题 ， 所 以 可 以 考虑 用 新 介绍 的 求解 格式 。 显 然 ， 目 标 函 数 由 2 就 能 惟一 确 
定 ， 而 无 需 附 加 参数 ， 故 令 PD= 口 即 可 。 同 样 ， 因 为 不 想 改变 初始 种 群 、 控 制 向 量 等 ， 
可 以 将 它们 设置 成 空 向 量 。 这 样 ， 若 想 指定 2000 代为 最 大 进化 代数 ， 则 可 以 给 出 如 下 
的 命令 ， 得 出 的 中 间 结 果 如 表 7-7 所 示 。 
>> tic，XxmnM=[-ones(4,1) ,ones(4,1)]*1000， 
[a,b,c,d]j=gaocopt (xmnM, :c7mga3，, 跻 , 门 ,[],?maxGenTerm，,2000) ; 
al1:4)，dad=[c(1:100:end,:);， clend,:)] ，toc 
耗 时 13.94 秒 ， 得 出 最 优 解 =[0.00839, -0.00839, -0.0097, 一 0.0097]。 

可 见 ， 在 1425 代 左 右 的 误差 都 一 直 很 大 ， 所 以 用 默认 的 100 代 处 理 不 了 这 样 大 
求解 区 间 的 问题 ， 必 须 增 大 代数 。 然 而 车 已 达到 较 高 求解 精度 ， 则 再 进一步 增加 最 大 
允许 的 代数 也 不 会 显著 改善 求解 的 精度 了 。 

现在 考虑 用 第 5 章 的 无 约束 最 优化 求解 功能 ， 由 如 下 的 命令 直接 求 出 原 问题 的 
解 ， 其 精度 明显 高 于 遗传 算法 的 结果 ， 且 求解 时 间 大 大 减少 。 

>> f=Q(CX)(Xx(CL1)+XC2)) ”2+5*#(x(3)-X(4))>2+.，.， 

(x(2)-2+x(3)) >、4+10*(x(1)-X(4))、 4; 
iftf=optimset; ffE.MaxIter=10000; Tf.TolX=1le-7; 
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二 


表 7-7 遗传 算法 搜索 的 部 分 中 间 结 果 


代 zl1 Z2 7T3 Z4 (zl,zZ2，73,2Z4) 

工 一 900.54261 832.93703 364.5536 一 814.31522 一 6.7599172x108 
211] 一 878.91097 一 578.75001 一 293.87781 一 873.72917 一 3819700.7 
471 一 787.67855 一 590.90348 一 299.86119 一 786.66609 一 232091442.6 
664 一 202.06476 一 512.5168 一 258.38886 一 264.75434 一 601032.09 
851 一 124.98415 一 424.5766 一 213.45722 一 127.61195 一 439370.78 
1054 一 4389521178 一 171.93765 一 86.407361 一 37.414245 一 55148.419 
1219 一 2.8405531 一 3.4714646 一 2.4158781 一 3.1699584 一 46.226448 
1425 一 0.42995364 一 0.79729127 一 屿 .75195129 一 U,7d4178084 一 1.8504961 
1690 | 一 0.0099107861 一 0.037154103 一 0.1631374 一 0.15852548 一 0.014186929 
1906 0.0038080427 一 0.0075509811 一 0.064703926 一 0.064171806 一 0.00044948145 





2000 0.0083858532 一 0.0083918002 | 一 0.0096953507 | 一 0.0096903034 | 一 1.0824368x10-6 


tic，X=fminsearch(Ct ,10*ones(4,1) ,ff); toc;， XXX， 
该 求解 语句 耗 时 0.18 秒 ， 得 出 的 解 为 
z- 二 [3.04x10-,-3.04x10-8, 一 7.53x10-7, 一 7.53x10-7] 


3. 有 约束 最 优化 问题 的 求解 方法 

从 传统 意义 上 讲 ,， 基 于 进化 类 算法 求解 最 优化 问题 都 是 针对 无 约束 最 优化 问 
题 而 言 的 ,在 实际 应 用 中 又 经 常 遇 到 有 约束 的 最 优化 问题 , 所 以 将 该 方法 扩展 到 
有 约束 问题 的 求解 是 很 有 必要 的 。 考 虑 如 下 的 有 约束 最 优化 问题 


. 一 IDSX 三 ) (7-3-1) 
9(o)j 入 0 
儿 SS 请 (了 ) 一 0 


Pn 入 吕 入 下 M 


对 于 不 等 式 约束 条 件 来 说 ,可 以 在 描述 目标 函数 时 将 不 满足 约束 条 件 的 ez 向 量 处 
的 函数 值 人 为 地 设置 成 很 小 的 值 , 迫使 最 优化 搜索 排除 该 点 。 等 式 约束 条 件 的 处 
理 稍微 麻烦 一 些 ， 因为 等 式 约 束 条 件 的 存在 , 通过 求解 mm 个 非 线性 方程 h(z) = 0 
将 原来 的 元 函数 最 优化 问题 等 效 地 变换 成 4 一 和 m 元 的 问题 。 这 样 ， 原 来 不 容易 
求解 的 有 约束 最 优化 问题 就 可 以 变换 成 无 约束 最 优化 问题 来 直接 求解 了 。 
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性 


例 7-20 试用 遗传 算法 求解 下 面 的 线性 规划 问题 hlin (zl 十 2z2 十 373)。 
一 271+4z23 十 23 近 9 
|】 -az22>4 


d47r1 一 273 一 JZ3 一 一 日 
1.2 委 0,Zs0 
求解 由 等 式 约 束 可 以 解 出 za 三 (6+4 和 1 一 2723)/3。 可 见 ， 原 来 三 元 最 优化 问题 可 以 转 
换 成 二 元 最 优化 问题 。 由 上 面 的 推导 ， 可 以 用 下 面 的 MATLAB 函数 描述 目标 函 数 为 
function [sol,y]j=c7mga4(sol ,options) 
X=So]1(1:2)，X=Xx(:)，XC3)=(6+4*+X(1)-2kX(2))73; 
yl=[-2 1 1j*#*x;i y2=[-1 1 0]*xX; 
if (yl>9 | y2<-4 | Xx(3)<0) ，y=-100; else，y=-[1 2 3]*xXj end 
其 中 用 Zi,za 数据 计算 出 Za 的 值 ， 并 判定 约束 条 件 是 否 满足 ， 在 不 满足 约束 条 件 时 人 
为 地 将 目标 函数 的 值 设 置 苞 一 100, 有 意 排除 这 些 人 个体， 就 能 由 下 面 语 银 较 好 地 解决 有 
约束 最 优化 问题 。 
>> [ab,c]j=gaopt([-1000 0; -1000 0j ,cy7mga4:,[],[], 口 ,，... 
:maxGenTerm ,1000) ; 
c=[c(1:15:end,:);i ck(end,:)]; ayc 
这 里 只 得 出 了 zlzr2， 而 Za=(6+4rl--2ro)/3 =0.00005529863957。 让 传 算法 的 中 
间 结 果 由 表 7-8 给 出 。 


表 7-8 簿 传 算法 搜索 的 部 分 中 间 绪 果 


代 za 2 zz) 代 Z1 2 让 z) 


一 49.87071 一 205.1789 一 100 561 一 0.671794 一 10.42314 27.35897 
一 1.542377 一 2.79424 1.711883 636 一 全 .951279 一 10.92534 25.75639 





一 3.301757 一 4.363803 10.50878 671 一 6.958811 一 10.92531 28.79406 
一 4.776542 一 6.982296 17.88271 697 一 6.958938 一 10.92996 28.79469 
一 5.011393 一 .813805 19.05696 730 一 6.965209 一 10.93186 28.82605 
一 5.661174 一 9.35381 22.30587 876 一 6.966025 一 10.9325 28.83012 
一 5.990186 一 9.018754 23.97593 9.45 一 0.997332 一 10.99666 28.98666 
一 6.383564 一 9.945158 25.91782 980 一 6.998994 一 10.99808 28.99497 





一 6.407366 一 9.981396 26.03683 1000 一 6.999769 一 10.99962 28.99885 


其 实 ， 该 问题 用 线性 规划 函数 可 以 立即 得 出 更 精确 的 结果 。 
>> f=[1 2 3];A=[-21 4; 1-10]; B=[9; 4]; Aeq=f4 -2 -3]; Beq=-6; 
Xx=linprog(f,A,B,Aeq,Beq, [-infi;i-inf;0],[0;0;inf])，X) 
将 得 出 z1 = 一 6.99999999999, za = 一 10.99999999999， 可 见 ， 由 传统 方法 得 出 的 结果 





昌 


更 精确 。 

从 最 优化 问题 求解 的 方法 看 ,最 优化 工具 箱 中 的 函数 一 次 只 能 搜索 到 一 个 解 ， 
对 非 凸 性 问题 来 说 往往 可 能 找到 一 个 局 部 最 优 值 ， 而 用 遗传 算法 则 可 以 同时 从 一 
组 包 值 点 出 发 ， 有 可 能 找到 更 好 的 局 部 最 优 值 甚至 全 局 最 优 值 ， 但 其 求 取 最 优 值 
算法 的 精度 和 速度 均 不 是 很 理想 。 在 实际 求解 问题 中 , 可 以 考虑 采用 这 样 的 策略 ， 
移 用 遗传 算法 初步 定 出 较 好 最 优 值 所 在 的 大 概 位 置 , 然后 以 该 位 置 为 初 值 ， 调 用 
最 优化 工具 箱 中 的 函数 快速 、 准 确 地 求 出 该 最 优 值 。 


7.3.3 粒子 群 优化 算法 及 MATLAB 求解 


粒子 群 优 化 (particle swarm optimization，PSO) 算法 是 文献 [15] 提出 的 一 
种 进化 算法 ,该 算法 是 受 生 物 界 鸟 群 驶 食 的 启发 而 提出 的 搜索 食物 ， 即 最 优 解 的 
一 种 方法 。 假设 某 个 区 域内 有 一 个 食物 (全 局 最 优点 )， 有 位 于 随机 初始 位 置 的 若 
干 个 乌 (或 粒子 )， 每 一 个 粒子 有 到 目前 为 止 自 己 的 个 体 最 优 值 mu， 整个 粒子 群 
有 到 目前 为 止 群体 的 最 优 值 u， 这 样 每 个 粒子 可 以 根据 下 面 的 式 子 更 新 自己 的 速 
度 和 位 置 


uilR 十 1 三 的 Jui(E) 十 aayai(b)[pib 一 Zi(8)] 十 azyoi( 大 [oh 一 Zi(1)] (7-3-2) 


2i(K 十 1) 一 2i(R) 二 Wi(E 十 1 (7-3-3) 


其 中 75 和 ?72; 为 [0,1] 区 间 内 均匀 分 布 的 随机 数 ，%( 有 ) 为 惯量 函数 ,ay 和 oa 为 
加 速 常 数 。 

文献 [16] 给 出 了 一 个 基于 粒子 群 优化 算法 的 MATLAB 工具 箱 e。 ， 其 主 函 数 
Pso-Irelea_vectorized() 可 以 用 来 搜索 最 优 值 ， 该 函数 的 常用 调用 格式 为 


[sol ,tr]=pso-Trelea_vectorized(fun ,mVM [Zn ZM] ,key,options) 


其 中 fun 为 描述 目标 函数 的 MATLAB 函数 名 , ? 是 z 向 量 的 维 数 ， 这 两 个 量 是 
求解 最 优化 问题 必须 提供 的 ,其 他 的 变量 是 可 选 的 ; 变量 ww 是 最 大 允许 的 速度 ， 
其 默认 值 为 4; zm;, ZNM 是 每 个 变量 的 最 小 和 最 大 值 向 量 ， 默 认为 土 100; key 为 极 
值 藉 型 选择 ,默认 的 0 为 最 小 值 ， 取 1 表示 求 最 大 值 ; 选项 options 为 结构 体 控 
制 变量 ; 返回 的 (n+ 1) x 工 列 向 量 sol 由 两 个 部 分 构成 , 前 交 个 元 素 为 搜索 到 的 
Z 门 量 , 第 见 十 1 个 元 素 是 目标 函数 的 最 优 值 ; 返回 的 tr 记录 了 寻 优 的 中 间 结 果 。 
主 函 数 基于 Trelea 算法 :实现 了 粒子 群 优化 功能 。 该 函数 调用 了 神经 网 络 工具 
浊 ， 全 的 后 间 训练 过 程 用 图 形 显示 出 来 ,比较 直观 。 该 函数 还 支持 Clerc 算 
法 导 )。 

生 工具 箱 地 址 : httpP://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/loadFile.doy 
objectId=7506K&objectType=file。 
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这 里 给 出 的 函数 是 “ 回 量 化 版本， 允许 … 次 性 运行 一 组 粒子 向 量 的 目标 函 
数 求 值 ， 故 其 效率 远 远 高 于 非 向 量化 的 版 本 。 在 目标 函数 的 描述 上 与 传统 的 最 优 
化 目标 函数 有 个 辐 之 处 。 前 面 介绍 的 上 月 标 函 数 中 z 为 问 量 ,每 个 元 素 对 应 zi 的 当 
前 值 ， 而 这 里 的 z 为 矩阵 ， 其 第 ; 列 为 各 个 粒子 的 zi 值 , 所 以 在 原来 目标 函数 程 
序 中 用 的 z(?z) 变量 应 该 修改 为 z(:, 四 ， 且 相应 地 应 该 进行 点 运算 。 下 面 将 用 实际 
例子 演示 最 优化 求解 方法 。 
例 7-21 试用 粒子 群 算法 求解 例 7-18 中 给 出 的 无 约束 最 优化 问题 。 
求解 编写 一 个 MATLAB 函数 描述 目标 函数 

function f=c7mpsodl(x) 


f=(X(: ,1)+X(: 2)) ,2 + 5+k(xX(0: ,3)-X(: ,4)).>2 二 ..， 
(xX(: ,2)-2xyXx(: 3)) .4 + 10yr(XC: 1)7-xC: 4 .4; 


注意 ， 在 目标 函数 中 的 向 量化 表示 和 点 运算 ， 如 果 去 掉 这 些 表示 ， 程 序 将 无 法 运 
行 。 可 以 按照 遗传 莫 法 工具 箱 编 写 如 下 函数 ,描述 最 优化 问题 的 目标 函数 。 注 意 ， 这 里 
应 该 描述 

>> X=pso_Trelea_vectorized(c7mpsgol1: ,4); X(C1:4) 
由 前 面 的 命令 得 出 的 最 优 解 近似 值 为 rz = [-0.00059.0.00059, 0.00227, 0.00227]I， 解 
的 图 示 由 图 7-48 给 出 。 
例 7-22 重新 考虑 例 7-20 中 给 出 的 有 约束 最 优化 问题 ， 试 用 粒子 群 算法 求解 该 问题 。 
求解 类 似 于 前 面 基 于 遗传 算法 程序 的 编写 方法 ,注意 这 里 采用 的 是 向 量化 的 模式 措 
述 目标 函数 ， 可 以 编写 出 如 下 的 函数 

function y=c7mpso4(Xx) 

X1=X(:，1); Xx2=Xx(:，2); x3=(6+4+X1-2+X2)/3; X=[x Xx3] :， 


yl=[-2 1 1]*x; y2=[-1 1 0]*x; yY=[Lt 2 3]*x; 
ii=find(yt>917y2<-41x3<0); y(ii)=100;， y=y(:); 


由 下 面 的 语句 求解 该 问题 ， 得 出 精确 的 最 优 解 zl = [ 一 7. 一 11.0]。 该 函数 调用 后 
将 得 出 类 似 于 图 7-48 所 示 的 搜索 结果 。 
>> X=ps0O_Trelea_Vvectorized(:c7mpso4: ,2) ; 
[xfC1:27》; 《6+4*X(Ct)-2*rx(2)77/3] 


7.3.4 基于 遗传 算法 的 最 优 控制 问题 求解 

从 前 面 介绍 的 遗传 算法 应 用 看 , 其 优势 在 于 能 求解 最 优化 问题 的 全 局 最 优 解 ， 
所 以 可 以 考虑 在 系统 设计 中 引入 遗传 算法 作为 解决 问题 的 工具 。 下 面 将 通过 例子 
演示 遗传 算法 在 最 优 控制 器 设计 中 的 应 用 ,并 指出 该 方法 不 能 应 用 的 场合 。 


下 9S 才 也 
| 宁 - 总 愉 要 定 记 荆 《 -- -”. 人 四 而 _ 
人 33 从 和 和 Cs) 一 下 8 二 3 TD 了 ， 试 为 其 设计 一 个 最 优 
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图 7-48 ”粒子 群 优化 算法 寻 优 结果 的 图 示 


PID 控制 器 ,使 得 ITAE 准则 的 值 最 小 。 
求解 前 面 几 节 求 解 最 优化 问题 的 方法 是 ， 首 先 给 出 一 个 初 值 ， 然 后 通过 搜索 的 方法 
从 初 值 点 开始 搜索 最 优 值 。 然 而 ， 对 不 稳定 受 控 对 象 来 说 ， 这 种 算法 的 最 大 问题 是 不 
容易 选择 出 能 使 得 闭环 系统 稳定 的 控制 器 初 值 ， 故 常规 最 优化 算法 不 能 正常 启动 。 若 
想 为 其 设计 最 优 控制 器 ， 可 以 考虑 采用 遗传 算法 一 次 性 多 选择 一 些 初始 值 ， 以 此 作为 
初始 种 群 ， 开 始 最 优 解 的 求解 。 同 时 选择 多 个 初 值 的 好 处 是 ,在 众多 的 初始 个 体 中 , 往 
往 可 能 有 使 得 闭环 系统 稳定 的 个 体 ， 故 遗传 算法 有 望 能 得 出 最 优 控制 器 。 

求解 最 优 控制 器 设计 问题 ， 可 以 首先 由 Simulink 搭建 出 如 图 7-49 (a) 所 示 的 仿 
真 框图 。 其 中 ,为 了 不 使 控制 信号 过 大 ， 在 PID 控制 器 后 串 一 个 饱和 非 线性 环节 ,使 
得 饱和 区 域 为 4 = 5， 由 该 框图 按照 遗传 算法 优化 工具 箱 的 目标 函数 定义 方法 可 以 写 
出 下 面 的 MATLAB 函数 来 描述 。 此 最 优化 问题 的 目标 函数 


function [sol,y]=c7funun(x,options) 

solL=Xj;i assignin(base，,，:KP，,Xx(1) ); 

assignin(base,'Kd:,x(2)); assignin(base，,?Ki，,x(3)) ， 
[t_time,x_state,y_out]=sim(:c7munsta.md1，, [0,5]); y=-y_out (end ,1) ; 


注意 ， 这 里 定义 的 目标 函数 是 取 极 大 值 的 ,所 以 在 OCD 标准 定义 上 加 了 负 号 。 
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， | | 
中 +8S3 14S2_s40.4 全 | 
step Scope 
不 稳定 受 控 对 象 站 
近似 微分 Ka L 加 
0 2 4 6 8 10 
(a) 最 优 控制 仿真 框图 (文件 名 : c7mnumnsta.md]) (b) 系统 仿真 结果 


图 7-49 不 稳定 受 控 对 象 的 最 优 PID 控制 器 设计 


现在 假设 想 在 (0.1, 100) 范围 内 搜索 该 问题 的 最 优 解 ， 则 可 以 在 MATLAB 工作 空间 
中 输入 下 面 的 命令 。 
>> ctT1_pars=gaopt([0.1*ones(3,1)，1i100*ones(3,1)] ,7 c7fununy，) ， 
c7funun(ctr1l_pars(1:3)) 4% 显示 最 终 控制 曲线 


. 虽 .3632 
这 样 可 以 设计 出 最 优 控制 器 为 Cs) - 47.8313 二 0.2041 DT ， 在 该 控制 器 的 


作用 下 的 阶 跃 响应 如 图 7-49 (b) 所 示 ， 可 见 ， 对 不 稳定 受 控 对 象 仍 能 利用 遗传 算法 来 
设计 出 最 优 控制 器 ， 从 而 很 好 地 控制 受 控 对 象 。 值 得 注意 的 是 ,控制 器 的 积分 分 量 参 
数 很 小 ， 所 以 可 以 忽略 ， 改 用 PD 控制 器 也 能 得 出 较 好 的 控制 效果 。 
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在 机 器 人 、 硬 盘 驱 动 器 伺服 控制 等 诸多 领域 中 ， 需 要 机 器 经 常 一 次 又 一 次 地 
重复 茶 个 操作 。 在 实际 控制 中 人 们 很 自然 地 会 问 这 样 的 问题 ;在 我 们 重复 做 某 一 
个 工作 时 , 每 次 我 们 都 学 到 一 些 东 西 ， 使 得 工作 越 做 越 好 。 机 器 控制 在 做 同样 工 
作 时 能 不 能 也 做 到 这 点 ”? 让 控制 器 本 身 具 有 某 种 “智能 ”， 使 得 它 在 控制 过 程 中 
能 不 断 完 善 日 己 ， 使 得 控制 效果 越 来 越 好 , 这 种 具有 “学 习 ” 能 力 的 控制 器 就 是 本 
节 需 要 探讨 的 内 容 。1978 年 Uchiyama 提出 一 个 控制 高 速 运动 机 械 的 思想 ，1984 
年 Arimoto 发 展 了 Uchiyama 的 思想 ， 提 出 了 和 帮 代 学 习 控 制 (Iterative Learning 
Control，ILC) 的 概念 9。 与 鲁 棒 控 制 一 样 ,ILC 也 能 处 理 实际 动力 学 系统 中 的 
个 确定 性 , 但 它 能 实现 完全 跟踪 , 控制 器 形式 更 为 简单 且 需 要 较 少 的 先 验 知识 。 这 
种 控制 方法 适合 于 某 种 具有 重复 运动 性 质 的 被 控 对 象 , 前 几 次 运行 可 能 有 较 大 的 
控制 误差 ,但 通过 “ 边 于 边 学 ”的 方式 ,逐步 学 习 控制 经 验 ,利用 系统 前 次 的 控制 
经 验 和 输出 误差 来 修正 当前 的 控制 作用 ,使 系统 输出 尽 可 能 收敛 于 期 望 值 。ILC 
的 研究 对 具有 较 强 的 非 线性 耦合 、 较 高 的 位 置 重复 精度 、 难 以 建 模 和 高 精度 轨迹 
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跟踪 控制 要 求 的 动力 学 系统 有 着 非常 重要 的 意义 。 
文献 [20~23| 对 ILC 控制 算法 和 理论 以 及 存在 的 问题 和 研究 方向 做 了 综述 。 
本 节 介 绍 IC 基本 原理 、LLC 算法 满足 的 条 件 。 然 后 将 介绍 ILC 算法 的 学 习 律 及 
其 在 MATLAB 语言 中 的 设计 方法 。 


7.4.1 和 闪 代 学 习 控制 的 基本 原理 
和 前 面 介绍 的 很 多 内 容 相似 , 这 里 先 写 出 受 控 对 象 的 状态 方程 模型 
它 (二 帮 (人 ) 直 
t (三 9ZC() 人 


其 中 为 维 状态 向 量 ; 系统 为 mm 路 输入 ,了 路 输出 ; 大.), 9g(.) 为 相应 维 数 的 向 
量 函 数 。 友 代 学 习 控制 问题 可 以 描述 为 : 给 定期 望 输出 ya 人 办 ,存在 与 之 相应 的 期 
望 输入 ua 人 和 每 次 运行 的 初始 状态 zk(0)， 要 求 通过 多 次 重复 运行 ,在 给 定 的 学 
习 律 下 使 系统 在 控制 周期 1 e [0,] 内 ,获得 系统 控制 输入 序列 wa( 妇 ， 使 得 系统 
答 出 yb 能 逼近 期 望 的 系统 输出 ya ( 归 。 迁 代 学 习 控 制 的 学 习 律 一 般 可 由 递 推 的 
形式 表示 为 


(7-4-1) 


ok 二 - 攻 (Uiek-l() (7-4-2) 


其 中 -用 (.) 为 线性 或 非 线 性 算 子 ，es_i(b = 负 折 -人 -人 (为 前 次 运行 的 输出 误 
差 。 由 式 (7-4-2) 给 出 的 学 习 律 可 见 ， 开 环 和 迭代 学 习 控 制 的 基本 原理 是 利用 上 一 个 
工作 周期 内 的 误差 信号 ek_i( 纪 和 上 一 个 周期 的 输入 序列 wu_: 伯 来 构造 本 周期 
控制 序列 ws 人 的 方法 。 

当天 足够 大 时 ,如果 ek_i 折 在 4e [0.7 下 上 一 致 趋 于 零 ， 则 称 上 述 欠 代 学 习 
控制 是 收敛 的 。 收 敛 性 问题 是 迭代 学 习 控 制 中 最 重要 的 问题 ， 只 有 迭代 学 习 过 程 
是 收敛 的 , 友 代 学 习 控制 才 有 实际 应 用 意义 。 

开 环 和 迭 代 学 习 控 制 的 基本 原理 如 图 7-50 所 示 。 在 实际 应 用 中 ,系统 下 一 次 运 
行 的 新 的 控制 既 可 以 在 上 一 次 运行 结束 后 离线 计算 得 到 , 也 可 以 在 上 一 次 运行 中 
在 线 计算 得 到 ; 新 的 控制 量 存 入 存储 器 , 刷新 旧 控 制 量 。 在 施加 控制 时 ， 需 从 存 
储 器 中 取出 控制 量 。 如 果 取 出 的 是 当前 的 误差 信和 号, 则 可 以 构造 出 闭环 控制 方式 。 
可 以 看 到 ,， 友 代 学 习 控 制 算法 可 利用 的 信息 要 多 于 常规 的 反馈 控制 算法 ， 它 包括 
以 前 每 次 运行 的 所 有 时 间 段 上 的 信息 和 当 次 运行 的 当前 时 刻 之 前 时 间 段 的 信息 。 

在 传统 的 迭代 学 习 控制 研究 中 ，- 一 般 总 是 假定 下 述 假设 条 件 满足 24, 25] 

J 系统 每 次 运行 时 间 间 隔 是 有 限 的 固定 间隔 , 即 [0, 7 

外 在 运行 区 间 [0, 了 T] 内 系统 的 期 望 轨迹 总 是 事先 已 知 的 ; 

@) 系统 的 初始 条 件 重复 , 即 每 次 运行 前 ,系统 的 初始 状态 exk(0) 都 相同 

旨 系统 的 动态 结构 在 每 次 重复 欠 代 运行 中 保持 不 变 ; 





7.4 迁 代 学 习 控 制 的 仿真 研究 


at ( 划 ) 受 扩 对 钱 2 人 2Wa 
一 - 才 一 一 一 


存储 记忆 证 
站 
ILC oa 


图 7-50 开 环 迭代 学 习 控 制 基 本 结构 


@@) 系统 每 次 运行 的 输出 天 掏 可 测 ， 且 跟踪 误差 信号 ek( 坟 三 2a 人 的 一 人 詹 白 
可 以 用 于 构造 下 一 个 时 刻 的 控制 信号 ak+i (人 | 

@) 系统 的 动态 特性 是 可 逆 的 , 即 对 一 个 事先 给 定 的 输出 轨迹 轨 ， 存 在 惟一 
的 控制 信号 Wu( 妇 ,使 得 系统 产生 理想 的 输出 ya 人 。 

一 个 成 功 的 迭代 学 习 控 制 算 法 不 仅 应 该 在 每 一 次 控制 作用 于 系统 后 ,能 使 得 
系统 的 输出 误差 变 小 , 还 需要 有 较 快 的 收敛 速度 以 保证 算法 的 实用 性 。 另 外 , 和 
代 学 习 控 制 算 法 的 收敛 性 应 与 具体 的 期 望 轨迹 无 关 , 如 果 给 出 一 个 新 的 期 望 轨迹 ， 
迁 代 学 习 律 应 该 无 需 作 任何 改变 即 可 使 用 。 

7.4.2 和 迭代 学 习 控 制 算法 

1. 连续 时 间 PID 型 ILC 算法 

如 果 受 控 对 象 为 连续 模型 , 则 可 以 写 出 开 环 形式 的 和 闭环 形式 的 PID 型 欠 代 
学 习 控 制 算 法 。 

GD 开 环 控制 器 IC 最 初 的 概念 是 以 开 环 的 形式 给 出 的 , 常见 算法 为 PID 型 ， 
开 环 ILC 是 指控 制 律 中 不 包含 当前 过 程 信 息 的 算法 。 连 续 时 间 PID 型 ILLC 算法 
的 -一般 形式 可 以 写成 





Qt (三 ) 一 2&K_T 十 Tek_i(b 十 | ek-_if7Tjd7 十 1 aek- if (7-4-3) 
0 
其 中 , 了 大 了 Pa 分别 为 比例 、 积 分 和 微分 相应 维 数 的 学 习 增 益 矩 阵 。 如 果 其 中 某 
个 或 某 些 增 益 和 矩阵 等 于 零 ， 则 可 以 简化 为 卫 型 .D 型 、.PI 型 .ID 型 和 PD 型 ILC 
控制 器 。 
包 闭环 控制 器 闭环 PID 型 学 习 策 略 是 取 第 & 次 运行 的 误差 作为 学 习 的 修正 
项 ， 从 而 有 下 面 的 学 习 律 
&L (十 ) -一 1 ( 吉 ) 十 Teklt) 十 了 ; | ejk(T)dq7 十 7 ueklt (7-4-4) 
比较 开 环 控制 和 闭环 控制 两 种 控制 策略 ,可见 开 环 控制 是 利用 上 一 步 的 控制 
与 误差 信息 计算 控制 规律 ,而 闭环 控制 采用 的 是 由 上 一 步 的 控制 和 当前 误差 信息 
计算 控制 规律 的 方法 。 一 般 情况 下 ， 闭 环 迁 代 学 习 控制 优 于 开 环 模式 。 


和 
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有 晤 晕 和 间 


2. 离散 时 间 PID 型 ILC 算法 
假设 离散 时 间 系 统 的 受 控 对 象 模 型 为 


{ zlt+D) = (za 人 沁 本 
全 三 gz 人 bu 加 
第 大 次 运行 时 可 表示 为 
| ZE 人 tt 十] 三 下 Ce(b uk, 刘 (7 .4.6) 
UV 人 一 9g(ZR( UK 


答 出 误差 可 以 定义 为 ek(t) = ya 人 - 了 ( 介 ,根据 该 误差 定义 可 以 分 别 定义 出 开 
环 和 闭环 PID 型 学 习 律 为 
t 十 1 
Ht 一 at 十 太 pek(t 十 1) 十 也; >》 ek(7) 十 了 da [ed 十 ]) 一 ex 人 (7-4-7) 


了 一 0 


的 一 如 的 十 Toetl 鸭 +m2 ea(+Palersb-ecat-D] 
二 (7-4_8) 
当然 ， 对 连续 受 控 对 象 模型 也 能 采用 离散 的 ILC 算法 。 如 果 受 控 对 象 模 型 为 
线性 单 变 量 模型 ， 则 根据 前 面 介 绍 的 PID 型 开 环 IC 算法， 可 以 编写 出 如 下 的 
MATLAB 上 男 数 、 


function [y,e,u,kvec,t0j=ilc_lsim(G,T,kmax,yq,KP,Ki,Kd) 
Dn=1Length(yd) ; y=zerogs (0 ,kmnmax);i e=y;i t0=0:T:(n-1)*T; 
u=y; ef(:,1)=ydq(:); kvec=[]; 
if G.Ts==0，G=c2d4G,T) ; end; G=ss(G) ， 
for X=1:kmax，X0O=zeros(size(G.a,1L) ,1); 
Tor 七 =2 : 习 

Xl=G.a*xx0+G.bxru (七 ,) : 

y(t,k)=G.crxl+G.dQyru(t,K) ; 

X0O=Xl; e(t,k)=yd(t)-y( 七 ,K) ; 


ut,k+1)=u(t,K)+Kpre 人 tt,k)+..， YYP 控制 
Kd+ (e(t,k)-e(t-l1,k))+...YD 控制 
KixkSumke(tt:t,Kk) ) ; % 工控 制 
end ， 
KXVec(K)=max(abs(e(: ,K)))， 
end 
该 函数 的 调用 格式 为 


Ly，,e, 也 ,及 , 划 =ilc-lsim(C ,了 ,max yd 天 Ki Ka) 
其 中 ，G 为 线性 系统 的 数学 模型 ， 可 以 为 连续 的 , 也 可 以 为 离散 的 ; 开 为 控制 器 的 
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采样 周期 ， zax 为 最 大 迭代 次 数 ， ya 为 参考 轨迹 向 量 ， Ko, Ki, Ka 为 PID 控制 参 
数 ， 分 别 对 应 于 算法 中 的 六 , 忆 , 有 的 值 。 返回 的 y 为 矩阵 ,每 一 列 对 应 该 次 迭代 
的 输出 向 量 ，e 和 忆 亦 为 每 次 迭代 中 的 误差 和 输入 向 量 构成 的 矩阵 ;有 为 每 次 跟 
踪 控制 误差 信号 的 范 数 ;上 为 时 间 向 量 。 

该 函数 适用 于 受 控 对 象 相对 阶 为 1 的 情况 , 若 相对 阶 大 于 1， 则 应 该 考虑 合 
有 高 阶 微分 项 的 ILC 控制 器 29]。 
例 7-24 考虑 离散 对 象 的 模型 


z(E+I) = En 2 z( 提 二 四 u(P)，WE) = 0L，0.5jz( 


参考 轨迹 为 ya(t) = sin(0.08t)， 假 设 系统 的 初始 状态 为 零 ， 试 设计 出 于 CG 控制 器 。 
求解 对 Arimoto P 型 ILC 控制 器 来 说 ， 若 选择 Kb = 0.5，K; = Ka = 0， 则 由 下 面 
的 语句 可 以 仿真 出 迭代 学 习 控 制 的 控制 效果 
>> yd=sin(0.08* [0:99]j) ，; 

G=sS(L-0.8,-0.22; 1 0],[0.5;1 ,人 0.5],0，Ts: ,0.1); 

[ty,e,u,kvec,tj=ilc_lsim(G,0.1,10,yda,0.5,0,0) ; 

Plot(tt,y) ，figure，Pplot(kvec,:-*):)，figure，Plot(t),u) 
得 出 的 输出 曲线 如 图 7-51 (a) 所 示 。 由 控制 结果 看 , 大 二 工时 系统 没有 开始 响应 ， 当 
K 三 2 时， 输出 开始 试图 四 踪 期 望 的 信号 ， 但 有 一 定 误差 。 控 制 器 通过 误差 学 习 了 如 何 
控制 该 受 控 对 象 ， 所 以 当 大 = 3 时 控制 误差 明显 减 小 ,但 仍然 存在 误差 ， 所 以 控制 器 
进一步 学 习 ， 得 出 有 三 4 时 的 控制 修改 。 和 迭代 学 习 控 制 器 正 是 通过 这 样 的 学 习 方 式 ， 
取得 了 一 次 比 一 次 好 的 控制 效果 ， 当 下 = 10 时 基本 接近 于 期 望 的 轨迹 。 从 图 7-51 (b) 
给 出 的 跟踪 误差 范 数 看 , 大 = 10 时 仍 有 一 定 误 差 ， 所 以 该 学 习 算 法 的 开 ， 值 不 理想 。 
每 次 控制 计算 出 来 的 控制 信号 如 图 7-51 (c) 所 示 。 


E 让 呈 
= 2 | 
二 -人 。-- -. -了 可 人 上 一 Le . _ 
、 - 生 ， 
国 - 六 4 上 1 
105 
、 
(21 、 | 
到 一 上 
和 了 人 当 - | 



































-一 -- 让 -一 . 可 
外 了 D 和 了 


(pb) 跟踪 误差 范 数 
图 7-51 友 代 学 习 控 制 的 控制 效果 
如 果 采 用 不 同 的 控制 器 参数 ， 如 人 = 0.85,1.15,1.5， 则 可 以 得 出 如 图 7-52 
(aj~(c) 所 示 的 控制 结果 。 可 见 ， 这 些 响 应 曲线 在 几 次 控制 后 都 收敛 于 期 望 的 外 (日 曲 
线 ， 但 收敛 的 速度 是 不 同 的 。 
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第 7 章 智能 计算 问题 的 计 得 机 求解 


时 证 和 


>> [yl,e,u,Kkvl,t]j=ilc_lsim(G,0.1,10,yd,0.85,0,0) ; 
[y2,e,u,kv2,t]j=ilc_lsim(G,0.1,10,ydq,1.15,0,0) ; 
[y3,e,u,kv3,t]j=ilc_lsim(G,0.1,10,ydq,1.5,0,0) ; 
subplot(231) ，Plot(t,yl)，subplot(234) ，PplLot(Kvt,:-*2) 
subplot(232) ，plot(t,y2) ，Subplot(235) ，P1lot (kVv2，:-*#)?) 
subplot(233) ，plot(t,y3) ，subplot(236) ，Plot(Kv3,:-*#)7) 
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必 2 了 4 折 ] 10 全 了 才 白 8 
(a) 天 ,= 0.85 (b) KK = 1.15 



































图 7-52 不 同 增益 下 的 运 代 学 习 控 制 的 控制 效果 


例 7-25 假设 某 受 控 对 象 的 数学 模型 为 C(5) = 
控制 下 多 阶梯 函数 输入 的 控制 效果 。 


求解 用 下 面 的 语句 可 以 输入 该 系统 模型 ， 并 生成 期 望 的 多 阶梯 输入 信和 号， 这样 可 以 


通过 ilc_-lsim() 也 数 得 出 控制 效果 ， 如 图 7-53 所 示 。 
>> S=tf(:s)); G=(0.2*S+1)/(0O.1+*s+1)”、2; 


0.2s 十 1 
(0.1s 二 DT) 


5 ， 试 求 出 系统 在 迭代 学 习 


yd=[2+ones(50,1); -1*ones(80,1); 1*xones(60 ,1) ， 3*ones(100 ,1)] ; 


[y,e,u,kv,t]j=ilc_lsim(G,0.1,10,yd,0.5,0,0) |; 
subplot(131) ，pPlot(t,y)，subplot(132) ， 


SubPlot(133) ，Plot (kv,，:-#7) ， 
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(a) 输出 信号 (b) 跟踪 误差 范 数 


Plot(t,u) ， 
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5 10 1 2 续 各 
(c) 控制 信和 号 


图 7-53 连续 受 控 对 象 模型 的 离散 和 欠 代 学 习 控制 的 控制 效果 





7.5 习题 与 思考 题 


和 


3. 高 阶 开 环 PID 型 ILC 算法 

高 阶 ILC 算法 是 在 基本 PID 型 ILC 算法 上 提出 的 , 高 阶 ILC 算法 与 普通 学 
习 算 法 相 比 ,不 仅 利 用 前 一 次 过 程 的 输入 输出 信息 ， 而 且 利 用 了 以 前 多 次 过 程 的 
输入 输出 信息 来 构造 当前 的 控制 输出 , 高 阶 PID 算法 的 一 般 形 式 为 


六 一 1 


2 一 >》 ER 十 了 pek_i( 十 | ek_ilT)jd7 十 7 aek_il (7-4-9) 


U 


z 一 工 


其 中 , 整数 N > 2 是 算法 的 阶 次 。 

4. 加 权 PID 型 ILC 算法 和 带 遗 球 因 子 的 IC 算法 

加 权 PID 型 IC 算法 是 对 以 前 的 过 程 信 息 采 取 不 同 的 权重 ， 从 而 使 以 前 的 
过 程 信息 对 当前 控制 作用 的 影响 不 同 。 变 增益 ILC 算法 也 属于 加 权 类 算法 ， 同 时 
也 具有 适应 和 自 整 定 的 意义 。 引 入 遗忘 因子 是 为 了 减少 控制 输入 初始 误差 的 积累 
对 过 程 的 影响 , 随 看 迭代 次 数 的 增加 , 越 早 的 控制 作用 逐渐 减 小 , 这 样 可 以 使 控制 
信和 号 的 变化 比较 平缓 。 

5. 其 他 ILC 算法 

其 他 IC 算法 是 指 除 PID 形式 以 外 的 算法 。 基 于 高 级 反馈 控制 的 ILC 算法 
有 上 自 适 应 ILC、 预 测控 制 ILC 、 最 优 控制 ILC、 智 能 ILC、 重 棒 ILC、 基 于 模型 的 
ILC 等 。 除 此 之 外 , 还 有 针对 区 间 人 参数 系 统 的 ILC 控制 算法 如 1 等 。 以 上 学 习 算 
法 ， 有 兴趣 的 读者 可 查阅 相关 文献 , 此 处 不 再 歼 述 。 


7.5 “习题 与 思考 题 


1 考虑 例 6-25 中 给 出 的 变 参 数 模型 ， 试 采用 模糊 PD 控制 品 和 模糊 PID 控制 对 该 系 
统 进 行 仿真 研究 。 


2 对 本 章 例 中 介绍 的 模糊 PD 控制 器 及 仿真 系统 进行 研究 ， 若 选择 很 小 的 刀 ，, Ka 
值 将 得 出 什么 样 的 控制 效果 , 为 什么 ? 车 想 获 得 较 好 的 控制 效果 ,应 该 如 何 调整 
玫 p: 素 a 甚至 六 的 值 。 


3 已 知 表 7-9 中 给 出 的 样本 点 (zi 六 ) 数据 ， 试 利用 神经 网 络 理论 在 ze (1,10) 求解 


绘制 出 样本 对 应 的 函数 曲线 。 还 可 以 尝试 不 同 的 神经 网 络 结构 和 训练 算法 ， 得 出 
较 好 的 拟 合 效果 。 


表 7-9 习题 3 数据 
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4 假设 已 知 实测 数据 由 表 7-10 给 出 ， 试 利用 神经 网 络 对 (z,g) 在 (0.1,0.1) ~ 
(1L.11.10) 区 域内 的 点 进行 插值 ， 并 用 三 维 曲 面 的 方式 绘制 出 基于 神经 网 络 的 
插值 结果 。 


表 7-10 习题 4 数据 















0 ， 0.2 0.3 0.4 . ， . - 1.1 
0.110.8304110.8272710.82406 |0.82098 0.8146310.8157910.381853410.82304 


0.210.83172|10.8324910.8358410.84201 0.857975 |10.8993510.92263 10.949591 0.9801 
0.310.83587 10.84345 10.85631 10.87466 0.96377 1.1 .1529 
0.410.8428610.8601310.88537 10.91865 .0642 1.257 | 1.3222 
0.510.8526810.8825110.92286 10.97346 1.1764 1.4017 | 1.4605 
0.610.8653210.9104910.96847 | 1.0383 .2937 1.5086 | 1.5335 


0.7|0.8807810.94396 1 1.0217 | 1.1118 1.4063 1.5484 | 1.5052 
0.810.8990410.98276| 1.082 | 1.1922 1.5021 1.4915 | 1.346 


0.910.920061| 1.0266 | 1.1482 | 1.2768 1.5661 1.3156 | 1.0454 
1 |0.94381| 1.0752 | 1.2191 | 1.3624 .5821 1.0155 |0.62477 
1.110.97023| 1.1279 | 1.2929 | 1.4448 1.5341 0.61268 10.14763 


一 上 LOs 


5 考虑 典型 线性 受 挖 对象 模型 G(s) = 5 ， 试 采用 本 章 介绍 的 各 种 模糊 和 神经 网 


络 控制 器 对 其 进行 控制 ， 并 与 PID 控制 比较 控制 效果 。 
6 考虑 Rosenbrock 教授 提出 的 最 优化 问题 128] 





v/ = Ian 100(z2 一 交 ] 一 2 
m s.t. -2.048 和 zl > 挟 2.048 (zi 2) 十 (1 一 2Z1) 


试用 遗传 算法 求解 该 问题 ， 并 与 传统 最 优化 方法 得 出 的 结果 进行 比较 。 
7 De Jong 最 优化 问题 汪 是 一 个 富有 挑战 性 的 最 优化 基准 测试 问题 ， 其 目标 函数 为 


J=minz zz 一 min(zz 二 2z2 十 .… 十 220) 
贱 尼 


普通 的 无 约束 最 优化 算法 函数 fminunc() 求解 同样 的 问题 ， 比 较 两 种 方法 所 需 的 
时 间 和 和 精度。 显然， 该 问题 的 全 局 最 优 解 为 zl = za = …:=z20 = 0。 

8 试用 粒子 群 算法 求解 前 面 的 几 个 问题 。 

9 试 条 用 薄 传 算法 为 下 面 的 受 控 对 象 设计 最 优 PID 控制 器 。 


GD 非 最 小 相位 系统 : G(s) = 二 二 3 





和 


一 0.25 十 5 


@ 不 稳定 非 最 小 相位 系统 : C(5) = 5556 
3z 一 之 


加 不 租 定 处 他 系 信 : 人 L() 一 T5925T245TTET0 


10 试 利用 遗传 算法 求解 下 面 的 有 约束 最 优化 问题 ， 并 和 传统 数值 方法 进行 比较 。 


] ( | 
FSX 一 -一 一 |zlizoz(l 十 225) 十 Z3zd 1 十 一 一 
0.003079zazazs _cos3 ze>0 2C0S 76 也 5 
0.1017zzz3 一 zz cos3 z6y 疡 0 
0.09939(1+z5)zzz2 一 cos2 rz60 
m st.4 0.1076(31.5+z5)jzaz4 一 z2 cos2 zx6y0 
Za3azd(Z5 十 31.5) 一 5[2(z1 十 5)cosz6 二 zamz25 20 
0.2 和 zl 乏 0.5,14 芝 zz 所 22.0.35 芝 za 挟 0.6 
16 生 z4 扫 22.5.8 世 xz5 委 6.5.0.14 按 z6 委 0.2618 


11 试 利用 MATLAB 语言 编写 迭代 学 习 控 制 器 的 闭环 算法 和 仿真 模块 。 
12 试 利 用 MATLAB 语言 编写 高 阶 PID 型 开 环 迭代 学 习 控 制 器 。 


SInzlilt 引 二 2Sinzol(t 
让 亚 的 二 2sinma 人 


13 假设 控制 系统 的 状态 方程 bo 为 1 
Z2ft) 一 0U.3SImnZ1 (1 十 








十 3tu( 吉 
Si Z2tt) rt ? 
工 十 芋 
z (0) = [0.9,0.91|， 输 出 方程 为 y( 昌 = sbrzft + 0.5sinzoa(t 十 0.5u( 旭 ， 要 求 在 
te [0,2zrj 时 间 内 中 中 期 望 输出 a( 昌 一 sin 羽 试 构造 P 型 闭环 迭代 学 习 控 制 。 
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鲁 棒 控 制 理论 的 数学 基础 


经 典 控制 理论 中 ,一 般 假 定 系统 的 受 控 对 象 模 型 已 知 ， 这样 可 采 
用 固定 的 控制 器 实现 系统 的 控制 。 若 受 控 对 象 模 型 未 知 ， 则 需要 末 
用 可 变 的 控制 器 ,如 模糊 逻辑 控制 器 、 目 校正 控制 器 等 对 系统 进行 控 
制 。 那 么 , 用 固定 的 控制 器 能 否 很 好 地 控制 变化 的 系统 模型 ? 鲁 棒 控 
制 器 的 出 现 和 发 展 很 好 地 回答 了 这 样 的 问题 。 本 章 将 以 这 样 的 问题 为 
背景 介绍 各 种 和 鲁 棒 控 制 器 的 设计 方法 。 

本 章 8.1 节 给 出 不 确定 性 的 概念 与 分 类 、 描 述 方法 和 不 确定 边 
界 的 提取 方法 ， 为 不 确定 性 系统 的 研究 奠定 基础 。8.2 节 介 绍 基 于 范 
数 指标 的 鲁 棒 控制 器 设计 方法 和 小 增益 定理 ， 探讨 鲁 棒 控 制 器 的 结 
构 ,， 给 出 钼 棒 控 制 的 增 广 灵 敏 度 的 概念 与 系统 增 广 方法 ,并 介绍 基 
于 MATLAB 和 鲁 棒 控 制 工 具 箱 的 九 > 最 优 控制 器 设计 、 一 般 丸 。 控制 
器 设计 和 节 优 好 > 控制 器 设计 方法 。8.3 节 介 绍 鲁 棒 控 制 器 的 线性 拖 
阵 不 等 式 (linear matrix inequalities，LMD) 设计 方法 以 及 三 种 形式 
的 LMI 问题 的 求解 方法 ， 并 介绍 基于 YALMIP 工具 箱 的 简单 求解 
程序 ， 对 比 各 种 不 同 的 鲁 棒 控 制 器 设计 方法 和 控制 效果 。8.4 节 介绍 
基于 定量 反馈 理论 (quantitative feedback theory，QFT) 的 不 确定 
系统 控制 恬 设计 方法 , 给 出 QFT 控制 器 的 二 自由 度 控制 器 结构 以 及 
QFT 控制 器 设计 的 步骤 ， 并 利用 MATLADB 的 QEFT 工具 箱 详细 分 
析 控 制 器 设计 的 实例 。 

由 于 多 变量 系统 不 同 输入 、 输 出 信和 号 间 的 耦合 现象 使 得 控制 系 
统 改 计 很 烦琐 ， 所 以 8.5 节 介 绍 基 于 状态 反馈 的 多 变量 系统 解 耦 算 
法 , 根据 算法 给 出 解 耦 控制 器 的 设计 方法 以 及 极点 配置 和 标准 传递 函 
数 相 结合 的 多 变量 系统 状态 反馈 解 耦 方法 与 实现 。 


8.1 不 确定 性 拉 述 


研究 一 般 鲁 棒 控 制 系统 , 可 以 用 图 8-1 中 给 出 的 反馈 控制 系统 表 
示 整 个 闭环 控制 系统 。 其 中 ，P 已 (s] 为 受 控 对 象 模型 ， 该 模型 含有 不 
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确定 元 素 ， 五 (s) 为 反馈 控制 器 模型 。>( 雪 和 yy 人 分 别 为 系统 的 输入 和 输出 信 
号 ，di( 轨 和 db 是 作用 在 受 控 对 象 输入 端 和 输出 端的 扰动 信号 ,，m(t 为 量 测 噪 
声 信号。 





8.1 “反馈 控制 系统 框图 


由 这 里 给 出 的 反馈 控制 系统 模型 ， 可 以 引入 系统 的 不 确定 性 描述 方法 和 不 确 
定性 的 MATLAB 表示 。 不 确定 性 主要 分 为 内 部 不 确定 性 和 外 部 不 确定 性 ,内 部 
不 确定 性 主要 是 由 系统 的 模型 及 其 变化 产生 的 ,而 外 部 不 确定 性 是 由 外 部 扰动 信 
号 和 噪声 信和 号 产生 的 。 下 面 对 不 确定 性 进行 深入 研究 ,并 探讨 不 确定 性 作用 的 抑 
制 是 鲁 棒 控 制 需要 解决 的 问题 山 。 


8.1.1 不 确定 性 类 型 


从 建 模 角 度 可 以 将 不 确定 性 分 成 丙 类 ， 即 结构 化 型 不 确定 性 与 非 结构 化 型 不 
确定 性 。 结构 化 型 不 确定 性 一 般 表 现 对 象 的 动态 参数 变化 , 非 结 构 化 型 不 确定 性 
可 以 进一步 地 分 成 登 加 型 不 确定 性 与 相 乘 型 不 确定 性 ,这 两 种 不 确定 性 分 别 如 图 
8-2 (a) 和 (b) 所 示 。 





(a) 琵 加 型 不 确定 性 (b) 相 乘 型 不 确定 性 
图 8-2 系统 不 确定 性 的 表示 

如 采 不 确定 性 是 登 加 型 的 , 则 不 确定 性 的 模型 可 以 由 4。(s) = G(s) - Go(s) 
表示 ,其 中 G(s) 为 实际 系统 模型 ， 而 Gu。(s) 为 系统 的 标 称 模 型 。 登 加 型 的 不 确 
定性 经 常用 来 表示 高 频 的 动态 建 模 误 差 。 

带 有 登 加 型 和 相 乘 型 不 确定 性 的 控制 系统 结构 分 别 如 图 8-3 (a) 和 (Db) 
所 示 。 对 如 图 8-2 (b) 所 示 的 相 乘 型 不 确定 性 来 说 ， 其 不 确定 性 可 以 表示 成 
4ukts) = [Cuts) - G(s)j]Gi (s)。 相 乘 型 不 确定 性 模型 经 常用 来 表示 模型 的 相对 
误差 ,并 经 常 表示 模型 检测 噪声 的 动态 特性 。 

对 登 加 型 不 确定 性 和 相 乘 型 不 确定 性 的 传递 函数 模型 A.(s) 和 4,(s) 来 说 ， 
若 下 面 的 不 等 式 


] 
@ 不 确定 性 : a(Uw TUJw 
证 任 : |40o)|< COST Bo) 
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(b) 相 乘 型 不 确定 性 
图 8-3 ” 带 有 不 确定 性 的 控制 系统 结构 
| cc 人 
e 相 乘 型 不 确定 性 : |4u(jw)| < 元 
对 所 有 的 频率 w 都 成 立 ， 则 称 闭 环 系统 鲁 棒 稳定 。 其 中 ，8(jw) 和 人 (jw) 称 为 系 
统 的 灵敏 度 和 补 灵 敏 度 函 数 ， 定 义 为 


So)=L+CG(joiEoj ，7Uo) = 工 - SGo) 08- 


Bus(jw) 和 互 。(jw) 的 值 经 常 又 称 作 扰动 信号 的 边界 , 这 两 个 量 和 频率 有 关 。 


8.1.2 不 确定 性 描述 方法 


鲁 棒 控 制 工具 箱 定义 了 一 个 新 的 对 象 类 ureal, 用 其 可 以 给 定 在 某 个 区 间 内 
可 变 的 变量 ， 该 函数 的 调用 格式 为 


p=ureal(?p' ,po, Range,[pm,pM]) % De [pm,pM] 
D=ureal(:p: ,po,:PLusMinus : ,0) %DE[po 一 六 po 十 9 
D=Uureal('Pp': ,po,:Percentage: ,4) %DE [po 一 45,po 十 449] 


其 中 zo 为 该 变量 的 标 称 值 ， 其 变化 范围 可 以 由 后 面 的 参数 直接 定义 。 有 了 这 样 的 
不 确定 变量 则 可 以 由 tf(0) 或 ss() 函数 建立 起 不 确定 系统 的 传递 函数 或 状态 方 
程 模型 。 有 了 数学 模型 , 还 可 以 用 Gl=usample(G,NV) 丽 数 , 采用 Monte Carlo 
方法 从 不 确定 系统 G 中 随机 选择 N 个 样本 赋 给 Ci 。 


例 8-1 考虑 不 确定 动态 系统 问 


10[(2 二 0.2a)s 十 (2 十 0.3a+0.4)s 十 (1 二 0.209)] 
Ce 人 一- ”一 人 加 
(so (s2 十 0.5s 十 1)(s2 二 2s 十 3)(s2 二 3s+6) 人 sb 


一 忆 m (jw) 
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选 定 标 称 值 为 一 5 三 0。 试 将 该 不 确定 系统 输入 MATILAB 工作 空间 ， 并 绘制 出 不 确 
定 系统 的 开 环 Bode 图 与 闭环 阶 跃 响应 曲线 ， 并 研究 倒 加 型 不 确定 性 和 相 乘 性 不 确定 
性 的 频 域 曲线 。 

求解 显然 ,由 前 面 介绍 的 方法 先 定义 两 个 不 确定 变量 ， 然 后 就 可 以 构造 出 不 确定 系 
统 模 型 了 。 从 构造 的 模型 中 随机 选择 15 个 样本 ， 则 可 以 由 简单 、 直 观 的 命令 绘制 出 样 
本 系统 的 开 环 Bode 图 和 闭环 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 8-4 所 示 。 值 得 说 明 的 是 ,每 次 调用 
Usample() 也 数 得 出 的 样本 将 是 不 同 的 。 


了 code Diagram 








ktagnitude (dB) 
点 IDpiitude 

















(a) Bode 图 (b) 阶 跃 响应 
图 8-4 不 确定 系统 的 频 域 与 时 域 分 析 


>> a=ureal(:a),0,:Range:,[-+,1]); b=ureal(:b:,0,，:Range:,，[-1，,1])，; 
Qen=conv(conv([1 0.5 1],[123]),[1 3 6])， 
G=10*tf([2+0.2*xa,2+0.3*+a+0.4rb,1+0.2*yb] ,den) ; 
P0=10*tft([2,2,1] ,den); P=usample(G,15); bodemag(P)， 
figure;j Gl=feedback(G,1); Pl=usample(G1,15) ; step(Pl') 


考虑 登 加 型 和 相 乘 型 不 确定 性 ,下面 的 语句 可 以 分 别 绘制 出 不 确定 性 的 Bode 图 ， 
如 图 8-5 (al 和 (bl) 所 示 。 
>> DelA=P-P0; bodemag(DelA) ，figure; Del1M=(P0-P)/P0; bodemag (DelM) 


38.1.3 摄 动 边界 函数 的 提取 与 建 模 


图 8-5 中 得 出 了 因 参 数 变 化 导致 的 不 确定 性 的 Bode 幅 值 响 应 曲线 ， 从 这 样 
得 出 的 不 确定 性 频率 响应 可 见 ， 若 选择 其 包 络 线 或 任何 单一 的 频 域 响应 曲线 ， 使 
得 在 某 一 频率 下 增益 均 高 于 不 确定 性 的 增益 , 则 可 以 将 不 确定 性 的 复杂 模型 用 
一 个 单一 的 传递 函数 太 s(s) 或 Wia(s) 来 表示 ,对 于 相 加 型 或 相 乘 型 不 确定 性 满 
和 | 和 as(jo 咱 和 玫 s(5) 或 14m(o)ls mw(s)， 则 称 刺 (s) 或 Ta(s) 为 摄 动 边界 函 
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(a) 答 加 型 (b) 相 飞 型 
图 8-5 不 确定 性 的 Bode 图 


数 。 从 和 鲁 棒 控制 的 角度 看 ， 如 果 能 找到 使 得 处 于 边界 的 系统 稳定 ， 则 可 以 使 得 任 
意 处 于 边界 以 内 的 系统 稳定 ， 所 以 摄 动 边界 函数 在 鲁 棒 控 制 器 设计 中 是 很 重要 的 
选择 增益 的 边界 函数 应 该 考虑 几 个 因素 : 
减 小 保守 性 如 果 将 增益 的 边界 函数 选择 得 比 实际 可 能 发 生 的 增益 高 太 多 
将 带 来 很 大 的 保守 性 ,这 可 能 过 分 地 牺牲 控制 器 的 动态 性 能 ,所 以 从 减少 
保守 性 角度 看 ， 有 时 需 考 虑 采用 接近 可 能 增益 的 包 络 线 作 为 边界 函数 。 


人 低 阶 函数 通 近 通常 情况 下 ,如 果 能 采用 低 阶 模型 逼近 边界 函数 , 将 降低 控 
制 器 的 阶 次 。 另 外 , 用 简单 折线 的 形式 描述 低 阶 模型 ， 比 较 方 便 。 
文献 2] 给 出 了 提取 扰动 边界 的 方法 ,首先 绘制 出 参数 变化 时 系统 频 域 响 应 
的 幅 频 特性 , 用 ginput() 函数 在 边界 上 读 取 一 些 点 , 然后 用 fitmag() 函数 找 出 
边界 的 传递 函数 模型 。 当 然 ， 还 可 以 编写 一 个 小 程序 提取 上 界 的 包 络 线 ,， 加 一 个 
偏差 ， 留 有 余 量 ， 这样 就 可 以 识别 其 传递 国 数 了 。 
根据 上 面 的 思路 可 以 编写 如 下 的 函数 来 求 取 包 络 线 
function W=up_evolope(GerT ,Ww:Dn) 
H=frd(GerTr ,w) ; H1=H.Response(:); M=1ength(w) ; 


Hi=reshape(abs(Hi) ,M,1ength(H1)VM) ; 
H1=max(abs(H1):); Hti=frd(Ht,w); W=fitmagfrd(H1,n) |; 


该 细 数 的 调用 格式 为 全 =up-envolop(C,w,m) ， 其 中 @G 为 误差 模型 ，w 为 频 
率 癌 量 , ”为 预期 的 阶 次 ， 环 为 包 络 线 的 拟 合 状态 方程 模型 。 

例 8-2 考虑 例 8-1 中 给 出 的 模型 ， 试 求 出 相 乘 型 不 确定 性 的 包 络 线 模型 。 

求解 由 下 面 的 语 提 可 以 得 出 包 络 线 对 应 的 三 阶 模型 ， 得 出 的 Bode 图 如 图 8-6 所 示 
( 粗 线 表 示 包 络 线 模型 )。 可 见 ， 这 样 得 出 的 模型 拟 合 效果 比较 理想 。 
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>> a=ureal()a),0,)Range:,[-1,1]); b=ureal(b:,0，Range”,[-t,1]); 
den=conv(conv([1 0.5 1],[12 3]),[1 3 6]); 
G=10*tf([2+0.2*a,2+0.3*a+0.4*b,1+0.2*b] ,qen);i DeLM=(P0-P)VPO; 
w=logspace(-1,2) ; W=zpK(Cap_envolop(DelM,w，, 37) 1) 


bodemag(DelM, b， ,W，:I) 。 
、 ”0.097328(s 十 0.48)s 十 6.141s 十 11.28) 
这 和 样 得 则 的 包 络 线 传 带 国 数 为 外 (3) 一 (s 十 4.414)(s52 十 1.084s 十 0.6142) 这 


样 ， 不 确定 模型 的 误差 可 以 写成 |4AnaUowjl 科 | 玖 (WUwj|。 














FEtequenmcy (radysec》 


8-6 不 确定 性 的 Bode 图 及 包 络 线 模型 的 Bode 图 


8.2 ”基于 范 数 的 鲁 棒 控 制 理论 


基于 范 数 的 鲁 棒 控 制 理 论 最 早 是 由 George Zames 教授 提出 的 昌 ， 当 时 主要 
讨论 灵敏 度 函 数 的 1。 范 数 ,控制 目 标 是 使 得 受 扰 动 系统 在 扰动 边界 处 的 最 坏 情 
况 下 ， 仍 然 能 设计 出 满足 要 求 的 控制 器 。 这 种 思想 开创 了 一 个 很 重要 的 控制 分 支 
的 出 现 与 发 展 。 本 节 首 先 介绍 鲁 棒 控 制 的 一 个 重要 的 理论 基础 -一 小 增益 定理 ， 
然后 介绍 基于 范 数 的 控制 系统 结构 与 设计 。 


8.2.1 “小 增益 定理 


鲁 棒 控 制 系统 的 一 般 结 构 如 图 8-7 (a) 所 示 ,， 其 中 己 (s) 为 增 广 的 对 象 模型 ， 
而 玉 (s) 为 控制 器 模型 。 从 输入 信号 ua ( 轨 到 输出 信号 t 人) 的 传递 函数 可 以 表示 
为 Twiui ( 塌 。 在 鲁 棒 控 制 中 , 小 增益 定理 是 个 很 关键 的 理论 基础 ,下 面 将 叙述 这 个 
定理 。 
假设 AM (s) 为 稳定 的 , 则 当 且 仅 当 小 增益 条 件 | AMf(s)|lejlA(s)ll。 < 工 满足 
时 , 图 8-7 (b) 中 所 示 的 系统 对 所 有 稳定 的 4(s) 都 是 良 定 的 , 且 是 内 部 稳定 的 。 





8.2 基于 范 数 的 重 棒 控制 理论 





(a) 标准 反馈 榨 制 结构 (b) 小 增益 定理 示意 图 
图 8-7 ?to 与 f< 控制 的 一 般 结构 


事实 上 , 可 以 这 样 理 解 小 增益 定理 : 如 果 系 统 的 回路 传递 吨 数 的 范 数 小 于 1， 
则 闭环 系统 将 总 是 稳定 的 。 
8.2.2 鲁 棒 控 制 器 的 结构 


在 如 图 8-7(a) 所 示 的 闭 坏 系统 结构 中 ,引入 了 增 广 的 对 象 模型 ， 该 模型 一 般 
可 以 表示 成 


罗 万 1(5) 下 2(5) 加 全: ----:- 忆 > 
和信 计 辆 | 
其 对 应 的 增 三 状态 方程 描述 为 


zt = 4z + [ 刀 ，] 国 网 = 国 z 二 内 2 四 (8-2-2) 


闭环 系统 的 框图 可 以 绘制 成 如 图 8-8 所 示 的 形式 鳃 ,其 闭环 系统 传递 函数 可 
以 写成 


Tui(s) 三 态 i(s) 十 五 2?(5) 17 一 Fis)Poalsj Fe)P(s) (8-2-3) 


这 样 的 结构 在 控制 理论 中 常常 称 为 线性 分 式 变换 。 和 鲁 棒 控制 的 目的 是 设计 出 
一 个 镇 定 控制 器 wz(s) = (s)Va(s)， 使 得 闭环 系统 五 。(s) 的 范 数 取 一 个 小 于 
1 的 值 , 亦 即 | 了 (sj < 1。 从 式 (8-2-3) 出 发 ， 常常 可 以 将 和 鲁 棒 控 制 问题 分 为 
下 面 三 种 形式 : 

由 1。 最 优 控 制 问题 其 中 需求 解 min |T ww (s)|2，， 

@ 7 最 优 控 制 问 题 其 中 需求 解 min lw (s) 川 。; 

@) 标准 几 - 控制 问题 需要 得 出 一 个 控制 器 满足 | ww (s 川 ~ < 1 

加 权 的 控制 结构 如 图 8-9 (a) 所 示 ,， 其 中 Vs)，Wa(s) 与 Was(s) 都 是 加 权 
函数 , 这 些 加 权 函 数 应 该 使 得 @(s)，Wm(s) 与 Was(sjG(s) 均 正 则 。 换 名 话说 , 这 
些 传 递 函 数 在 s 一 ce 时 均 应 该 是 有 界 的 。 可 以 看 出 , 在 这 个 条 件 下 并 没有 直接 要 
求 Was(s) 本 身 是 正则 的 。 对 图 8-9 (a) 中 的 方 框图 结构 稍 加 改动 , 则 可 以 容易 地 
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8-8 闭环 系统 框图 的 另外 一 种 描述 方法 


得 出 如 图 8-9 (b) 中 所 示 的 控制 结构 ， 可 以 看 出 这 样 的 结构 和 图 8-7 (a) 中 给 出 的 
标准 鲁 棒 控 制 结构 是 完全 一 致 的 。 

假定 系统 对 象 模型 的 状态 方程 为 (4, 瑟 ,C, ),， 则 加 权 函 数 W,(s) 的 状态 
方程 模型 为 ( 4, 刀 。 ,CD )，W2(s) 的 状态 方程 模型 为 (4、，, 瑟 ，C，， 
万 )， 而 可 以 为 非 正 则 的 W3(s) 的 模型 表示 为 


了 3(s) -一 CC (S7 一 4 一 。 十 有 PS” 十 :…… :十 厂 5 十 甩 ， (8-2-4) 
特别 地 ， 式 (8-2-1) 可 以 写成 
人 0 0 0:0; 一 
- 瑟 ,C 40 0 万 -了 DD 
0 0 4.，0 :0 了 PP。 
万 ，C 0 0 4 0 : 万 DD 
9) | 万 太太 (325) 
0 CC， 0 0 D。 
C+SC 0 0 C 0 万 +D，D 
四 -CC 0 0 0 7 二 万 


式 中 _ 
C 一 万 C+ 忆 C4+ :十 已 Ch 
万 = 五 万 二 六 C 有 + 十 厂 CC4m 奋 


其 中 任何 一 个 加 权 函 数 均 可 以 是 空 的 , 在 MATLAB 下 可 以 表示 为 妈 ;(s) = 吕 。 
这 时 和 鲁 棒 控 制 问题 可 以 集中 成 下 面 三 种 形式 来 研究 ; 

人 灵敏 度 问题 在 灵敏 度 问 题 中 并 不 指定 全 2(s) 与 三 3(s); 

人 ) 稳定 性 与 品质 的 混合 鲁 棒 问 题 在 这 样 的 问题 中 假定 Was(s) 为 空 的 ; 

G) 一 般 的 混合 灵敏 度 问题 其 中 要 求 三 个 加 权 函 数 都 存在 。 


(8-2-6) 


一 般 情况 下 的 增 广 对 象 模型 可 以 写成 
全 一 玫 1C 
PoJ=| 0 玫 (8-2.7) 
0 
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1 人) 11 
2 
站 2 
控制 器 模型 
(a) 一 般 加 权 灵 敏 度 函数 (b) 双 端 子 框图 结构 


8-9 加 权 有 灵敏 度 问 题 的 框图 表示 


这 个 结构 又 称 为 岂 _ 放 的 一 般 混合 瑞 敏 度 问 题 。 在 这 样 的 问题 下 ,线性 分 式 表 
示 可 以 写成 Tv (s) = | WiS, HS W3T| ， 其 中 开 (s) 为 控制 器 模型 ，S(e) 
为 灵敏 度 函数 ， 其 定义 为 S(s) = 瑟 (5) 忌 -1(s) = 工 十 硬 (s)G(sj-1 而 全 (s) 为 
补 灵敏 度 函 数 , 其 定义 为 了 (s) = 了 工 - S$(s)。 灵 敏 度 是 决定 跟踪 误差 大 小 的 最 重要 
指标 ， 灵 敏 度 越 低 ， 则 系统 的 跟踪 误差 越 小 , 故 系统 响应 的 品质 指标 越 好 ， 而 补 灵 
敏 度 函数 是 决定 系统 鲁 棒 稳 定性 的 重要 指标 ,， 它 制约 着 系统 输出 信号 的 大 小 , 在 
存在 不 确定 性 时 ， 有 较 大 的 加 权 会 迫使 系统 输出 信号 稳定 回 。 灵 人 敏 度 和 补 灵 敏 度 
明 数 的 加 权 选 择 是 相互 矛盾 的 ， 故 它们 之 间 应 该 存在 折 中 ,所 以 可 以 认为 鲁 棒 控 
制 器 设计 是 加 权 函 数 选取 的 艺术 加 。 

类 似 于 线性 时 不 变 系统 模型 的 输入 方法 ， 受 控 对 象 模型 、 加 权 函 数 模型 都 可 
以 采用 ss() 函数 、tf() 函数 和 zpk() 函数 直接 输入 。 假 设 它 们 的 模型 分 别 为 
C,， 碾 ， 卫 ?和 全 3， 其 中 Was 允许 为 分 子 阶 次 高 于 分 母 阶 次 的 模型 ， 则 可 以 由 
augtf() 男 数 增 广 该 模型 ， 得 出 增 广 系统 模型 已 =augtf(G ,VD ,pa ,全 ;) 。 重 
棒 控 制 工具 箱 新 版 本 还 提供 一 个 统一 的 augw()， 但 该 函数 是 存在 局 限 性 的 ,因为 
它 要 求 所 有 这 些 子 模型 都 是 正 实 的 ,， 即 分 子 的 阶 次 不 能 高 于 分 母 的 阶 次 。 

由 branch() 函数 可 以 提取 出 增 广 状 态 方程 的 各 个 子 和 矩阵 

[4 ,已 ,DPC Co ,Di ,Di ,Do ,Doo]=branch( 书 ) 


例 8-3 考虑 下 面 给 出 的 系统 状态 方程 模型 


0 ] 0 0 0 

. 一 5000 一 100/3 500 10073 20713 

20=| 0 0O+|553 wb wb=oouoed 
0 100/3 -4 -60 -1 


若 选 择 加 权 函 数 f(s) = 100/(s + 1 Ia3(s) = s/1000， 试 得 出 系统 的 增 广 模型 。 
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求解 可 以 由 下 面 的 MATLAB 命令 来 建立 起 增 广 的 对 象 模型 
>> A=[0,1,0,0; -5000,-100/3,500,100/3; 0,-1,0,1; 0,100/3,-4,-60] ， 

B=[0; 25/3; 0; -; C=[0,0,1,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D); s=tf()8)); 
Wl=100/(s+1); W2=1le-5; W3=8/1000; 定义 加 权 未 数 
T_ss=augtf(G,W1,W2,W3); % 得 出 增 广 的 双 端 子 系统 模型 
[a,bt,b2,cl,c2,dqalt,dli2,d21,d22]=branch(T_sgs) 

注意 ， 由 于 没有 玫 2(s) 加 权 函 数 ， 所 以 应 该 将 其 设置 成 小 的 正 数 ， 如 10-5， 以 如 免 式 

(8-2-5) 中 的 也 12 给 阵 成 为 奇异 婚 阵 ， 导 致 原 问 题 无 解 。 由 下 面 的 branch() 函数 调用 

命令 可 以 直接 提取 出 增 广 系统 的 双 端 子 状 态 方程 模型 为 


0 1 0 0 03:0， 0 
一 5000 一 33.333 500 33.333 0 ; 0 ;8.3333 
0 -1 0 1 0: 0 0 
0 33.333 -4 -60 0 ;0 -1 
已 (s) = | 0 和 
0 0 0 0 10 0 
0 0 0 0 0; 0: 10-5 
本 6 0000100001..0.3.0.3.0 
0 0 -1 0 0;1 0 


注意 ， 若 全?(s) 取 戌 空 撼 阵 时 ， 相 应 的 Pi 答 阵 项 为 0， 导致 Di 天 阵 奇异 ,使 得 
jue 设计 问题 不 能 求解 。 在 实际 系统 设计 时 应 该 避免 这 样 的 问题 。 
8.2.3 控制 系统 状态 反馈 与 输出 反馈 闭环 模型 
对 应 前 面 给 出 的 增 广 系统 模型 己 (s)， 相 应 的 数学 模型 重新 表示 为 
Vi 人 (tb) 一 Caz(t) 十 JDOiiuitt) 十 1DiotUo(t) (8-2-8) 
2V2 (有 一 CC2z(t) 十 7D) 121 (站 十 22ta 人 Tt) 
若 引 入 状态 反馈 wa 人 ( 切 = 玫 z(t 则 可 以 构造 出 闭环 系统 为 


| zt) = (4 二 五 2 天 )z( 四 十 瑟 ian 人 本 
Wai) 一 (CI 十 万 下) 了 (十 Diiacl(t 
如 有 果 引 入 输出 反馈 we 信 = 下 (s)gya( 折 ,其 中 控制 器 的 动态 模型 为 
| () = 4k2(D) 二 Bed 10 
ub 王 Cr2(t) 十 DPKky 人 (人 b 
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是 








这 时 的 闵 环 系统 的 状态 方程 模型 为 
化 4 十 百 : OrC- 五 :CR 必 有 旦 | 十 五 Dr 天) 
。 | 一 _、 t1 
多 有 krC” kr 必 忆 k Do 
(8-2-11 ) 
Wi 三 [C++DioPDrCo，DioCrk| 、 十 (Di 二 DiDkDol)ui 








8.2.4 基于 鲁 棒 控 制 工具 箱 的 设计 方法 


考虑 图 8-7 (aj 中 所 示 的 双 端 子 状态 方程 对 象 模型 结构 ，Ht。 的 设计 目标 是 
找到 一 个 控制 器 下 (s)， 它 能 保证 闭环 系统 的 1。 范 数 限制 在 一 个 给 定 的 小 正 数 
?7 下, 即 jael(s 川 w < yo。 文献 7] 给 出 了 一 种 求解 方法 


Zi=4f2 提 一 GTUH，W = 下 z( 吉 (8-2-12) 
其 中 , 阁 Di = 0, 则 


4 一 有 十 7 一 吾 ; 吾 ;天 十 瑟 , 玉 十 ZTC” 


(8-2-13) 
下 一 一 万 : 琴 ， 卫 =-YCJT， 了 = (了 一 7 玉生 )-: 
且 蕊 与 了 分别 为 下 面 两 个 代数 Riccati 方程 的 解 
4 十 大 4 一 大 (BT -了 IIX+CIC 一 0 
LUB2P: 一 7? 1 吾 ; ) 1 “1 (8-2-14) 


4Y +TY4-Y(cdzcCc -3772CIC)Y +BBT=0 


1 控制 器 存在 的 前 提 条 件 为 : 

(人 记 )| 足够 小 ， 月 满足 1 去 了 

Go 控制 器 Riccati 方程 的 解 天 为 非 负 完 和 矩阵 ; 

@) 观 训 器 Riccati 方程 的 解 ”为 非 负 定 和 矩阵 ; 

由 Xmax( 生 了) < 六 即 两 个 Riccati 方程 积 矩 阵 的 所 有 特征 值 均 小 于 >2。 


例 8-4 假设 已 知 系统 增 广 模型 的 各 个 甜 阵 如 下 ， 试 设计 1t。 控制 器 。 


一 L 0 0 
4=|10 0 0 


OU 1 0 





1 0 
,21=|10 0.01 
0 





C2=|0 0 -] ,Di =Do=0, Dis= oo ， Dai 一 |,0| 


求解 可 以 由 底层 语句 求解 1{。 控制 器 
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>> A=[-1,0,0; 0,0,0; 0,1,0]; Bl=[1,0; 0,0.01;， 0,0]; B2=[0; 1; 0] ; 
Cl=[1,0,-1， 0,0,0];，C2=[0,0,-1] ， D11=zeros(2)，D12=[0; 0.01] ; 
D21=[1,0] ; D22=0; gam=2 ; 
X=are(A,B2*x*B2 7:-Eam”(-2)*B1*B1 ,Cl2*Cl) ; 
Y=aTe(A',C22*C2-gam (人 -2)*xCl12*Cl1,BlrB17 ) ; 
K=-B2:*X;i L=-YrC2:; Z=jinv(eye(Size(A) 7)-Eam (~-27)Y*X) ; 
AT=A+gam”(-2)*BT*B12 冰 X+B2F+K+ZFrLrC2; Gc=sS(AT -ZL ,K,0) 
这 样 得 出 的 杂 - 控制 器 为 


一 0.88056 一 0.079676 一 0.13209 ;0.055202 


Ca| 03187 -14701 -1.0813 | 一 0.013445 
人 0 1 -0.20964; 一 0.20964 . 
03187 470T 0679 0 


根据 前 面 介 绍 的 人 f。 控制 器 的 设计 算法 和 控制 器 可 解 的 条 件 ， 可 以 编写 出 下 
面 的 MATLAB 函数 ,其 中 将 7 的 值 设 置 成 目标 函数 ,如果 控制 器 的 条 件 不 满足 ， 
则 将 目标 函数 的 值 设置 成 较 大 的 值 ， 如 10。 这 样 ， 通 过 前 面 介绍 的 寻 优 程序 就 可 
以 计算 出 最 小 的 7 值 了 。 


function y=find_hinf(gam,A,B1,B2,C1,C2,Dt1,D12,D21 ,D22) 
七 TY 
X=are(A,B2+B2:-Egam”(-2)#*B1*B12 ,Ct2*xCl1) ; 
Y=are(A' ,C2:*C2-Eam (-2)*rC12*Cl1,B1*B17) ; 
Z=inVvkteye(size(AJ) ) -gam”(-27)Yy#X) ; y=gam; 
if any(eig(X)<0) |any(eig(Y)<0) |max(eig(XrY))>gam"2，y=10; end 
catch，y=l0;i enad 


例 8-5 重新 考虑 前 面 的 问题 ， 若 给 出 下 面 的 语句 ， 则 可 以 通过 寻 优 的 方法 得 出 最 小 的 
了 值 为 1.4401。 
>> A=[-1,0,0; 0,0,0; 0,1,0]; Bl=[1,0; 0,0.01; 0,0] ;， B2=[0; 1，0]， 
C1=[1,0,-1; 0,0,0]; C2=[0,0,-1] ;Dll=zeros(2);， D12=[0; 0.01] ; 
D21=[1,0] ; D22=0; X0O=5; 
Eam=fminsearch(ofind_hinf ,x0, [] ,A,B1,B2,Ct,C2,D11,D12,D21 ,D22) 


值得 指出 的 是 ,上述 的 算法 并 非 万 能 的 ,在 求解 实际 问题 时 应 该 采用 和 鲁 棒 控 
制 工具 箱 提供 的 现成 函数 。 

定义 了 系统 的 双 端 子 模型 后 ,前面 介绍 的 三 种 鲁 棒 控制 器 的 设计 就 可 以 调用 
鲁 棒 控 制 工具 箱 中 相应 的 函数 直接 实现 了 , 这 些 设 计 函 数 可 以 按 下 面 的 形式 直接 
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调用 
[S.。 ,3S-1]=h21qg(5Stss) % 7ta 控制 器 设计 
[5. ,SJ]=hinf (9 。) Y Tt。 控制 器 设计 
[>y,S。,5J]=hinfopt(9ts) 4 Ht 最 优 控制 器 设计 


其 中 返回 的 变量 39. 和 5 分 别 为 控制 器 模型 和 闭环 系统 状态 方程 模型 的 树 结构 表 
示 ,， 可 以 用 branch() 函数 握 取 状 态 方程 参数 ， 再 调用 控制 系统 工具 箱 中 的 ss () 
函数 转换 成 的 状态 方程 模型 。 最 优 #。 控制 器 设计 返回 的 7 是 在 加 权 函 数 下 能 获 
得 的 最 小 的 7y 值 。 
例 8-6 考虑 例 8-3 中 丧 广 的 系统 模型 ， 试 分 别 设 计 出 Tt 控制 器 、7f。o 控制 器 和 1 
最 优 控制 器 ， 比 较 控制 效果 。 
求解 和 前 面 的 例子 一 样 ， 可 以 先 构 造 出 增 广 的 状态 方程 模型 ， 然 后 调用 现成 也 数 设 
计 出 控制 器 
>> A=[0,1,0,0; -5000,-100/3,500,100/3; 0,-1,0,1; 0,100/3,-4,-60] ; 
B=[0; 25/3; 0; -{ 菇 ; C=[0,0,1,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D); s=tf(2s?); 
Wl=100/(sS+1); W2=le-5; W3=s/1000; G1=augtf(G,W1,W2,W3) ; 
Gc1l=h21qg(G1); Gcl=zpk(Gc1)， 设计 最 优 人 。 控制 器 
Gc2=hinf(G1); Gc2=zpk(Gc2) 人 设计 人 fw。 控制 器 
[g,Gc3]=hinfopt(G1); g，Gc3=zpk(Gc3) % 设计 最 优 1。 控制 器 


其 实 更 一 般 地 ， 由 于 Cl 是 状态 方程 变量 ， 不 是 树 变 量 ， 故 设计 出 来 的 Ge 自然 就 是 状 
态 方程 模型 , 无 需 branch() 表 数 提取 ,所 以 整个 显示 语句 用 Ge=zpk(hinf(G1)) 代 
替 即 可 。 由 最 优 几 -- 榨 制 器 设计 函数 可 以 得 出 了 Y 三 2.7031。 由 上 面 的 语句 可 以 设计 出 
各 种 控制 器 为 

一 9945947.5203(s 十 67.4)(s 十 0.06391)(s2 十 25.87s 十 4643) 


Gas] = -一 -一 -一 一 
2(5 ks + 1)(0s2 十 23.81s 十 535.7)(s2 十 1370s 十 5.045 xx 105) 
ce - 一 11633633.6883(s + 67.4)(s + 0.06391)(s2 + 25.87s + 4643) 

29 (s 十 1)(s2? 十 23.815 十 535.7)(s2 二 1419s 十 5.658 x 105 
ca - --2592334405.8282(s 十 67.4)(s 十 0.06391)(s2 十 25.87s 十 4643) 
opt ”rw nzvindyr oo 1 7 naqrn Tory 


(s 十 7.007x104)(s 十 1282)(s 十 1)(s2 二 23.79s 十 535.7) 

其 实 ， co 控制 器 设计 过 程 中 还 将 显示 大 量 附 加 信息 ， 例 如 hinf() 函数 将 分 别 
检验 开 。- 控制 器 存在 的 4 个 条 件 ， 并 检验 闭环 系统 的 稳定 性 ， 而 最 优 朵 。 控制 器 将 显 
示 搜 索 最 优 值 过 程 的 中 间 数 据 。 也 可 以 在 调用 这 些 函 数 时 给 出 关闭 显示 的 命令 。 

在 控制 器 作用 下 系统 的 开 环 Bode 图 和 闭环 阶 跃 响应 曲线 分 别 如 图 8-10 (aj、(b) 
所 示 ， 对 本 例 来 说 ，jf2 控制 器 和 ?ft 控制 器 的 效果 类 似 ， 而 1。 最 优 控制 器 控制 效 
果 则 有 些 改 善 。 


是 让 于 
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>> bode(G*xGcl，:-:,GrGc2，:-- :GyrGc3，:::)，TfTigure; 
step(feedback(G*Gc1l ,1) ,:-: ,feedback(G+*Gc2 ,1) ,... 
-Eeedback(GyxGc3,1)，:::) 


Bode Diagram Sbep Respanse 





10 必 人 .005 站 .01 0.015 0.02 0.025 0.03 
Frequency 【radjsec) Tirne (sec) 


(a) 开 环 系统 Bode (b) 闭环 系统 阶 跃 响应 曲线 
图 8-10 各 种 鲁 棒 控 制 器 的 效果 比较 


例 8-7 考虑 多 变量 受 控 对 象 模型 





0.806s 十 0.264 一 15s 一 1.42 
Gd s2 十 1.15s 十 0.202 s3 十 12.8s2 十 13.6s 十 2.36 
二 | 一 
1.95s2 十 2.12s 十 0.49 7.15s“ 十 25.8s 十 9.35 


5 十 9.15s2 十 9.39s 十 1.62  s4 十 20.8s3 十 116.4s2 十 111.6s 十 18.8 
该 系统 模型 可 以 由 下 面 的 语句 直接 输入 。 现 在 考虑 混合 灵敏 度 问题 ， 即 引入 加 权 上 短 阵 
100 器 0 
Wi(s)= | sf 100 | ，Vnsts)= 攻 5 (8-2-15) 
S 十 上 200 

斌 设计 出 最 优 1 控制 器 ,并 探讨 如 何 修 正 加 权 函 数 ， 改 善 控制 效果 。 
求解 由 于 没有 给 出 2(s)， 所 以 和 前 面 一 样 ， 可 以 设置 W2(s) = diag([10-5， 10-5])。 
这 样 受 控 对 象 模型 和 增 广 的 双 端 子 模 型 用 如 下 的 语 白 就 可 以 输入 ， 并 直接 设计 最 优 
他 控制 器 ， 绘制 出 该 控制 器 作用 下 的 阶 跃 响应 曲线 和 开 环 系统 的 奇异 值 曲线 ,如 图 
8-11 所 示 。 








>> S=ttf(2s); gtl=tf([0.806 0.264] ,[1 1.15 0.202] ) ， 
gl2=tf([-15 -1.42], [1 12.8 13.6 2.36]); 
g21=tf([l.95 2.12 0.49] ,[1 9.145 9.39 1.62])， 
g22=tf([7.15 25.8 9.35] ,[1 20.8 116.4 111.6 18.8]); 
G= [gl1，g12; g21，g22] ; W1=[100/(s+0.5) ,0; 0,100/(s+1)]， 
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W2= [tf(le-5),0; 0,tf(le-5)];j W3=[s/1000,0; 0,sS/200] ; 
TSS=augtftf(G,W1,W2,W3); [g,Gc]=hinfopt(TsS); zZpK(Gc(t ,2)) ; 
steptfeedqbacKk(GxGc,eye(2)) ,0.1)，figurej sigma(G*xGc) 


Step Response 
From: Ifl) From: Inf2) 


1[ 7 | 上 


Singmlar v 昌 uc 


















































+ 一 一 。- -一 一 
日 0.05 01 005 六 1 102 108 10 10; 105 


(a) 阶 跃 响应 曲线 (b) 开 环 系统 的 奇异 值 曲线 
图 8-11 最 优 和 ~ 控制 器 下 的 控制 效果 


从 得 出 的 控制 结果 看 ， 这 样 控制 解决 了 第 4 章 中 未 能 很 好 解决 的 多 变量 系统 的 控 
制 问题 ， 得 出 的 阶 跃 响应 曲线 是 相当 理想 的 ， 第 1 路 阶 跃 输入 作用 于 系统 时 能 得 出 很 
好 的 oa 人 (区 输入， 而 2 人 日 几乎 为 0， 第 2 路 输入 单独 作用 时 效果 也 相似 。 然 而 ,这样 设 
计 出 的 控制 器 阶 次 是 相当 高 的 ， 其 中 gl12(s) 可 以 由 上 面 的 语句 求 出 ， 其 零 极 点 表达 式 
为 以 下 的 14 阶 模型 
11185484.1011(s 十 1390)(s + 572.6)(s 十 11.55)(s 十 8.002) 


(s 十 7.923)(s 十 0.9354)(s + 0.9336)(s + 0.9306)(s 上 + 0.5) 
(s 4 0.2175)(s + 0.2164j(s + 0.2147)(s 十 0.09967) 


(s 十 4.934x102)(s 十 1713)(s 十 531.4)(s + 11.55)(s 十 8.1) 
(s 十 1.052)(s 十 1)(s 十 0.9331)fs 二 0.9218)(s 十 0.5)(s 十 0.3369】 
(s 十 0.2467)j(s + 0.2263)(fs 十 0.2167) 


由 得 出 的 设计 结果 还 可 以 看 出 ，yaz() 的 响应 速度 和 Will(t) 相 比 较 显 得 很 慢 ， 故 
需要 加 重 几 2(s) 的 tl22(5) 权 值 ， 令 wlo2a(s) = 1000/(s+ 上， 则 可 以 重新 设计 最 优 
作 cc 控制 器 ， 得 出 闭环 系统 的 阶 路 响应 和 开 环 奇异 值 曲 线 如 图 8-12 所 示 。 可 见 在 新 控 
制 器 下 ，V22( 站 效果 明显 改善 。 


>> Wi=Ltoo/ Cs+0.5),0; 0,10007(s+1)] ， TSS=augtt(G,WT,W2,W3) ; 
[g,Gclj=hinfopt(Tss); step(feedback(G*xGcl,eye(2)) ,0.1); 


91l2(s) = 


figure; Sigma(GrGcl) 


由 于 控制 器 的 阶 次 很 高 , 在 实际 应 用 中 难以 实现 ， 故 可 以 考虑 采用 降 阶 算法 
降低 控制 器 的 阶 次 。 从 控制 的 效果 看 ,即使 用 前 面 介绍 的 最 优 降 阶 算法 对 控制 器 
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Singular Values 


Amplitudec 
Tao: Out2+ To: Cuttl) 
安 宫 
扎 in 一 in 四 
Singular walues tdB) 

1 | 

上 这 吧 上 hPa 
己 莹 忆 艺 汉 局 总 到 








间 0.05 和 1 0 占 .05 总 1 10 了 108 10? 104 108 
Tipae (sec)》 Frequency [radrseci 


(a) 阶 跃 响应 曲线 (b) 新 控制 器 作用 下 的 奇异 值 曲线 
图 8-12 修改 Wai(s) 后 的 控制 效果 


的 各 个 子 传递 函数 分 别 进行 降 阶 ,得 出 的 效果 也 不 会 很 理想 ,因为 这 样 的 模型 降 
阶 未 考虑 受 控 对 象 模型 及 闭环 结构 , 所 以 应 该 采用 闭环 系统 的 控制 器 模型 降 阶 的 
概念 ,9， 降低 控制 器 的 阶 次 ,使 其 能 直接 实现 。 


8.2.5 增 广 系 统 模型 与 系统 和 矩阵 描述 


在 关于 ?ft 控制 器 设计 中 , 增 广 的 系统 模型 是 由 双 端 口 的 状态 方程 形式 描述 
的 ， 而 其 他 的 设计 方法 中 , 包括 /分析 与 综合 及 线性 矩阵 不 等 式 设计 方法 中 , 需 
要 以 系统 年 阵 的 形式 来 描述 。 一 般 状 态 方程 的 矩阵 描述 形式 为 


4 万 
P=|CD (8-2-16) 


---------------4+4--- -~ --- 


佑 已 知 系统 矩阵 已 , 则 可 以 由 [4, 忆 ,C, 刀 ]=unpck( 己 ) 直接 提取 出 系统 
的 状态 方程 模型 ,再 由 ss() 函数 就 可 以 还 原 成 状态 方程 对 象 模型 。 若 已 知 系统 的 
状态 方程 模型 ， 直 接 采 用 该 工具 箱 中 提供 的 相应 函数 转换 出 系统 矩阵 是 很 烦琐 的 ， 
所 以 可 以 考虑 用 下 面 的 语句 直接 进行 转换 。 

function P=SSs2smat(G) 

Dn=JLength(G.a); [p,qj=size(G.d) 

P=[G.a G.bi G.c G.dj; P(l,n+q+1)=n; PCn+p+t ,n+q+1)=-Inf ; 


例 8-8 试 将 例 8-3 中 给 出 的 对 象 模型 和 加 权 函 数 表示 形式 转换 成 系统 矩阵 形式 。 
求解 用 下 面 的 语句 可 以 得 出 其 系统 敌阵 模型 妃 
>> A=[0,1,0,0; -5000,-100/3,500,100/3; 0,-1,0,1; 0,100/3,-4,.-60] ; 
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二 


B=[0;， 25/3; 0; -1]; C=[0,0,1,0] ;， D=0; G=ss(A,B,C,D) ; 
WwWl=[0,100; 1,1] ;WwW2=1e-5; W3=[1,0; 0,1000j ; 
S_tSS=augtf(G,W1,W2,W3) ; P=ss2smat(S_tSsSS) 

经 过 这 样 的 转换 ， 可 以 立即 得 出 系统 算 阵 的 表示 为 


0 1 0 0 0;50 0 5 
-5000 -33.333 500 33.333 0 ;0 8.3333; 0 
0 -1 0 1 0:0 0 0 
0 33.333 -4 -60 0;0 -1 10 
| 0 0 = 0 -11 0 1: 0 
4 一 0 
0 0 0 0 0;0 10-5 :0 
0 -0001 0 0001 0;:0 0 0 
| 0 0 -=-L 0 0:1 0 ;0 
0 0 0 0 00 0 oo 


8.3 ”线性 矩阵 不 等 式 理论 与 求解 


线性 宅 阵 不 等 式 (linear matrix inequalities，LMD) 的 理论 与 应 用 是 近 10 年 
来 在 控制 界 受到 较 广 泛 关 注 的 领域 :10 。 线 性 矩阵 不 等 式 的 概念 及 其 在 控制 系统 研 
究 中 的 应 用 是 由 Willems 提出 的 呈 0， 该 方法 的 提出 可 以 将 很 多 控制 中 的 问题 变 
换 成 线性 规划 问题 的 求解 ， 而 线性 规划 问题 的 求解 是 很 成 熟 的 , 所 以 由 线性 矩阵 
不 等 式 的 来 求解 控制 问题 是 很 有 意义 的 。 

本 节 将 首先 给 出 线性 矩阵 不 等 式 的 基本 概念 和 常见 形式 ,介绍 必要 的 变换 方 
法 ,然后 介绍 基于 MATLAB 中 和 鲁 棒 控 制 工具 箱 的 线性 矩阵 不 等 式 求解 方法 , 之 
后 介绍 控制 问题 如 何 用 线性 矩阵 不 等 式 表 示 以 及 线性 抢 阵 不 等 式 在 控制 系统 设计 
中 的 应 用 。 


8.3.1 线性 矩阵 不 等 式 的 一 般 描 述 
线性 矩阵 不 等 式 的 一 般 描述 为 
下 (z 站 一 矶 二 z 大 二 十 下 <0 (8-3-1) 
式 中 , 2 = [zzml 为 多 项 式 系数 向 量 ， 又 称 为 决策 向 量 。 瓦 为 实 对 称 矩 阵 
或 复 Hermit 和 矩阵。 整个 矩阵 不 等 式 小 于 零 表 示 羽 (z) 为 负 定 矩 阵 ， 该 不 等 式 的 解 


Fazi 二 (1 一 oa)za=aFlzij)+(L-a)R(z)<0 (8-3-2) 
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其 中 a > 0,1 - a > 0。 该 解 又 称 为 可 行 解 。 这 样 的 线性 矩阵 不 等 式 可 以 作为 最 优 
化 问题 的 约束 调节 。 假 设 有 两 个 线性 矩阵 不 等 式 玉 (z) < 0 和 丽 (z) < 0, 则 可 
以 如 下 构造 出 一 个 线性 矩阵 不 等 式 


天 1 (2 ) 0 
| 0 忆 | < 0 (8-3-3) 


这 样 多 个 线性 矩阵 不 等 式 可 以 写成 一 个 单一 的 线性 矩阵 不 等 式 。 类 似 地 ， 多 个 线 
性 起 阵 不 等 式 丽 (z) < 0,1 = 1 2 ;大 也 可 以 合并 成 一 个 单一 的 线性 矩阵 不 等 
式 下 (zz) < 0,， 其 中 


天 (了 ) 一 < 0 (8-3-4) 
天 (Z) 


线性 矩阵 不 等 式 问题 通常 可 以 分 为 三 类 问题 : 可 行 解 问题 、 线 性 目标 函数 最 
优化 问题 与 广义 特征 值 最 优化 问题 ,下 面 分 别 讲述 。 
1. 可 行 解 问题 
所 谓 可 行 解 问题 (feasible solution problemy) 就 是 最 优化 问题 中 的 约束 条 件 
求解 问题 ， 即 单纯 求解 不 等 式 
(ZJ < 0 (8-3-5) 


得 出 满足 该 不 等 式 一 个 解 的 问题 。 求 解 线性 矩阵 不 等 式 可 行 解 事实 上 是 求解 
下 (zZ) < tmin7， 其 中 tmin 是 能 够 用 数值 方法 找到 的 最 小 值 。 如 果 找 到 的 专 ,< 0， 
则 得 出 的 解 是 原 问题 的 可 行 解 ， 否 则 会 提示 无 法 找到 可 行 解 。 

为 演示 一 般 控制 问题 和 线性 矩阵 不 等 式 之 间 的 关系 ,首先 考虑 Lyapunov 稳 
定性 判定 问题 。 对 线性 系统 来 说 , 若 对 给 定 的 正定 矩阵 Q, 方程 


4 X+X4=--Q (8-3-6) 


存在 正定 的 解 世 ， 则 该 系统 是 稳定 的 。 上 述 问题 很 自然 地 可 以 表示 成 对 下 面 的 
Lyapunorv 不 等 式 的 求解 问题 。 


47X+X4<0 (8-3-7) 
由 于 鼠 是 对 称 和 矩阵, 所 以 用 mn(n” + 1)/2 个 元 素 构成 的 向 量 z 即 可 以 描述 该 矩阵 


-一 愉 i1 1 一 1， ) YYmHi 一 从 一 2 人 (8-3-8) 
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该 规律 可 以 写成 
必 (2m -7+2)07 一 1)72i 一 从 ;让 了 7 一 | ， 2 四 ;72 一 7; 7 十 ]， 7 (8-3-9) 


则 给 出 zz 的 下 标 即 可 以 求 出 ?7 的 值 。 根 据 这 样 的 思路 可 以 编写 出 如 下 的 
MATLAB 函数 ， 该 函数 可 以 将 Lyapunor 方程 转换 为 线性 矩阵 不 等 式 
function F=1yap21mi(AO) 
if prod(size(AO) )==1， 
n=AO; for 1=1:Dma，fTor ]j=]1:n， 
il1=int2str(i);jt=int2str(j); eval(['syms a' il jli])， 
eval([DAC il :，，j1 =a il ji ;7) 
enda，end 
else，n=size(A0,1);， A=AO， end 
Vec=0 ; for li=1:Dn，Vvec(i+l)=vec(Ii)+n-i+l，， end 
for KX=l1:n*(n+l)/2， X=ZeroskCn) ; 
i=find(vec>=K) ;ij 1i=i(1)-1; j=i+k-Vvec(Ci)-T; 
Xi,j)=T1i Xi)=TLi EC: ，: ,KK)=A. 水 久 +X 水 A ; 
end 


该 函 数 允许 两 种 调用 格式 。 若 已 知 4 扼 阵 , 由 五 =1yap2lmi(4) ， 则 返回 
的 环 是 三 维 数 组 ,其 第 层 , 即 碧 (:,: ,1) 为 所 需 的 玉 矩 阵 。 若 只 想 得 出 忆 x 允 
的 4 矩阵 转换 出 的 线性 矩阵 不 等 式 , 则 五 =1yap2lmi(Cn) ， 这 时 得 出 的 环 仍 为 
上 述 定 义 的 三 维 数 组 。 在 程序 中 , 着 使 rz; = 1, 而 其 他 的 zx 的 值 都 为 0, 则 可 以 求 
出 五 惩 阵 。 


1 2 3 
例 8-9 若 4= 14 5 6|， 试 求 出 其 线性 给 阵 不 等 式 表 示 。 若 4 为 一 般 3x3 实 矩 
7 8 0 








阵 ， 试 得 出 相应 的 线性 矩阵 不 等 式 。 
求解 输入 44 和夫 阵 ， 再 给 出 求解 语句 
>> A=f1,2,3; 4,5,6; 7,8,0] ; F=lyap21mi(A) 


则 可 以 得 出 五 给 阵 分 别 为 
2 2 3 3 6 6 ]4 8 1 0 4 0 0 7 4 U OO 7 了 
200,l643,|803l, 410o0 6|. 71 5|. oo 
3 0 0 bd 0 1 2 6 0 0 0 4 5D 12 7 8 0 
若 研 究 一 般 3 x3 具 阵 ， 则 可 以 给 出 如 下 命令 
>> F=]yap21mi(3) 
这 时 得 出 的 线性 短 阵 不 等 式 为 

2Q11  Q12 CQ13 2021  Q22 十 Q11  Q23 2031 Q32 033 十 Q11 
Zilaz 0 0 | 十 Zal1a2z 二 Qi 2aio ai3| 十 23 Q32 0 CQ12 


al3 0 0 C23 GJ13 0 Q33 十 Qil  Q12 2013 
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站 


0 021 0 0 0Q31 Q21 U 0 asl 
十 Z4 区 2Q22 四 十 V5 区 20Q32 Q33 十 Q22| 二 zz6|0 0 aszl<0 
0 as 0 Q21  Q33 十 Q22 2023 CQ31 0Q32 2Q33 
某 些 非 线性 的 不 等 式 也 可 以 通过 变换 转换 成 线性 抢 阵 不 等 式 。 其 中 ,分 块 矩 
阵 不 等 式 的 Schur 补 性 质 上 3 是 进行 这 样 变换 的 常用 方法 。 该 性 质 的 内 容 是 : 若 某 


411 
个 仿 射 函 数 矩阵 严 (z) 可 以 分 块 表示 成 严 (z) = 12 ， 其 中 而;(z) 
下 21( 了) 下 22( 全 ) 
是 方 阵 ,， 则 下 面 三 个 矩阵 不 等 式 是 等 价 的 : 
下 (2Z) <0 (8-3-10) 
1(Z) < 0U， 下 oo( 人 ) 一 矶 1(Z)T(z) 丽 2(z) < 0 (8-3-11) 
天 oo(2) < 0U， Fi1(Z) 一 有 2(Z)E (DJ)Eoi(z) < 0 (8-3-12) 
例如 ， 对 一 般 代 数 Riccati 方程 稍 加 变换 ， 则 可 以 得 出 Riccati 不 等 式 
4 十 大人 A++( 夺 百 -C) 玉 -II(X -CT <0 (8-3-13) 


显然 ， 该 不 等 式 因为 含有 二 次 项 , 所 以 它 本 身 不 是 线性 矩阵 不 等 式 。 由 Schur 补 
性 质 可 以 看 出 ， 原 非 线性 不 等 式 可 以 等 价 地 变换 成 


真 > 0，| 三 二 <0 (8-3-14) 


由 二 次 型 控制 的 要 求 已 知 , = 玉 ! > 0。 显 然 ， 该 矩阵 含有 未 知 矩 阵 天 的 二 次 
型 项 , 是 非 线性 问题 ， 不 能 直接 表示 成 线性 矩阵 不 等 式 的 形式 。 

2. 线性 目标 函数 最 优化 问题 

考虑 下 面 的 最 优化 问题 
C (8-3-15) 


IT 
PP st 下 (z)<0 
由 于 约束 条 件 是 由 线性 矩阵 不 等 式 表 示 的 ,也 就 是 第 5 章 中 介绍 的 线性 约束 ， 而 
目标 函数 也 可 以 表示 成 由 决策 变量 z 构造 的 线性 表示 , 所 以 这 样 的 问题 就 是 普通 
的 线性 规划 求解 问题 。 
考虑 某 控 制 系统 状态 方程 模型 (4, 妃 ,C, 刀 )， 其 1。 范 数 可 以 通过 MAT- 
LAB 控制 系统 工具 箱 的 norm() 函数 直接 求解 ， 该 算法 中 采用 了 基于 二 分 法 的 数 
值 方程 求解 算法 来 计算 系统 的 1。 范 数 。 采 用 线性 扎 阵 不 等 式 方法 也 可 以 求 出 该 
系统 的 Tt。 范 数 。 该 范 数 即 下 面 问题 的 解 Ya3 


mn 个 (8-3-16) 
4TIP+PA 忆 B CT 
瑟 工 己 -7 盖 1|<0 
王 >0 











53 .线性 无 降 不 号 趟 理论 二 尝 解 人 
3. 广义 特征 值 最 优化 问题 
广义 特征 值 问题 是 线性 矩阵 不 等 式 理论 的 一 类 最 一 般 的 问题 。 回 顾 第 3 章 
介绍 的 广义 特征 值 问题 ， 4 = 入 Bz， 由 该 式 演化 可 以 得 到 更 一 般 的 不 等 式 
4(z) < AB(z), 可 将 入 看 作 和 矩阵 的 广义 特征 值 ,从 而 归纳 出 下 面 的 最 优化 问题 


min 入 (8-3-17) 
如 (zz)< 已 (z) 
入 ,全 5 吾 (z)>0 
C(zr)<0 


另外 还 可 以 有 其 他 约束 ,， 归 类 成 C(z) < 0。 在 这 样 约束 条 件 求 取 最 小 的 广义 特征 
值 的 问题 可 以 由 一 类 特殊 的 线性 矩阵 不 等 式 来 表示 。 事 实 上 ,， 若 将 这 几 个 约束 归 
并 成 单一 的 线性 矩阵 不 等 式 ， 则 这 样 的 最 优化 问题 和 线性 目标 冰 数 最 优化 问题 是 
同样 的 问题 。 


8.3.2 ”线性 和 矩阵 不 等 式 问 题 的 MATLAB 求解 


早期 的 MATLAB 中 提供 了 线性 矩阵 不 等 式 工 具 箱 ， 可 以 直接 求解 相应 的 问 
题 。 新 版 本 的 MATLAB 中 将 该 工具 箱 并 入 了 重 棒 控制 工具 箱 ， 调 用 该 工具 箱 中 
的 函数 可 以 求解 线性 矩阵 不 等 式 的 各 种 问题 。 

描述 线性 矩阵 不 等 式 的 方法 是 较 烦 琐 的 , 用 和 鲁 棒 控 制 工具 箱 中 相应 的 函数 描 
述 这 样 的 问题 也 是 比较 烦琐 的 。 这 里 将 介绍 相关 MATLAEB 语句 的 调用 方法 ， 并 
将 给 出 例子 演示 相关 函数 的 使 用 方法 。 

描述 线性 矩阵 不 等 式 应 该 有 几 个 步骤 

由 创建 LMI 模型 : 若 想 描述 -个 含有 若干 的 LMI 的 整体 线性 扬 阵 不 等 

式 问 题 ， 需 要 首先 调用 setlmis([]) 函数 来 建立 LMI 框架 ， 这 样 将 在 
MATLAB 工作 空间 中 建立 一 个 LMI 模型 框架 。 

2) 定义 需要 求解 的 变量 : 未 知 和 矩阵 变量 可 以 由 lmivar() 函数 来 申明 ， 该 函 
数 的 调用 格式 为 天 =lmivar (key, [mi ,ma3]) ， 其 中 key 是 未 知 和 矩阵 类 型 
的 标记 ,， 若 key 的 值 为 2, 则 变量 已 表示 为 ni x nz 的 一 般 矩 阵 。 若 key 
为 1, 则 叫 托 阵 为 mi x7ma 的 对 称 和 矩阵 。 若 key 为 1, 且 m 和 ms 为 向 量 ， 
则 已 为 块 对 角 对 称 和 矩阵 。key 值 取 3 则 表示 书 为 特殊 类 型 的 矩阵 。 

@) 描述 分 块 形式 给 出 线性 矩阵 不 等 式 : 申明 了 需求 解 的 变量 名 后 ， 可 以 由 

lmiterm() 图 数 来 描述 各 个 LMI 式 子 ， 该 函数 的 调用 格式 比较 复杂 
1mitermC [7,] 4, 已 ,flag) 


其 中 大 为 下 MI 编号 , 一 个 线性 矩阵 不 等 式 问题 可 以 由 若干 个 LMI 构成 , 用 
这 样 的 方法 可 以 分 别 描述 各 个 LMI。 K 取 负 值 时 表示 不 等 号 < 右 侧 的 项 。 
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一 个 LMI 子 项 可 以 由 多 个 lmiterm() 函数 来 描述 。 若 第 天 个 LMI 是 以 分 
块 形式 给 出 的 , 则 ?多 表示 该 分 抉 所 在 的 行 和 列 号 。 天 为 已 经 由 lmivar() 
晒 数 申 明 过 的 变量 名 。4, 吾 和气 阵 表示 该 项 中 变量 书 左 乘 和 右 乘 的 矩阵 ， 
即 该 项 含有 4 了 巨 . 4 和 瑟 设 置 成 1 和 -1 则 分 别 表示 单位 矩阵 了 工 或 负 
单位 阵 -了 T。 若 flag 选择 为 's:， 则 该 项 表示 对 称 项 AP 已 二 (4 疡 互 ) 。 
如 果 该 项 为 常数 矩阵 ， 则 可 以 将 相应 的 设置 为 0， 同 时 略 去 吾 抢 阵 。 


由 完成 LMII 模型 描述 : 由 lmitern() 函数 定义 了 所 有 的 LMI 后 ， 就 可 
以 用 getlmis() 图 数 来 确定 LMI 问题 的 描述 ， 该 函数 的 调用 格式 为 


Cr=get1lmis 。 


@ 求解 MI 问题 : 定义 了 G 模型 后 ， 就 可 以 根据 问题 的 类 型 调用 相应 函数 
直接 求解 ， 有 具体 的 格式 为 
Ltnin ,2j=feasP(G ,options ,target) % 可 行 解 问 题 
[copt ,中 ] =mincx(G,c,options ,zzo,target) % 线性 目标 函数 问题 
LA,zZ]j=gevp(C ,nlfc,options,》Xo,zo,target) 共 广义 特征 值 问题 


这 样 获 得 的 解 z 是 一 个 向 量 ， 可 以 调用 dec2mat() 函数 将 所 需 的 解 矩阵 
提取 出 来 .控制 选项 options 是 由 5 个 值 构成 的 向 量 ,其 第 一 个 量 表示 要 
求 的 求解 精度 , 通常 可 以 取 为 10-5。 

例 8-10 考虑 Riccati 不 等 式 4 天 十 大 4 十 瑟瑟 有 -1BTX+TQ<0， 其 中 

-2 -2 -1 -1 0 -2 1 -2 

4 -1 -1 0 一 1 | 一 2 了 ja 

-1 -1 


:五 == 
1 0 -一 -2 -4 一 2 











试 求 出 该 不 等 式 的 一 个 正定 可 行 解 筷 。 
求解 该 不 等 式 显 然 不 是 线性 给 阵 不 等 式 ， 类似 前 面 介 绍 的 Riccati 不 等 式 ， 可 以 引用 


T 
Schur 补 性 质 对 其 进行 变换 , 得 出 分 块 的 LMI 表示 为 [9 | < 0。 


考虑 到 需要 求 出 原 不 等 式 的 正定 解 四 ， 故 除了 上 面 变 换 后 的 Riccati 不 等 式 外 还 需要 
满足 下 > 0。 可 以 将 Riccafi 不 等 式 设 置 成 不 等 式 1， 正 定 不 等 式 设置 成 不 等 式 2， 这 
样 使 用 lmiterm() 函数 时 ， 只 需 将 大 设置 成 1 和 2 即 可 。 另 外 , 根据 4 和 已 答 阵 的 
维 数 ， 可 以 假定 发 为 3xX3 对 称 给 阵 。 这 样 就 可 以 用 下 面 几 个 语句 建立 并 求解 可 行 解 
问题 。 因 为 第 2 不 等 式 为 天 > 0， 所 以 序号 采用 -2。 
>> A=[-2,-2,-1; -3,-1,-1; 1,0,-4]; B=[-1,0; 0,-1; -1,-1] ; 
Q=[-2,1,-2; 1,-2,-4; -2,-4,-2] ; R=eye(2) ; 
Setjimis([); 关 建 立 空白 的 LTI 框架 





8.3 线性 撼 阵 不 等 式 理论 与 求解 


录 


X=Jmivar(l,[3 1]); 半 申明 需要 求解 的 矩阵 成 为 3x3 对 称 托 阵 
lmitermC[t 1 1 如 ,At s) (1 分 块 ， 对 称 表 示 为 AI 天 十 买 A 


]mitermn([l 1 1 0] ,Q) % (1.1) 分 块 后 面 补 一 个 驴 常数 矩阵 
lmiterm(C[1 1 2 X] ,1,B) X (1.2) 分 块 ， 填 写 天 大 
lnmiterm([1 2 2 0] ,-1) % (2.2) 分 块 ， 填 写 一 羽 
lmiterm(C[-2,1,1,X] ,1,1) % 设置 第 2 不 等 式 ， 即 不 等 式 矢 > 0 
G=getlmjis ; % 完成 LII 框架 的 设置 
[tmin b]=feasp(G) ; % 求解 可 行 解 问题 
X=dec2mat(G,b,X) % 提取 解答 阵 
这 样 可 以 得 出 tnin = -0.2427,， 原 问题 的 可 行 解 为 
1.0329 0.4647 ”一 0.23583 
友 一 0.4647 U.77896 一 0.050684 


-0.23583 -0.050684 1.4336 
值得 指出 的 是 ， 可 能 是 由 于 该 工具 箱 本 身 的 问题 , 如 果 在 述 LMI 时 给 出 了 对 
称 项 ， 如 lmitermf[1 2 1 妃 ] , 斑 :,1)， 则 该 函数 将 得 出 错误 的 结果 。 所 以 在 求解 线 
性 算 阵 不 等 式 问题 时 一 定 不 能 给 出 对 称 项 。 
例 8-11 考虑 例 5-24 中 给 出 的 线性 系统 (4, 吾 ,C, 门 ]) 的 ff 范 数 ， 其 中 


-4 -3 0 -1 0 
-3 -7 0 -3 -4 

4=|， 1 | B=| | C=[0040,=0 
-1 -3 -1 -10 5 


求解 输入 该 线性 系统 的 状态 方程 模型 ， 由 norm() 函数 可 以 立即 求 出 系统 的 1 范 
数 为 0.4639。 该 问题 当然 能 用 线性 天 阵 不 等 式 方法 求解 ， 式 (8-3-16) 中 给 出 了 求解 范 
数 的 线性 给 阵 不 等 式 模 型 ， 这 里 有 两 个 决策 变量 ,7 和 玉 , 有 两 个 不 等 人民 ， 其 中 第 一 个 
不 等 式 为 3x3 的 分 块 矩 阵 不 等 式 ， 这样 由 下 面 的 语句 可 以 得 出 所 需 的 解 为 0.4651。 
在 来 解 语 多 中 ，c 向 量 是 由 mat2dec() 通 数 指定 的 。 
>> A=[-4,-3,0,-1; -3,-7,0,-3; 0,0,-13,-1; -1,-3,-1,-10] ; 
B=[0; -4; 2; 5];，C=[0,0,4,0]j]; D=0; G=ss(A,B,C,D); normn(G , inf) 
setjlmis([] ); P=lmivar(1,[4,1]); gam=lmivar(l,[l,1]); 
lmiterm([1 1 1 Pj,1,A,s:)，lmiterm([1 1 2 P],1.B)， 
1mjitermn([1 1 3 0],C2)i lmitern([1 2 2 gam] ,-1,1) ， 
1]miterm([1230]Jj,D');i lmitermn([l 3 3 gam] ,-1，,1) ; 
]mitermn([-2 1 1 P],1,1); H=getlmis; c=mat2dec(H,0,1) ; 
[a,b]j=mincx(H,c);i gam_opt=dec2mat(H,b ,ganm) 
由 于 得 出 的 结果 和 由 mnorm() 通 数 得 出 的 稍 有 区 别 ， 所 以 很 自然 地 引出 问题 : 哪 


刘 
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个 是 准确 的 ?严格 说 ,哪个 也 不 准确 。 用 horm() 函数 中 的 二 分 法 得 出 的 是 近似 解 ， 而 
用 mincx() 函数 得 出 的 解 由 于 默认 精度 较 低 ， 所 以 应 该 将 求解 精度 设置 为 10 ， 这 样 
可 以 得 出 更 精确 的 范 数值 为 0.4640。 
>> options=[le-5,0,0,;0,0] ; 
[a,b]j=mincx(H,c,options);i gam_opt=dec2mat(H,b,gam) 


8.3.3 基于 YALMIP 工具 箱 的 最 优化 求解 方法 


Johan Jofberg 博士 开发 了 一 个 基于 符号 运算 工具 箱 编写 的 模型 优化 工具 箱 
YALMIP (yet another LMI package) 04 ,该 工具 箱 提供 的 线性 矩阵 不 等 式 求解 
方法 和 重 棒 控 制 工具 箱 中 的 LMI 函数 相 比 要 直观 得 多 。 该 工具 箱 的 演示 程序 中 还 
介绍 了 其 他 相关 的 最 优化 问题 求解 方法 " 。 

YALMIP 工具 箱 提供 了 简单 的 决策 变量 表示 方法 ,可 以 调用 sdapvar() 函数 
来 表示 ,该 函数 的 调用 方法 为 

大 =sdpvar(m) % 对 称 方 阵 的 表示 方法 
大 =sdqpvar(m 7 ) % 长 方 型 一 般 和 矩阵 的 表示 方法 
瑟 =sdpvar(nm :full:) 一般 方 阵 的 表示 方法 


这 样 定义 的 矩阵 还 可 以 进一步 利用 ， 例 如 ， 这 样 定义 的 向 量 还 可 以 和 
hankel() 函数 联合 使 用 , 构造 出 Hankel 和 矩阵。 类 似 地 , 由 :intvar() 和 binvar() 
函数 还 可 以 定义 整 型 变量 和 二 进 制 变量 ， 从 而 求解 整数 规划 和 0-1 规划 问题 。 

由 该 工具 箱 针 对 sdqpvazr 型 变量 定义 的 set() 函数 还 可 以 描述 抑 阵 不 等 式 。 
如 果 有 者 干 个 这 样 的 矩阵 不 等 式 , 可 以 用 + 号 将 联 立 的 若干 个 不 等 式 “ 加 ”起 来 。 

当然 使 用 类 似 的 方法 还 可 以 定义 目标 函数 ,描述 了 和 拖 阵 不 等 式 约束 后 就 可 以 
分 别 如 下 调用 

s=8olvesdp (下 ) % 求解 可 行 解 问题 
5=S8olvesdp (天 ,1 % 求解 一 般 最 优化 问题 ， 其 中 太 为 目标 函数 
s=solvesdp (已 ,/ ,options) % 允许 设 定 选项 ， 如 算法 选择 

求解 结束 后 ,可 以 由 天 =double( 厦 ) 语句 提取 得 出 的 解 矩 阵 。 

例 8-12 利用 YALMJIP 工具 箱 ， 例 8-10 中 的 问题 可 以 由 下 面 语句 更 简洁 地 求解 相应 
的 短 阵 不 等 式 问题 
>> A=[-2,-2,-1; -3,-1,-1; 1,0,-4]; B=[-1,0; 0,-1;，-1 ,= 人， 
Q=[-2,1,-2; 1,-2,-4; -2,-4,-2] ; R=eye(2); X=sdpvar(3) ; 
F=Set([A 7*# 双 +X 汪 A+Q，X*+*B; B*X，-R]<0O)+Set(X>0) ; 


@ 免费 工具 箱 ， 下 载 地址 : http://control.ee.ethz.ch/、joloef/yalmip.php。 





8.3 线性 矩 阵 不 等 式 理论 与 求解 


和 


sol=solvesdp(F); X=double(X) 
该 函 数 得 出 的 解 和 前 面 得 出 的 完全 一 致 。 
例 8-13 用 YALMIP 工具 箱 重 新 求解 例 8-11 中 给 出 的 系统 的 ff 范 数 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 直接 求 出 系统 的 1 范 数 为 0.4640。 
>> A=[L-4,-3,0,-1; -3,-7,0,-3; 0,0,-13,-1; -1,-3，,-1,-10] ; 


B=[0; -4; 2; 5; C=[0,0,4,0]; D=0; gam=sdpvar(1); P=sdpvar(4) ; 


F=set([A*P+P*xA:,P*y*B,C:; B:*P,-~Egam,D:; C,D,-gEam]<0)+Sset(P>0) ; 
sol=solvesdp(F,gam);i double(gam) 


例 8-14 试用 YALMIP 工具 箱 求解 例 5-26 中 给 出 的 线性 规划 问题 。 
求解 为 方便 起 见 ， 将 该 问题 重新 表述 如 下 


min ( -一 221 一 作 5 一 473 一 37Z4 一 Z5|) 
272 十 了 3 十 474 十 275 所 54 
从 St， 371 十 472 十 57a 一 Z4 一 rsS62 


zi.rz2 关 0，zr33.32，z4>0.678、z52.57 


显然 ，z 是 一 个 5 x 工 列 向 量 ， 这 样 可 以 由 下 面 语 名 求解 原 问 题 
>> Xx=sdpvar(5,1); A=[02142;345-1 -=- 吉 ;，B=[54; 62]; 
xm=[0,0,3.32,0.678,2.57] :; 了 =set(A*Xx<B)+Set(Xx>Xxm) ; 
so1=sSolVesdp(F,-[2 143 1]*x);i double(x) 


由 该 函 数 可 以 立即 得 出 问题 的 解 z = [19.785, 0,3.32,11.385, 2.57] 工 ， 与 前 面 得 出 的 完 
全 一 致 。 如 果 将 决策 变量 设置 为 整数 ， 可 以 用 intvar() 定义 ,并 用 下 面 语句 求解 整数 


规划 问题 
>> X=intVvar(5，,1); 了 =8et(A*X<B)+Set(Xx>xm) ; 
options=sdpsettings(:solver' ,bnb'); 选择 分 枝 定 界 法 
so1=Solvesdp(F,-[2 1 4 3 1]*xx,options); double(x) 
解 为 刀 = [19,0,4,10,5]， 和 例 5-33 中 的 结果 一 致 。 


8.3.4 多 线性 模型 的 同时 镇 定 问题 


假设 线性 系统 由 了 = 4iz 十 忆 iu, 1i = 1 ,mm， 试 求 出 状态 反馈 和 矩阵 五 ， 
使 得 ubb = 一 下 2(t， 使 得 所 有 的 闭环 系统 4; 十 吾 ; 开 均 稳 定 ,， 这样 的 镇 定 问题 


称 为 同时 镇 定 问题 (simultamneous stabilization problem)。 
求解 每 个 Lyapunov 不 等 式 


Xi > 0，( 4 十 瑟 ; 开 )TX 上 Xi 4 二 ; 玫 ) <0 (8-3-18) 
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是 


都 可 以 得 出 已; 使 得 该 闭环 系统 稳定 ,但 如 何 寻找 一 个 统一 的 瑟 ， 使 得 各 个 子 系 
统 都 稳定 昵 ? 含有 统一 的 天 筷 阵 的 Lyapunorv 不 等 式 如 下 给 出 


大 > 0，(4i; 二 开 ) X 十 (4 十 瑟 ; 开 ) <0 (8-3-19) 


在 该 不 等 式 中 ,需要 求解 的 变量 为 忒 和 五 矩阵 , 其余 和 矩阵 均 为 已 知 矩阵 。 由 上 
面 得 出 的 不 等 式 可 见 ， 因 为 其 中 含有 天 和 瑟 的 乘积 项 。 所 以 应 该 采用 某 种 变换 
将 其 改写 成 线性 矩阵 不 等 式 ， 然 后 可 以 对 其 求解 ,设计 出 能 够 同时 镇 定 若干 个 受 
控 对 象 的 状态 反馈 控制 器 。 

展开 式 (8-3-19) 可 见 


4; 大 十 瑟 4; 十 下 瑟 十 天 ; 民 <0 (8-3-20) 


利用 矩阵 相合 变换 的 性 质 , 即 已 @ 忆 TI 不 改变 @ 抢 阵 正定 性 的 性 质 ， 对 上 述 扎 阵 
左 乘 和 -1, 右 乘 (大 -0 ，, 且 ( 和 -1 = 天-1, 则 上 述 和 矩阵 不 等 式 可 以 变换 成 


天 4; 十 4 十 大 下 蕊 二 开 XXX-1<0 (8-3-21) 
记忆 = 一 , 王 = 丽 生 - ,， 则 和 阵 不 等 式 可 以 变换 成 如 下 的 线性 矩阵 不 等 式 


4iP+TP4I+ 万 了 +TYTBT<0 (8-3-22) 


1 王 











加 上 天 > 0, 即 厂 -1 > 0 这 个 线性 矩阵 不 等 式 ， 整 个 问题 总 共 可 以 转换 成 
7 一 上 个 LMI 来 描述 ， 再 对 整个 LMI 问题 求 可 行 解 , 则 可 以 得 出 已 和 和 ,最 终 
可 以 得 出 同时 镇 定 的 天 矩阵 。 
例 8-15 假设 已 知 两 个 系统 模型 为 

-1 2 -2 一 2 一 1 

一 ] 一 之 ] ， 避 1 一 ] ,> 一 ， 吾 。 一 一 人 

-1 -1 0 一 1 一 ] 
试 得 出 两 个 子 系统 的 同时 镇 定 解 ， 并 设计 出 状态 反馈 甜 阵 天。 
求解 该 问题 对 应 三 个 线性 矩阵 不 等 式 有 两 个 变量 已 和 入 ,其 中 王 为 3x3 对 称 短 
阵 ，Y 为 1x3 行 向 量 。 这 样 ， 三 个 不 等 式 可 以 分 别 写 成 


已 > 0， 或 等 价 地 已 >0 
41P+P41 +BIYr+YIBT<0 
42+P4z + +YIBI 一 0 


这 样 ， 由 下 面 的 语句 可 以 求解 这 三 个 联 立 线性 矩阵 不 等 式 。 





8.3 线性 撼 阵 不 等 式 理论 与 求解 人 

>> Al=[-1,2,-2; -1t,-2,1; -1,-1,0]; Bl=[-2;， 1 -1 

A2=[0,2,2; 2,0,2; 2,0,1] ;8B2=[L-1;， -2; -1 

setlmis([); P=lmivar(t,[3,1]); Y=lmnivar(2,[1,3]) 1; 

1Lmiterm( [1 1,t,P] ,-1,1); 

1miterm([2,1,1,P] ,AL LS) ，LmitermnCft2 ,1 1 Y] ,Bt 1, SI) 

1mitermn([3,1,1,P],A2,1, 8 )，Lmitermn(f3,1,1,Y ,B2,1,7S7:) 

G=getlnis; [a,bj=feasP(G) ; P=dqec2mat(4G,b,P)， 

Y=dec2mat(G,b,Y) ，X=inv(CP) ; K=Yx* 


求解 此 问题 可 以 得 出 如 下 的 解 


0.13987 ”0.02417d4 0.1Uo9go 
大 一 |10.024173 “0.084939 ”一 0.050311 
0.10595 ”一 0.050311 ”0.21682 


这 时 ， 可 以 得 出 状态 反馈 向 量 政 = [2.0739,0.5616,2.4615] -。 
如 果 采 用 YALMNMIP 工具 箱 ， 则 用 下 面 语句 可 以 求解 同时 镇 定 问题 。 
>> P=sdpvar(3); Y=sdpvar(1 ,3) | 
F=set(At*+rP+P*#AlL +B1rY+YI#BLI<D)+Set(A2+rP+PyA2 +B2*+xY+Y*B22<O) ; 
F=F+set(P>0); sol=Solvesdp(F) ; 
P=double(P); X=inVv(P) ，Y=doub1Le(Y) ，K=Yx#X 
该 解 与 前 面 的 解 完 全 一 致 ， 得 出 的 状态 反馈 向 量 也 完全 一 致 。 


8.3.5 基于 LMI 的 鲁 棒 最 优 控制 器 设计 


前 面 介 绍 的 很 多 基于 范 数 的 鲁 棒 控制 问题 均 可 以 妻 示 成 线性 健 阵 不 等 式 问 
题 ， 下 面具 列 出 其 中 几 个 典型 问题 ， 请 话 见 文献 [13]。 

四 71 控制 器 设计 “对 状态 方程 模型 (4, 吾 ,C,),， 其 Tt2 控制 可 以 等 效 地 
表示 为 下 面 的 线性 抢 阵 不 等 式 问题 


min 7 (8-3-23) 


AX 二 瑟 ;WVA1A 大 + 刀 :V7) 十 百 : 瑟 1 <0 


民 全 其 十 了 TY 
Di 2 St <0 
1CX+ 天 凡 于 
fracet 己 ) 志 P 


四 TH{fw 控制 器 设计 ”基于 状态 反馈 的 {。 最 优 控制 器 可 以 转换 成 下 面 的 线 
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人 


性 矩阵 不 等 式 形式 
IIn AP (8-3-24) 
凡 X 其 十 盏 2 十 (和 十 瑟 ?7) 上 五 (CI 十 Di 站) 
PXTV st Bi Pa 本 
C1 且 十 夯 12 11 一 D 
舌 >0 


这 时 的 状态 反馈 官 阵 下 = 风 瑟 一 。 
基于 和 输出 反馈 的 1 问题 可 以 转换 成 如 下 的 线性 抢 阵 不 等 式 的 最 优化 问 


题 1 
min 了 (8-3-25) 
T | 4BR+RALI RCIL 也 : 
TVi12> 人 is> 0 
C] 瑟 一 个 生 了 11 <0 
0 工 开 上 0 了 
五 了 j1 一 沾 主 
T|4SH+S4 SB CI 
了 上 富 ,下 st Fl 0 nal 0 
妃 1S -7 万 站 <0 
0 
C1 ZI 一 ?了 
忆 了 
之 0 
T SS 





在 MATLAB 的 鲁 棒 控制 工具 箱 中 专门 提供 了 基于 线性 矩阵 不 等 式 的 控制 器 
设计 函数 。 如 果 鲁 棒 控 制 问题 的 增 广 系统 (8-2-8) 可 以 由 系统 矩阵 表示 , 则 可 以 由 
鲁 棒 控 制 工 具 箱 的 hinflmi() 函数 直接 设计 该 问题 可 以 用 直 MI 工具 箱 中 的 函数 
可 以 直接 设计 出 最 优 人 。 控制 器 ， 该 函数 的 调用 格式 为 

[7opt ,下 ] =hinf]mi( 己 ,[p,9]) 
其 中 己 为 系统 宅 阵 ，p, 9 为 输出 和 输入 路 数 ， 设 计 出 的 玫 为 控制 器 的 系统 矩阵 ， 
而 yort 为 最 优 的 7 值 。 
例 8-16 这 里 仍 采用 例 8-3 中 增 广 的 系统 模型 ， 试 用 线性 和 矩阵 不 等 式 方法 设计 重 棒 控 
制 器 ,并 与 前 面 例 子 中 的 控制 器 相 比较 。 
求解 首先 用 前 面 的 方法 得 到 加 权 的 系统 增 广 模型 ， 然 后 用 ss2smat() 函数 获得 系统 
短 阵 ， 再 用 LMI 工具 箱 的 现成 函数 即 可 直接 设计 出 最 优 Tt 、 控制 器 


>> A=[0,1,0,0; -5000,-100/3,500,100/3; 0,-1,0,1;， 0,100/3,-4,-60] 
B=[0; 25/3; 0; -1]; C=[0,0,1,0]; D=0; G=ss(A,B,C,D) ; 
Wi=[0,100; 1,1]; W2=le-5; W3=[1,0; 0,1000]; Gl=augtf(G,NW1,W2,W3) ; 
[gli,Gclj=hinfopt(G1); Gcl=zpk(Gc1)，% 设计 最 优 Tt 控制 器 
P=ss2smat(G1); [g,K]=hinflmi(P,[li,1]); [ab,c,d]=unpck(K) ; 
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和 


Gc2=zpK(GSsS (ay by cdQ) ) 
step (feedback(G*xGcl,1),?- ,feedbacK(G*Gc2,1),，--:) 
figure;i bode(G*xGcl1，-”,GxGc2，:--，) 


得 出 的 控制 器 为 
”一 2592334405.8238(s + 67.4)({s 十 0.06391)(s2 + 25.87s 十 4643) 





Celtsj = (s 十 7.007x104)(s 二 1282)(s 二 1)(s2 十 23.79s 十 535.7) 
Ca -3191219221.354(s 十 67.4)(s + 0.06391)(s 十 25.87s 十 4643) 
cz 人 3 一 一 一 一 


(s 十 1.715x105)(s 十 719.2)(s 十 0.9545)(s2 十 22.34s 十 522.8) 
在 这 些 控制 器 的 作用 下 ， 闭 环 系 统 的 阶 跃 响应 曲线 和 开 环 系统 的 Bode 图 分 别 如 
-图 8-13 (ah)、 (bj 所 示 。 可 见 ， 在 这 两 个 控制 器 的 作用 下 ， 控 制 效果 是 很 接近 的 。 


全 ode DiagEfarmm 


0 T -一 一 一 一 
总 
[ 、 
50 = 


0 RN 

-IT 和 

Te 
ne 
Te 
一 180 _ 
全 Te 

-2370k 一 : -一 注 


上 一 -全 -一 上 一 一 由 1 -一 -上 1 .-. 
收 0.002 0004 nnOo6 0008 001 00i2 fn0t4 0016 0018 107 1 1 104 1 噬 
Time (Sec》 


上 Frequency (rd/sec》 


(a) 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 (b) 开 环 系统 的 Bode 图 
图 8-13 两 个 控制 器 下 系统 的 响应 曲线 比较 
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38.3.6 ”基于 和 矩阵 不 等 式 约 束 的 最 优化 求解 方法 


在 控制 系统 问题 求解 中 ,线性 矩阵 不 等 式 方法 及 工具 有 很 重要 的 意义 ,但 也 
有 显著 的 局 限 性 。 因 为 它 所 能 求解 的 问题 都 必须 是 能 转换 成 LMI 的 问题 ， 如果 不 
契 线 性 窃 阵 不 等 式 则 需要 引入 某 种 方法 将 其 变换 成 相应 的 问题 。 从 实际 应 用 看 ， 
并 非 所 有 的 问题 都 存在 相应 的 转换 方法 , 例如 , 在 Riccati 不 等 式 中 一 次 项 的 符号 
变 成 负 号 现在 就 没有 现成 的 转换 方法 ,而 很 多 将 矩阵 的 迹 作为 目标 函数 的 应 用 也 
是 不 可 取 的 ， 更 准确 的 应 该 是 矩阵 的 1 范 数 等 ,而 这 样 的 范 数 不 能 表示 成 未 知 变 
量 的 线性 函数 ,不 能 用 线性 矩阵 不 等 式 方法 求解 。 如 果 采 用 矩阵 的 迹 作为 目标 函 
数 能 表示 成 盛 的 线性 函数 ,但 由 于 将 对 角 元 素 纳入 目标 函数 ,势必 会 迫使 非 对 角 
元 素 的 值 失去 控制 , 变 成 很 大 的 值 ， 导 致 原始 要 求 变形 。 

所以 ,对 更 一 般 的 约束 和 更 一 般 的 目标 函数 ， 可 以 考虑 第 5 章 给 出 的 非 线性 
规划 求解 方法 。 诚 然 ， 非 线性 规划 有 时 会 无 解 或 陷入 局 部 最 优 解 ,在 这 样 的 情况 
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下 可 以 考虑 采用 进化 类 优化 算法 ， 如 第 了 章 中 介绍 的 遗传 算法 和 粒子 群 优 化 算法 ， 
来 求解 问题 。 


8.4 定量 反馈 理论 与 设计 方法 


8.4.1 定量 反馈 理论 概述 


美国 加 州 大 学 的 Issac Horowitz 教授 和 他 的 合作 者 们 系统 地 提出 了 一 种 名 为 
定量 反馈 理论 (quantitative feedback theory， 简 称 QFT) 的 设计 方法 05'16|。 这 
些 方 法 是 基于 频率 响应 的 设计 方法 , 可 以 用 于 带 有 很 大 对 象 不 确定 性 的 单 变量 系 
统 、 多 变量 系统 以 及 各 种 高 度 非 线 性 系统 和 时 变 系 统 的 鲁 棒 设计 ， 这 种 设计 方法 
既 可 以 用 于 最 小 相位 系统 的 设计 , 也 可 以 用 于 非 最 小 相位 系统 的 设计 ，QFT 方法 
提出 得 比较 早 , 但 过 去 并 未 引起 很 高 的 重视 , 近年 来 , 在 控制 界 重 新 又 对 QFT 方 
法 发 生 了 兴趣 ， 并 出 现 了 MATILAB 的 QEFT 设计 工具 箱 H7。 虽 然 QFT 方法 可 
以 用 于 多 变量 系统 的 设计 , 但 该 设计 方法 的 核心 是 单 变量 最 小 相位 系统 的 设计 。 
本 节 将 给 出 QFT 的 基本 设计 方法 与 工具 箱 概 述 。 


8.4.2 ” 单 变 量 系统 的 QFT 设计 方法 


由 于 单 变量 最 小 相位 系统 是 QFT 设计 问题 的 核心 , 所 以 在 这 里 将 详细 叙述 
单 变量 系统 的 QFT 设计 方法 和 思想 。 单 变量 系统 的 QET 设计 步骤 如 下 。 

由 设 定 控制 系统 结构 QFT 设计 下 的 二 自由 度 控制 系统 结构 如 图 8-14 所 

未 , 在 控制 系统 中 多 (s) 为 不 确定 的 受 控 对 象 模型 。C(s) 为 系统 的 控制 

器 ，QEFT 控制 的 特点 是 该 控制 器 是 定常 的 , 它 可 以 控制 含有 大 不 确定 性 的 

对 象 ,并 可 以 对 噪声 干扰 有 满意 的 抑制 作用 。 由 于 C(s) 的 主要 作用 是 保证 

系统 能 满足 鲁 棒 稳 定性 的 要 求 ， 其 品质 性 能 不 一 定 很 理想 ,这 样 常常 需要 
引入 前 置 滤波 器 下 (s)， 其 作用 是 动态 地 补偿 系统 的 性 能 。 





图 8-14 _ QEFT 设计 的 控制 系统 结构 图 


@ 构造 频率 响应 模板 选 定 一 个 频率 点 wi， 对 此 频率 下 的 具有 不 确定 性 模 
型 的 各 个 选 样 模型 进行 频率 响应 分 析 , 构造 出 罗 (s) 的 对 象 模 板 (plant 
template)， 如 图 8-15 (a) 所 示 。 
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本 


(a) 模板 (b) 模板 半 移 
图 8-15 模板 处 理 示 意图 


申明 了 频率 向 量 刀 ， 则 可 以 由 Plottmp() 函数 绘制 出 各 个 频率 下 的 
模板 。 该 遇 数 的 调用 格式 为 Plottmp(w ,Fnomn，' 钨 ) 。 
在 控制 器 C(s) 的 作用 下 ,系统 的 模板 将 发 生平 移 现 象 , 其 中 水 平平 移 
的 幅度 为 C(s) 的 相位 角度 CUjwl)， 而 垂直 方向 的 平移 量 为 控制 器 C(fs) 
的 幅 值 |CUwa)l， 如 图 8-15 (b) 所 示 。 
G@) 给 定 设计 要 求 在 QFT 设计 中 , 为 保证 控制 的 效果 ,经 常 需 要 引入 一 些 不 
等 式 来 刻画 研究 的 问题 ， 如 


。 重 棒 跟 踪 性 能 在 参数 变化 的 情况 下 , 最终 闭 环 系统 频率 啊 应 满足 


Guo)CUw) 
1 十 吾 (jo) 到 (jwjCUow) 





7 (wj xs Go js< < Tii(c) (8.4._1) 


。 和 鲁 棒 稳定 性 系统 模型 满足 


乡 (jwj)CUw) 
十 瓦 Uw)2 罗 jw)CUc) 





< 1 (8_4_2) 


除 此 之 外 ,还 可 以 有 其 他 的 不 等 式 指 标 。 所 有 可 能 的 不 等 式 指标 在 表 8-1 
中 列 出 。QFT 工具 箱 中 提供 了 一 个 sisobnds() 函数 来 描述 各 种 不 等 式 ， 
该 函数 的 调用 格式 为 bad=sjisobnds (type,w, 丰 ,2 丈 ,C) ,其 中 type 为 
表 8-1 中 的 不 等 式 序 号 ，w 为 频率 点 向 量 ， 厂 为 表 中 相应 的 f 对 象 ，.Z 
为 不 确定 系统 对 象 模型 。 

构造 了 多 个 bndi, ….，bndk, 则 可 以 使 用 grpbnds() 盟 数 来 构造 整体 
的 不 等 式 边 界 变量 bnd=grpbnds (bndi; ,…… ,bndk) 。 由 整体 的 bnd 变量 
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有 


并 8-1 各 种 传递 函数 的 边界 约束 








type 不 等 式 约束 不 等 式 约束 
3 去 | < 人 asf(s) 二 < 40s) 
5 | < Ti(s) 1 < Tafs) 
7 Hra(s) < 远 妥 < Ta 去 且 | < TAR) 
9 二 < 克 9(s) 








可 以 进一步 用 sectbnds () 函数 获得 边界 的 交界 ，ubnd=sectbnds (bnd) 。 
绘制 各 种 边界 的 MATLAB 函数 为 plotbnds (bnd) 。 


由 构造 各 个 频率 下 的 稳定 下 界 对 各 个 频率 (wa,ws,…: ,wm) 也 做 相应 的 处 
理 ， 则 可 以 得 出 在 各 个 频率 下 的 下 界 曲线 刀 (wa), B(w3s),…… ,下 (ww),， 这 
样 若 想 得 出 最 优 的 控制 器 ， 则 可 以 由 各 个 下 (ww;) 曲线 上 选择 一 个 点 来 构成 
Z(jw) 曲线 ， 其 中 工 (s) = 2(s)Cfs)。 这 样 得 出 的 控制 器 将 极其 复杂 ， 所 
以 要 在 B(w;) 曲线 允许 的 范围 内 得 出 “最 优 的 ” 忆 (s) 曲线 ， 而 不 一 定 非 得 
在 边界 线 如 (ww:) 上 取 点 ,由 此 可 以 设计 出 相应 的 QFT 控制 器 C(s)。 该 工 
作 可 以 由 用 户 界 面 1pshape() 进行 回路 成 型 设计 ， 该 函数 的 调用 格式 比 
较 特 殊 1pshape(w,ubnd , 娓 ,Co)， 其 中 古 为 标 称 受 控 对 象 模 型 ，C% 为 
控制 器 初始 模型 。 该 界面 允许 用 户 用 交互 的 方式 设计 回路 /(s) 的 形状 。 确 
认 工 (s) 的 形状 后 , 单 击 Apply 按钮 来 确认 。 再 退出 该 界面 。 这 时 会 出 现 一 
个 对 话 框 询问 是 否 保 存 这 样 的 回路 , 应 该 存 成 *.shp 文件 (离散 系统 保存 
成 *.dsh)。 


工具 箱 提 供 了 getqft() 函数 从 文件 中 读 取 回路 成 型 设计 的 信息 ,， 生 
成 QFT 控制 器 C(s)， 有 具体 的 函数 调用 格式 为 C=getqft( 文 件 名 ) 。 


吧 设计 下 (s) 控制 器 按照 前 面 的 方法 设计 出 来 的 控制 器 C(5) 往往 不 能 满足 
式 (8-4-1) 中 的 频率 要 求 ， 这样 就 需要 一 个 前 置 滤波 器 天 (s) 来 使 得 系统 满 
足 该 要 求 。 

前 置 滤 波 器 设计 可 以 采用 另外 一 个 界面 pfshape() 来 实现 ， 该 函数 
的 调用 格式 为 pfshape(type,w ,到 , 吃 ,及 ,G, 万 ,机 ) 。 设 计 完 成 后 存 
储 成 * .fsh 文件 (离散 系统 存 成 * .dfs)j。 仍 然 可 以 使 用 getqft() 函数 提 
取 前 置 滤波 器 模型 。 
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让 


下 面 用 一 个 例子 来 演示 QFT 控制 器 设计 的 全 过 程 。 
例 8-17 考虑 下 面 的 不 确定 系统 模型 27 


大 
22 = ee 大 E 025.610hoe 353. 人 
sf(S 十 ww) 


假设 想 设计 出 满足 鲁 棒 边 界 要 求 
2 jw)C wj 
1 十 互 GwJ 允 (jwJCUo) 
和 低频 (w < 10) 时 曾 棒 性 能 要 求 
120 92(jujCfja) 0.6584(s 十 30) 
下 BT 入 |PGoTT 广 CU < 古人 7 
的 OFEI 控制 器 ， 试 调用 QFTI 工具 箱 设计 出 这 样 的 控制 器 。 
求解 由 下 面 的 语句 可 以 给 出 不 确定 系统 模型 ， 选 择 一 组 频率 向 量 ， 则 可 以 绘制 出 该 
不 确定 系统 的 模板 图 形 ， 如 图 8-16 (a) 所 示 。 


>> C=T1; a=l|; 





ES 





for xX=[1,2.5,6,10]，P(1,1,c)=tf(k*ra,[1,a,0]); c=c+t，end 

a=10; for k=[1,2.5,6,10]，P(1,1,c)=tf(kra,[1,a,0]); c=c+1; end 
Kk=1; for a=[1.5,3,6]，P(Cl1,1,c)=ttf(k*a,[1,a,0]);， c=c+l1;i end 
k=10; for a=[1.5,3,6] ，P(1,1,c)=tf(kra,[1t,a,0]); c=c+1，end 
w=[.1,.5,1,2,10,15,100]; X_nom=1; plottmpl(w,P,k_nom) 
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一 180 -135 -90 -270 -180 -90 0 
COpen-~Loop Phase (deg) O 〇 pen-~Loop Phase (deg) 
(a) 不 同 频率 下 的 模板 (b) 频 域 响应 边界 


图 8-16 不 确定 系统 的 频 域 响 应 模板 与 边界 


现在 建立 鲁 棒 边 界 模型 并 绘制 其 图 形 ， 如 图 8-16 (b) 所 示 。 
>> bl1=sisobnds(1,w,1.2,P);i plotbnds (bl) 
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下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 鲁 棒 性 能 不 等 式 的 边界 ， 如 图 8-17 (a) 所 示 。 注 意 ， 其 
中 的 由 (<=10) 语句 表示 提取 w 入 10 的 频率 向 量 。 由 上 述 的 两 组 边界 可 以 提取 出 边 
界 的 交界 ， 如 图 8-17 (bj 所 示 。 
>> Tm=tf(120, [1 17 82 120]); TM=tf(0.6584* [1 30] ,[1 4 19.752] ) ; 
b2=sisobnds(7,wGCw<=10) , LTM;Tm] ,P) ; PLotbnds (b2) ; 
figurej bnd=grpbnds(bl,b2); ubnd=sectbnds (bnd) ; plotbnds (ubnd) ; 
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-360 -270 -180 -9 10 -360 -270 -180 -90 0 


Open-LooP Phase (qdqeg) pen-Loop Phase (deg) 
(a) 鲁 棒 性 能 边界 (b) 边界 交界 


图 8-17 边界 的 进一步 处 理 


加 网 购 100000(s+ 100)(s 上 +1 
候 设 已 知 初始 控制 器 Cola) = [DDN ， 则 可 以 由 下 面 语 自 机 


是 直下 全 人 大 于 三 下 民用 慑 罗 抑 二 的 方式 修改 电 (w) 的 线 ， 从 
改 原 则 是 不 与 交界 边界 冲突 的 前 提 下 尽量 偏向 左 侧 ， 以 得 出 尽 可 能 快 的 响应 速度 。 例 
如 在 这 里 初始 控制 器 的 前 提 下 ， 将 Nichols 曲线 尽量 向 上 提 ， 和 交界 相 切 。 修 正 完 该 曲 
线 后 ， 可 以 单 击 Apply 按钮 ， 接 受 修 改 后 的 曲线 。 这 时 ， 可 以 关闭 该 曲线 编辑 界面 ， 将 
设计 存 成 相应 的 文件 ,如 c8qft1,shp。 注 意 ， 这 里 的 初始 控制 器 参数 形状 选择 非常 重 
要 ，]pPshape() 有 罩 面 能 提供 的 功能 只 是 对 曲线 进行 平移 ,改变 其 增益 。 
>> VW1=1ogspace(-2,4,200); s=zpk(2872); 
Cu=J100000*+k (S+100)#(s+1)/(s+50)/(s "2+1500*s+1le006) ， 
PshapekGwl,ubnd,P(L,1,1) ,CO) ; 
由 getqft() 可 以 提取 出 控制 器 模型 为 C(s) 
>> C=getqft(:'c8qft1l1.shp，) 
可 以 将 前 置 补偿 器 天 (s) 的 初 值 选择 为 本 (s) 二 ea 的 典型 二 阶 系 
十 <6wns 十 cot 


统 模 型 ， 这 样 就 可 以 用 下 面 的 语句 来 设计 前 置 补 偿 器 模型 ， 得 出 如 图 8-19 所 示 的 界 
面 。 调 节 好 了 曲线 后 ， 就 可 以 将 其 存 成 c8qft1.fsh 文件 。 注 意 , 如 果 选 择 wv 一 5 则 





_ 4708700.2369(s 十 100)(s 十 ]) 
(s 十 50)(s2 十 1500s 十 106) “ 
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图 8-19 前 置 补 偿 器 设计 界面 


无 论 如 何 调整 ,系统 传递 函数 都 将 超出 [Tu(w)， ZM(w)] 边界 , 所 以 应 该 选择 wn = 4.5。 
>> Wn=4.5; zet=0.707， F0=10*tf(w “2, [1,2+zet*+wn,wn ~2] ) 
pfshape(7,wl(wl<=10),，[WM;Wm] ,P, [] ,C, [] ,FoO) ; 
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间 


20.1994 
前 置 补 偿 器 可 以 由 下 面 语 自 提 取出 来 ,为 忆 (s) = 1636392025。 


>> F=getqft(2c8qft1.fsh)) 
利用 重 棒 控 制 工 具 箱 的 不 确定 系统 描述 功能 ， 可 以 得 出 已 知 不 确定 系统 在 QFET 
控制 下 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 8-20 所 示 。 可 见 ， 这 样 的 控制 器 能 很 好 地 控制 不 确定 系 
统 模型 。 
>> al=ureal(:al,5,)rangel,[L0,10]); kt=ureal(IK7,5,:range,[L0,10] ) ; 
G1=tf(kl, [1 al 0]j); PO=usample(G1 ,8) ; 
FF=F#kfeedbacK(PO*C,1); Step(FF) 


Step 民 espaonse 























了 
Time fsec) 


图 8-20 QET 控制 器 下 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 


8.5 ”多 变量 系统 的 解 耦 控制 


在 多 变量 系统 研究 中 , 通常 第 1 路 控制 输入 对 第 ; 路 输出 存在 扰动 作用 , 这 
种 现象 称 为 耦合 。 如 何 消除 耦合 现象 , 是 多 年 来 系统 解 耦 所 需 研究 的 问题 。 消 除 
耦合 又 称 为 多 变量 系统 的 解 耦 。 前 面 介 绍 的 部 分 内 容 在 控制 器 算法 中 已 经 考虑 了 
解 耦 ， 另 一 些 算法 则 没有 考虑 , 在 本 节 对 一 些 解 耦 方法 给 出 必要 的 介绍 。 


8.5.1 状态 反馈 解 耦 控制 


考虑 线性 系统 的 状态 方程 模型 (4, 吾 ,C, 万 )， 该 模型 有 7 路 输入 信号， 7 
路 输出 信号 。 若 控制 信号 芯 是 由 状态 反馈 建立 起 来 的 , 即 嫌 = Pr -- 天 ,这 样 闭 
环 系统 的 传递 函数 矩阵 模型 可 以 写成 


G(s) = ((C- DK)(GT- 4 十 互 开 ): 瑟 +D 代 (8-5-1) 


0;,1，……) 九 一 ]) 的 最 小 7 值 ， 则 cf 为 托 阵 C 的 第 7 行 。 





8.5 多 变量 系统 的 解 耦 控制 


量 


者 7 x 7 阶 矩 阵 
cl 44: 万 
万 ; = (8-5-2 ) 
cT 4d 吾 


为 非 奇异 矩阵 ， 若 如 下 选择 状态 反馈 矩阵 天 和 前 置 抢 阵 生 ， 则 式 (8-5-1) 定义 的 
系统 可 以 动态 解 耦 !8 。 


ci 421+1 
厂 = 画 -下 = 了 了 (8-5-3) 


T 4dmn+l 
CA 


根据 上 述 算法 可 以 编写 一 个 MATLAB 函数 decouple() 来 设计 解 看 矩阵 。 


function [G1,K,d,Gam]=decouple(G) 
A=G.a;ji B=G.b; C=G.cj [n,mj=size(G.b); Bl=[]; KoO=D; 
for j=]1: 自 ，for kK=0:n-1 
if Dorm(CC(j，:)*A”~k*B)>eps，qd(j)=K;， break;， end 

encQ 

Bl1=[B1; Cj，,:)*A"d(j)*B] ; KO= [KO ; CCj，:)*A”~(d(j)+1)]; 
end 
Gam=inVv(B1); X=Gam*rK0O; Gl=tf(ss(A-B+K,B,C,G.d))*xGam， 


该 函数 的 调用 格式 为 ”[G: , 玫 ,d, 站 =decouple(G) ， 其 中 G 为 原始 的 多 
变量 系统 状态 方程 模型 ，Gi 为 解 硬 后 的 传递 函数 矩阵 ， 瑟 为 状态 反馈 抢 阵 。 向 
量 d 包含 前 面 定义 的 d; 值 , 矩阵 三 为 前 置 补 偿 器 矩阵 。 


例 8-18 考虑 下 面 的 双 输 入 双 输 出 系统 ， 试 设计 出 满足 完全 解 粳 的 状态 反馈 。 


225 -5 -125 一 0.5 4 6 

率 二 |225 一 425 一 125 -025|，， | 2 4 ， y= | 0 0 起 
0.25 -05 -125 一 1 2 2| 0 2 0 
1.25 一 1.75 一 0.25 一 0.75 0 2 


求解 系统 的 状态 方程 模型 可 以 直接 输入 到 系统 中 ,这样 就 可 以 由 下 面 命令 立即 设计 
出 能 够 完全 解 耦 的 状态 反馈 答 阵 政 
>> A=[2.25，-5，-1.25，-0.5; 2.295，-4.25，-1.25，-0.25， 
0.25，-0.5，-1.25,-1; 1.25，-1.75， -0.25，-0.75] ， 
B=[4，6; 2，4; 2，2; 0，2]; C=[0，0，0，1， 0，2，0，2] ; 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D)，; [G1,K,d,Gam]=decouple(G) 
这 样 可 以 构造 出 状态 反馈 纸 阵 下 和 给 阵 厂 。 这 时 ， 传 递 函 数 和 矩阵 Gi(s) 可 以 实现 完 


本 
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有 


1[-1 -3 -3 5 一 1.5 0.25 
本 -7 -1 = 着 站 








引入 状态 反馈 矩阵 天 与 前 置 补偿 器 ， 则 多 变量 系统 可 以 完全 解 夸 。 解 看 
后 的 传递 函数 矩阵 可 以 表示 成 G; = diag (| -4 -本 |)。 

引入 解 粳 补偿 器 ( 玫 , 有 )， 可 以 建立 起 如 图 8-21 所 示 的 反馈 控制 结构 。 因 为 
虚线 框 中 的 部 分 实现 了 完全 解 耦 ,所 以 外 环 的 控制 器 Gu.(s) 可 以 分 别 有 单 独 回路 
设计 的 方法 实现 。 


定 一 4c 十 五 志 
1 一 Czm 二 DU 


图 8-21 状态 反馈 控制 器 解 耦 结构 








8.5.2 状态 反馈 的 极点 配置 解 耦 系统 


表面 给 出 的 动态 解 耦 系统 只 能 将 多 变量 系统 解 耦 成 积分 器 型 的 对 角 传 递 函数 
和 矩阵， 而 积分 器 型 受 控 对 象 在 控制 器 设计 中 是 很 难 解 决 的 。 如 果 仍 想 使 用 状态 反 
馈 型 的 解 耦 规则 v = Pr -- 五 ， 可 以 期 望 将 解 耦 后 的 对 角 元 素 变 成 下 面 的 形式 
] 
Sdli+l 十 Q1 15 中 十 … 十 Q1d HHl 
CKr(s) 一 ” . (8-5-4) 
] 


Sm+L 十 Qm 1Sdm 十 . 。 -十 Qm d +l 


其 中 di = 1 ,7m 如 前 定义 ， 每 个 多 项 式 的 系数 s4+l 十 ai15s4 十 ，… :十 Qi di 十 1 
可 以 用 极点 配置 方法 来 设计 。 
可 以 考虑 采用 标准 传递 函数 的 形式 来 构造 期 望 的 多 项 式 模型 。 满 足 ITAE 最 
优 准则 的 ? 阶 标准 传递 函数 由 下 式 定 义 19 
7(s) 一 和 (8-5-5) 


5 十 Ql1sn 十 0Q25n 2 十 :十 an 15 十 an 
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是 


表 8-2 ITAE 最 优 准 则 的 标准 传递 函数 分 母 多 项 式 系数 表 
分 母 多 项 式 , 其 中 until = co 


8 十 cn 
s2 十 1.41uwns 十 避 
s3 十 1.75cns2 十 2.15w2s 十 w3 
84 十 2.1uns3 十 2.40282 十 2.7w3s 十 wa 
S5 十 2.8wns4 十 5.0w28s3 十 5.5w3s2 十 2.4u4s 十 w5 


s6 上 十 2.25uns5 十 6.6w2s48.6u3s3 十 7.454s2 十 2.95w5s 十 6 









人 Cn ii 博 | 忆 


其 中 , 了 T(s) 系统 的 分 母 多 项 式 系数 a 在 表 8%-2 中 给 出 。 
根据 前 面 的 算法 ,可 以 容易 地 写 出 双 阶 标准 传递 郧 数 模型 的 MATLAB 函数 
staQ _tf() 


function G=std_tf(wn,n) 

M=[LlL,1,0,0,0,0,0; 1,1.41,1,0,0,0,0; 
1,1.75,2.15,1,0,0,0; 1,2.1,3.4,2.7，,1,0,0; 
1,2.8,5.0,5.5,3.4,1,0; 1,3.25,6.6,8.6,7.45,3.95 ,1j]; 

G=tf (wn na ,MG ,1:n+l).x(wnrones(1,n+l)).” [0o:n])， 


该 图 数 的 调用 格式 为 G=std_tf (wn ,mn) ， 其 中 wu 为 用 户 选 定 的 自然 频率 ,7?m 为 
预期 的 标准 传递 函数 阶 次 。 得 出 的 G 即 标准 传递 函数 模型 。 

定义 一 个 矩阵 五 ,使 其 每 一 行 可 以 写成 el = cl 44 态 , 另 一 个 矩阵 环 的 每 
一 行 卢 可 以 定义 为 


开 =cf(444 +oa49 二 二 onat) (8-5-6) 
这 样 ,状态 反馈 矩阵 天 和 前 置 变换 矩 阵 及 可 以 写成 
丰 二 五 -1 天 二 大 严 (8-5-7) 


基于 本 算法 ,可 以 写 出 极点 配置 动态 解 耦 的 MATLAB 函数 为 
function [G1,K,d,Gamj=decouple_PP(CG,wn) 
A=G.aji B=G.b; C=G.c;i [na,m]=size(G.b); E= 口 ; F=[]; 
fior ]=1 :和 ，for K=0O:n-1 
if normtktC(j ，:)*A”~Kk*+B)>eps，d(j)=K;i break， end 
end 
glL=std_tfkw,d(j)+l); [ncc]=ttdqata(gt，v7); 
F=[F; COj,:)*polyVvalm(Ccc,A)]; E=[E; CO，:)*A-d(j)*B] ; 
Te 
Gam=inv(E) ; K=GamrF;i G1=tf(ssS(A-B*K,B,C,G.dq))*rGam， 


该 函数 的 调用 格式 为 [Gi ,于 ,qd ,六 ]=decouple pp(G,wn) ， 其 中 ，wo 为 
标准 传递 函数 的 自然 频率 ,其 他 变量 定义 和 前 面 给 出 的 decouple() 函数 一 致 。 
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例 8-19 考虑 例 8-18 中 给 出 的 多 变量 控制 系统 模型 。 选 择 wun 三 5， 试 设计 出 极点 配 
置 的 动态 解 耦 器 。 
求解 可 以 由 下 面 语句 先 输入 系统 状态 方程 模型 ， 然 后 直接 调用 decouple_pp() 函数 
来 设计 解 烛 器 模型 
>> A=[2.25，-5，-1.25，-0.5; 2.25，-4.25， -1.25，-0.25; 
0.205，-0.5，-1.25,-1; 1.25，-1.75，-0.25，-0.75] ; 
B=[4，6; 2，4; 2，2; 0，2]; C=[0，0，0，1; 0，2，0， 2] ; 
D=zeros(2,2); G=ss(A,B,C,D); [G1,K,d,Gam]=decouple_pp(G,5) 
这 时 ， 可 以 得 出 能 够 完全 解 罚 的 状态 反馈 控制 器 ， 其 状态 反馈 短 阵 政 、 前 置 补 偿 器 下 
和 解 耦 后 的 系统 模型 Gil(s) 分 别 为 











1[-1 17 -3 -35 -1.5 0.25 < 
K- 计 | -7 -1 1 Fr 让 癌 , co= 1 
S 十 9 
8.6 “习题 与 思考 题 
1 斌 分别 在 MATLAB 环境 中 描述 下 面 的 不 确定 模型 ， 并 绘制 出 频 域 响应 曲线 和 时 
域 响应 曲线 。 
dg cfs) = 号 二， 5 < (一 1.2,2) 
Q@ G(s) = 5 其 中 ae (0.15)be (0.2,2),ce (110) 
G) C(s) = 站 ， 其 中 7eE (0.5,1],ae(0.1,10)，De (一 2,2)。 注 意 ， 由 于 


不 确定 时 间 政 迟 模型 不 能 直接 用 usample() 函数 表示 ,所 以 应 该 考虑 采用 其 他 近 
似 方法 ， 如 Pad6 近似 表示 。 

2 已 知 某 时 间 延 退 系统 模型 G(s) = 5 一 苛 ， 其 中 了 E ,1]，a ce (15)， 试 提取 得 
加 型 不 确定 性 的 频 域 响应 包 络 线 ， 并 得 出 站 应 的 传递 函数 模型。 


3 试用 最 优化 方法 计算 下 面 系 统 的 Tt。 范 数 。 


-1 0 0 1 0 1 
10 -1 4 -3 |0 0 _[-1010 [0 
“|1 -3 -1 -3| Ba=|- 0 c- | 0 站 。 
0 4 2 -1 0 0 


10 


4 假设 对 象 模型 为 G) 一 [0131J5， 并 假定 加 权 函 雪 为 Wi(9)= 二 -0 ， 





8.0 习题 与 思考 题 


ne 


， 10s 十 工 “十 上 < 。 
且 全 3(s5) 一 20(0.01s 于 本， 请 完成 下 面 的 任务 : 


db 写 出 加 权 系 统 的 双 端 子 状 态 方 程 表 示 ; 

GO 设计 出 一 个 最 优 的 Tt 控制 器 ; 

G) 绘制 出 在 此 控制 器 下 闭环 系统 的 阶 跃 响应 与 开 环 系统 的 Nichols 图 ， 并 评价 系 
统 动态 品质 ; 

井 设计 一 个 最 优 ?ta 控制 器 ， 并 比较 控制 效果 。 


已 知 对 象 模型 四 Ge) - 二 


请 设计 出 最 小 化 灵敏 度 问 题 的 最 优 的 Ht。 控制 器 ， 在 设计 中 可 以 使 用 标准 函数 的 
入 念 。 对 设计 出 来 的 系统 进行 时 域 与 频 域 分 析 ， 并 绘制 出 灵敏 度 函 数 、 补 灵敏 度 函 
数 与 加 权 灵 人 敏 度 函 数 的 幅 频 特性 图 。 
在 习题 5 的 @ 中 ， 如 果 设计 了 最 优 ?ts 控制 器 ， 但 对 象 模型 的 分 母 多 项 趟 变 化 为 
10(s 十 9)， 请 在 控制 器 不 变 的 条 件 下 分 析 系统 的 稳定 性 ， 并 用 时 域 和 频 域 分 析 工 具 
检验 结果 。 
比较 习题 5 中 系统 灵敏 度 问题 的 鲁 棒 控 制 跨 设计 ， 请 定性 地 分 析 标 准 传递 函数 的 
自然 频率 选择 对 系统 响应 的 影响 。 
给 习题 5 中 的 系统 分 别 设计 出 灵 人 敏 度 问 题 的 最 优 Tfs。 和 7ts 榨 制 赂 ， 并 对 得 出 的 
系统 进行 时 域 与 频 域 分 析 。 

一 6.4750s“ 二 4.0302s 十 175.7700 


过 起 文 献 20] 中 给 出 的 例子 G(s) = 5(553 十 3.568253 十 ]39.50215 十 0.0929)， 


,09 s2 二 1.2s 上 1 、 

侈 择 灵 敏 度 加 权 函 数 Hi(s) = 1.0210 (s +0.001jfs 于 2(00015 工 1)， 斌 为 系统 
设计 一 个 te 控制 器 ， 并 仿真 出 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 

试 写 出 习题 9 中 模型 的 系统 和 矩阵。 


假设 受 控 对 象 模型 的 标 称 模型 (4 已 .C.0) 为 


，@aej = 一 1-s+3 


所 


属 > 


一 


oO 


心 


一 ”全 


-0.023 -37 -19 一 32 0 0 
| 0 -9 098 0 _ |-0.41 0 _ Jo570 0 
-10oo2 -1 -26 0 = -78 22 = 0 0 5 
0 0 1 0 0 0 


突 际 受 控 对 象 为 相 乘 型 不 确定 系统 G(s) = G(sj(T + 4)， 根 据 不 确定 性 和 性 能 要 
求 选 择 加 权 函 数 








0.5(s 十 了 ) 0 50(s 十 100) 0 
| +005 ) = | 十 10000 
5 有 = | 1 50(s 二 oj| 
5 十 003 s 十 10000 


弃 设 计 出 最 优 的 ?te 鲁 棒 控 制 器 ， 并 通过 仿真 选择 合适 的 9 信 。 


(s+1)(s 十 2)(s 十 3)(s 十 4 s(s 十 1)(s 十 2) 


时 电 生硬 
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间 本 


12 斌 分别 采用 重 棒 控 制 工 具 箱 函 数 和 YALMIP 程序 ,按照 线性 仑 阵 不 等 式 方 式 求解 
下 面 的 线性 规划 问题 。 


6 min 一 37Z1 十 47s 一 273 十 5z1 (2) Imin Z6 十 并 7 
471 一 Z2 十 273 一 Z4 一 一 2 世 1 十 Z2 十 Y3 十 4 一 系 
Tt 十 Z2 一 2Z3 十 274 扩 14 一 271 十 2 一 3 一 6 十 7 一 1 
全 6 人 外 St. 
271 一 Za 一 Ta 一 X4 之 一 2 372 十 3 十 2Z5 十 Y7 一 9 
T1 .2.3 之 一 二 ,了 4 无 约束 字 1 2. .了 之 
13 试 利用 工 MI 工具 箱 求解 下 面 的 最 优化 问题 。 
Imin tr( 姑 ) 
好 工 蕊 
四 +XA4+Q X 召 | _0 
玉 工 其 一 了 


-1 -2 1 1 1 -1 0 
其 中 4=|3 2 1|1)B3=10C@=|-1 -3 -12|。 
1 -2 -1 1 0 -12 -36 


14 已 知 两 个 线性 系统 模型 (41, 吾 ])，(42, 互 ?) 如 下 ， 试 判定 是 否 存在 同一 状态 反馈 
向 量 ， 能 够 同时 镇 定 这 些 系统 模型 。 


2 0 上 
4 一 ″ “| 瑟 - 
] 

4 


， 仙 2 三 ， 院 2: = 


人 3 


4 
了 
] 
4 1 


汪 《9 心 
由 2 二 
心 fo 心心 


了 
2 
0 
0 


co ko ho ho 
co ko 心 所 


2 
4 
15 利用 线性 答 阵 不 等 式 工具 箱 中 相应 的 函数 求解 习题 9 中 的 得 棒 控制 器 设计 问题 
并 和 该 习题 的 结果 进行 比较 。 
16 考虑 习题 ] 中 给 出 的 不 确定 模型， 试 采用 定量 反锁 的 方法 ， 设 计 出 合适 的 QFT 拉 
铀 器 。 
] 、 、 
17 考虑 不 确定 楼 型 Je) = C 5 PE (05 2)， 斌 设计 出 清 尾 
2.25 的 控制 轿 。 


18 标准 传递 函数 是 在 控制 系统 设计 中 很 重要 的 一 类 传递 函数 模型 ， 试 得 出 不 同 阶 次 
和 不 同 自 然 频 率 下 的 标准 传递 函数 模型 及 响应 曲线 。 


19 考虑 下 面 的 双 输 入 双 输 出 系统 模型 2 


2C 


| < 


-1 1 1 1 0 0 
6 0 -3 ol fr2 0 -0 
由 4=-|-11 1 | ,B= | 中 c=| 1 0 
2 -2 -2 0 0 1 
3 1 0 0 0  _ | | 
oO4-0o -ss-lloc=- 3 
0 1 -1 0 1 

















和 


3 2 
s2 十 2 52 十 5 十 1 
吧 Cs) = 4s 十 1 1 
s2 二 2s 十 1 S 


试 求 出 能 使 其 解 耦 的 状态 反馈 方法 ， 并 考虑 极点 配置 方式 的 解 玺 ， 讨 论 参考 极点 
位 置 选 择 对 解 耦 及 控制 的 影响 。 
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一 


分 数 阶 微 积 分 学 问题 的 计算 机 求解 





一 般 地 ，d"yy/dz" 表示 对 并 的 灵 阶 导数 , 但 若 妈 = 1/2 时 是 
什么 含义 呢 ? 这 是 300 多 年 以 前 法 国 著 名 数学 家 Guillaume Francois 
Antoine L?Hopital 问 过 微 积 分 学 创造 者 之 一 Gattfried Wilhelm 
Leibnitz 的 一 个 问题 出 。 分 数 阶 微 积分 理论 建立 至 今 已 经 有 300 年 的 
历史 了 ，, 但 早期 主要 侧重 于 理论 研究 , 近年 来 在 很 多 领域 都 已 经 开始 
应 用 分 数 阶 微 积分 学 理论 , 如 在 目 动 控制 领域 出 现 的 分 数 阶 控制 理论 


-等 新 的 分 支 。 


以 往 的 控制 理论 和 其 他 数学 建 模 方 法 侧重 于 集中 参数 系统 的 建 
模 , 例如 电阻 可 以 用 一 个 比例 系数 来 表示 。 在 电阻 不 能 用 集中 参数 表 
示 时 ， 则 需要 用 描述 分 布 参数 系统 的 偏 微分 方程 来 精确 描述 ， 例 如 远 
更 离 传输 线 的 模型 和 电热 炉 模 型 等 。 这 类 模型 在 控制 系统 仿真 软件 
中 很 难 描 述 。 引 入 分 数 阶 微分 算 子 , 则 可 以 将 其 用 分 数 阶 微分 方程 描 
述 , 在 仿真 回路 中 可 以 容易 地 表示 这 样 的 问题 。 另 外 ， 由 于 分 数 阶 微 
积分 本 身 的 特性 ， 分 数 阶 控制 器 具有 很 多 整数 阶 系统 无 法 实现 的 优越 
性 ,所 以 研究 分 数 阶 系统 的 建 模 、 分 析 与 设计 也 是 很 有 实际 意义 的 。 

本 章 9.1 节 将 介绍 分 数 阶 微 积分 的 定 立 及 各 种 计算 方法 ,还 将 给 
出 分 数 阶 微 积 分 的 各 种 性 质 。9.2 节 将 以 分 数 阶 线性 系统 建 模 为 例 ， 
介绍 MATLAB 弓 程 中 一 个 很 重要 的 面向 对 象 设计 的 基本 技术 -一 
类 的 建立 ,将 介绍 分 数 阶 传递 函数 类 的 设计 。 根据 该 传递 函数 类 分 别 
定义 出 系统 模块 各 种 连接 方法 的 重 载运 算 、 时 域 分 析 和 频 域 分 析 的 概 
念 MATLAB 实现 ,为 分 数 阶 系统 的 分 析 打 下 基础 。9.3 节 将 介绍 利 
用 著名 的 Oustaloup 滤波 器 通 近 分 数 阶 微分 算 子 的 方法 ， 并 给 出 改 
进 的 微分 算 子 滤波 器 ， 显 著 提 高 分 数 阶 模型 的 拟 合 精度 。 采 用 这 样 的 
滤波 器 无 疑 会 增加 系统 模型 的 阶 次 , 会 使 得 阶 次 高 达 数 十 或 上 百 ,使 
得 系统 的 分 析 与 设计 变 得 困难 , 故 9.4 节 将 给 出 使 得 误差 1t。 范 数 最 
小 化 的 模型 次 最 优 降 阶 算法 。9.5 节 将 探讨 分 数 阶 系统 的 控制 器 设计 
方法 。 
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站 


9.1 分数 阶 微 积 分 的 定义 


在 分 数 阶 微 积分 理论 发 展 过 程 中 , 出 现 了 很 多 种 函数 的 分 数 阶 微 积分 的 定义 ， 
如 由 整数 阶 微 积分 直接 扩展 而 来 的 Cauchy 积分 公式 、Griinwald-Letnikov 分 数 
阶 微 积 分 定义 、Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积分 定义 以 及 Capnuto 定义 等 ,本 节 
将 先 介绍 这 些 定义 及 其 等 效 关 系 ， 再 给 出 分 数 阶 微 积 分 的 各 种 性 质 。 


9.1.1 分 数 阶 微 积分 的 定义 


1. 分 数 阶 Cauchy 积分 公式 
分 数 阶 Cauchy 积分 公式 从 简单 整数 阶 积 分 直接 扩展 而 来 


[7 十] 7) 
2Tj | (了 一 志 ?Y+1 dr 


其 中 ，C 为 包围 请 鸭 单 值 与 解析 开 区 域 的 光滑 曲线 。 
由 Cauchy 积分 公式 可 以 容易 地 推导 出 正弦 、 余 弦 函 数 的 整数 阶 导数 公式 


d- 上 
了 sm oil =a “Sin (a 十 部 ) 还 [eas ot| = 一 Q" cos (wa 十 到 ) (9-1-2) 


可 以 证 明 , 该 公式 同样 适用 于 & 为 分 数 的 情形 。 

2. Griinpwald-Letnikov 分 数 阶 微 积 分 定义 

Griinwaldq-Letnikov 分 数 阶 微 积分 定义 是 分 数 阶 控制 中 最 广泛 应 用 的 分 数 阶 
微 积 分 定义 ， 该 定义 的 数学 表示 为 


[tt 一 a) 7 有 
8 = li 天 2 (一 1 的 Ht 一 7 (9-1-3) 


乡 "j 丰 二 





(9_1-1) 


其 中 , ul = (一 1 1 为 函数 (1 -- z)” 的 多 项 式 系数 ， 该 系数 还 可 以 更 简单 地 
由 下 面 的 递 推 公式 直接 求 出 : 


性 { G 十 工 
oo 0 了 一 12: (9-1-4) 


根据 该 定义 可 以 推导 出 分 数 阶 微分 计算 的 算法 为 


[一 Q)V7N ”> 1 [一 cj)7] 
1 的 = 站 直 二 Ci 人) 六 = 下 三 罗列 


7=0 7=0 


(9-1-5) 


9.1 分 数 阶 微 积 分 的 定义 


假设 步 长 疡 足够 小 , 则 可 以 用 式 (9-1-5) 直接 求 出 函数 数值 微分 的 近似 值 , 并 
可 以 证 明 馈 ， 该 公式 的 精度 为 o( 刀 )。 所 以 , 利用 Griinwald-Letnikov 定义 可 以 立 
即 编写 出 下 面 的 函数 来 求 取 给 定 函数 的 分 数 阶 微分 函数 回 。 

function dy=glfdiff(y,t,gam) 

h=t(2)-t(1); dy(1)=0; y=y(:); t=t(:)， 

w=]1; for j=2:length(t)，w(j)=w(j-1)*(1-(gam+l)/(j-1))，end 

for i=2:1ength(t) ， dy(\i)=w(1l:i)*[y(i:-1:1)]/h>gam; end 


其 中 ，y,t 上 分 别 为 给 定 函 数 的 采样 值 与 时 刻 值 构成 的 向 量 。 要 求 二 为 等 间距 向 量 ， 
县 7 为 分 数 阶 的 阶 次 , 这 样 得 出 的 必 向 量 为 函数 的 分 数 阶 导数 。 


例 9-1 已 知 函 数 Fi) = etsin(3t 十 1)，te (0,r)， 试 求 出 其 分 数 阶 导数 。 
求解 分 别 选 择 采样 周期 人 = 0.01 和 0.001, 则 可 以 得 出 在 这 两 个 采样 周期 下 计算 出 
的 0.5 阶 导数 函数 曲线 ， 如 图 9-1 (a) 所 示 。 可 见 ， 在 鞋 接 近 0 的 区 域外 二 者 是 很 接近 
的 。 对 本 函数 而 言 ， 选 择 了 = 0.01 可 以 足够 精确 地 求 出 函 数 的 分 数 阶 微分 。 
>> tl=0:0.001:pi;i yl=exp(-tl).*xsin(3*rt1+1) ， dyl=5glfdiftkyl,tl,0.5) ， 
t2=0:0.01:Pi; y2=exp(-t2) .*sin(3*xt2+1) ; dy2=glLfdiff(y2,t2,0.5) ; 
plot(t1l,dqyl,t2,dy2,--?)，axis([0,pi,-1.2,5]) 
， “对 不 同 的 7 选 值 ， 可 以 岗 用 下 面 的 语句 绘制 出 分 数 阶 导 函 数 的 三 维 图 , 如 图 9-1 
(b) 所 示 。 
>> Z=[; t=0:0.01:pi; y=exp(-t) .*xsin(3*#t+1) ， 
for gam=0:0.1:1，Z=[Z; glfidiff(y,t,gam)] ; end 
SET 有 你 25 axis([0,pi,0,1,-1.2,6]) 





3 


] 
(a) 不 同 采 样 周期 的 结果 比较 (b) 分 数 阶 微分 曲面 
图 9-1 函数 的 分 数 阶 微分 


0 0.5 ] 1.5 2 2.5 3 


3. Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积 分 公 导 
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二 


Riemann-Liouville 分 数 阶 积分 公式 的 定义 为 
Orejp 人 = Fa | (je-if(r)dr (9-1.6) 


其 中 , 0< ae< 1 上 且 a 为 初 值 , 一般 可 以 假设 零 初 始 条 件 , 即 令 a = 0, 这 时 微分 
记号 可 以 简写 成 乡 “站 四 。Riemann-Liouvijle 定义 为 目前 最 常用 的 分 数 阶 微 积 
分 定义 。 特 别 地 , 今 左 右 侧 的 下 标 分 别 表示 积分 式 的 下 界 和 上 界 革 。 

由 这 样 的 积分 还 可 以 定义 出 分 数 阶 微分 。 假设 分 数 阶 ? -1< 8 芯 m， 则 定义 
其 分 数 阶 微分 为 





(np 1 d" [「『 太 T) 
.211 人 = 天 2 7g] = FT- 厅 天 上 ET 1) 
4. Capnuto 分 数 阶 微分 定义 
Capnito 分 数 阶 微分 定义 为 
] [(?m 十 1) 
09200V 掏 = FT 二 | 所 dr (9-1-8) 


其 中 , a = 网 十 记 7 为 整数 ,0 < ?+ 系 1。 类 似 地 ，Capnuto 分 数 阶 积分 定义 为 





027 = 上 一 | 让 人 号 dr TY<0 (9-19) 
可 以 证 明 中 ， 对 很 广 一 类 实际 函数 来 说 ，Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积 

分 定义 及 Riemann-Liouville 分 数 阶 微 积 分 定义 是 完全 等 效 的 。Capnuto 定义 和 

Riemann-Liouville 定义 的 区 别 主要 表现 在 对 常数 求 导 的 定义 上 ,前 者 对 常数 的 

求 导 是 有 界 的 (为 0)， 而 后 者 求 导 是 无 界 的 ,Caputo 定义 更 适用 于 分 数 阶 微分 方 

程 初 值 问题 的 描述 。 本 节 主 要 研究 Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积 分 及 其 在 控制 

中 的 应 用 问题 。 

例 9-2 试用 Griinwald-Letnikov 定义 和 Cauchy 积分 公式 分 别 求 取 已 知 邓 数 矿 丰 一 

sin(3t 十 1) 的 0.75 阶 微分 ， 并 比较 得 出 的 结果 。 

求解 由 Cauchy 定义 ， 按 式 (9-1-2) 给 出 的 分 数 阶 微分 公式 可 以 立即 求 出 0.75 阶 微分 


0.75 
为 021 四 =3055 sin (st+ 5 ， 而 用 Grtnwaid-Letnikov 定义 的 微分 可 以 由 


glfqiff() 邓 数 得 出 。 这 样 ， 由 下 面 语 句 可 以 绘制 出 由 这 两 个 定义 得 出 的 分 数 阶 微分 
曲线 ， 如 图 9-2 所 示 。 
>> t=0:0.01:Pii y=sin(3*+t+1l); yl1=3”0.75*Sin(3*t+t+0.75*kpi/2) ; 
y2=8glLfdiftf(y:,t,0.75); plot(t,yt,t,y2，:--:) 
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和 









4 下 = 于 村 
一 GTrtinwald-Letnikov 下 全 ， 一 


[NA 
A[/ 











0UTr 
一 ] 
| 寻 NA 
了 L , ， 
0 0.5 ] 1.3 了 2.5 3 


图 9-2 不 同 定义 下 的 分 数 阶 微 分 曲线 


比较 两 种 定义 得 出 的 结果 ， 可 见 用 Caucjiy 积分 公式 定义 的 算法 没有 初始 突变 过 
程 ， 在 t+=0 区 域 以 外 二 者 几乎 是 一 致 的 。 从 得 出 的 结果 很 难 断 定 哪 个 定义 是 正确 的 ， 
因为 这 完全 取决 于 上 和 过 0 时 y% 的 值 是 什么 。 著 2 = 0， 则 显然 在 上 = 0” 时 刻 y 的 值 从 
0 突变 到 sin1， 所 以 这 时 分 数 阶 微分 值 应 该 为 co， 突变 的 影响 亦 将 持续 一 段 时 间 ， 故 
Griinwald-Letnikov 定义 能 正确 反映 该 函数 的 分 数 阶 微分 变化 ， 而 不 适合 用 Cauchy 
积分 公式 ; 著 在 上 和 0 时 原 通 数 仍 然 满足 函数 y 明 =sin(3t 十 1)， 则 在 上 = 0+ 时 函数 
没有 突变 ， 这 时 更 适合 使 用 Cauchy 积分 公式 。 


9.1.2 ”分数 阶 微 积 分 的 性 质 


分 数 阶 微 积分 有 如 下 性 质 吕 

中 解析 函数 /0 的 分 数 阶 导 数 o28 80 对 二 和 a 都 是 解析 的 。 

Ca = 九 为 整数 时 ， 分 数 阶 微分 与 整数 阶 完 全 一 致 , 且 o20Ab = 洲 坟 。 
G@) 分 数 阶 微 积分 算 子 为 线性 的 , 即 对 任意 常数 c,5， 有 


028 |aj 的 十 罗 全 202 8 十 oo2 9 的 (9-1 10 
GD 分 数 阶 微 积分 算 子 满足 交换 律 ， 并 满足 豆 加 关系 
020 6201 鸭 ] =o20|27G| = (9-1-11) 


人 ) 函数 分 数 阶 微分 的 Laplace 变换 为 


2|287J| = 2 六 革 [28 的 (9-1-12) 


大 一 ] 


特别 地 , 若 函数 fft) 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0, 则 .2[ogpz jbD] = se.2[F(b]。 
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本 


9.2 ”线性 分 数 阶 系统 的 时 域 与 频 域 分 析 


分 数 阶 系统 是 传统 的 整数 阶 系 统 的 直接 拓展 。 利 用 分 数 阶 微 积 分 的 Laplace 
变换 性 质 , 分 数 阶 系统 也 可 以 由 传递 函数 模型 描述 , 不 同 的 是 , 这 样 的 传递 函数 是 
分 数 阶 的 传递 函数 模型 。 例 如 , 单 变 量 系统 的 分 数 阶 传递 函数 表示 为 


间 1S?1 十 D25S7 十 …… .十 D 5STm 
Qi157 十 Go2552 十 :十 QT1S7m-1 十 CQnS?3n 


其 中 分 子 分 母 多 项 式 的 系数 om ai 为 实数 ， 且 阶 次 六 ,六 也 为 实数 。 分 数 阶 传递 函 
数 的 Laplace 变换 求解 是 很 复杂 的 ， 对 -一般 问 题 来 说 ,得 出 该 变换 解析 解 是 不 可 
能 的 。 本 他 将 研究 分 数 阶 传递 函数 的 时 域 与 频 域 分 析 方 法 ， 并 介绍 建立 分 数 阶 传 
递 图 数 MATLAB 类 的 基本 方法 及 应 用 。 


9.2.1 分 数 阶 传递 函数 模型 的 MATLAB 描述 


显然 , 如 果 给 出 式 (9-2-1) 中 给 出 的 分 数 阶 传递 函数 模型 的 系数 与 阶 次 ,可 以 
惟一 确定 该 传递 函数 模型 。 基 于 这 样 的 考虑 , 可 以 用 下 面 介 绍 的 方法 建立 其 一 个 
分 数 阶 传递 函数 的 类 fotf。 建立 类 的 最 基本 步骤 是 建立 一 个 efotf 目录 , 在 目录 
中 编号 两 个 函数 fotf() 和 display()， 前 者 描述 该 类 的 内 容 ， 后 者 描述 该 类 的 
显示 方法 。 有 具体 地 , 可 以 首先 建立 起 fotf .m 文件 : 

ftnction G=fotf(a,na,b,nb) 
zf Dargin==0O， 
G.a=[]; G.na=[]; G.b=[; G.nb=[; G=class(G, :fott，) ; 
elsejif isa(a, :fotf:)，G=a; 
elseif nargjin==1 妈 jisa(a, double:)，G=fotf(1,0,a,0) 
elLSse ， 
ii=finda(abs(a)<eps); aii)= 上 日 ; na(ii)=[]; 
ii=find(Cabs(b)<eps); b(ii)= 口 ; nb(ii)=[]; 
G.a=ai G.na=nai G.b=b;i G.nb=nb;i G=class(G,:fotf:) ， 
end 


该 图 数 的 调用 格式 为 G=fotf(a,7,b,7) ， 其 中 ,向 量 a 和 妃 分 别 为 系统 
的 分 母 和 分 子 多 项 式 系数 向 量 , 而 7 和 7 为 系统 的 分 母 和 分 子 的 阶 次 向 量 。 
妃 一 个 基本 的 函数 为 类 显示 函数 display()， 其 内 容 为 
function display(G) 
stITN=polydisp(G.b,G.nb); strD=polydisp(G.a,G,nal) ; 
nm=max([1ength(strN) ,Length(strD)]) ; 
nn=1ength(strN) ; nd=length(strD) ; 
disp([char(” :*ones(1,floor((nm-nmn)V2))) strN] ) ， 
dqisp(char(':-:*ones(1,nm))); 
disp([char(” :*ones(1 ,floor((nmn-nd)V2))) strD] ) 


C(s) 一 








(9-2_1) 
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人 


function StIP=polydisPp(P ,DP) 
P=，:; [np,ii]=sort(np, "descend'); Pp=P(Cii) 
for 1i=1:1engthkP)， 
P=[P,:+， ,num2str(Pp(i))， sf ,num2str(np(i))， 上 7] ; 
end 
P=P(2:end); P=strrep(P， 2S OF 1) P=sStrrep(P ， :十 -一 ) ; 
P=Sstrrep(P,{1+，,: ); P=strrep(P， +18 7 ，+S 7 ) 1; 
StrP=StrTrep(P，'-1Ss7，-S72); 
if length(strP)>=2 娘 stTrP(1:2)==:18，，StrP=strP(2:endq) ; end 


有 了 这 两 个 函数 ， 就 可 以 在 MATLAB 工作 空间 中 直接 建立 起 一 个 分 数 阶 传 
递 函数 类 , 然后 在 MATLAB 环境 中 对 该 系统 进行 进一步 分 析 ， 就 像 前 面 介 绍 的 
tt 类 一 样 。 


例 9-3 试 将 分 数 阶 传递 函数 输入 到 MATLAB 工作 空间 。 


_Ds0.63 _ 4 
求解 先 分 别 定义 出 系统 的 系数 与 阶 次 向 量 ， 则 可 以 由 下 面 的 语句 直接 在 MATILAB 
环境 中 建立 起 分 数 阶 传 递 函 数 对 象 

>> b=[-2,-4] ;， nb=[0.63,0];， a=[2 3.8 2.6 2.5 1.5]; 

na=[3.501,2.42,1.798,1.31,0]; G=fotft(a,na,b,nb) 

由 该 对 象 内 部 的 display() 函数 可 以 自动 地 按照 规定 格式 将 其 显示 出 来 。 

还 可 以 在 etf 目录 中 建立 起 一 个 fotf.m 文件 ,内容 如 下 。 该 文件 可 以 将 一 
个 整数 阶 传递 函数 模型 对 象 转换 成 fott 对 象 。 


function G1=fotf(G) 

n=G.num{t1}+; dq=G,denf1+; il=find(abs(n)<epg); iIi2=find(abs(d)<eps) ; 
if Jength(it)>0 女 11(1)==1，Dn=n(il(1)+1:end); end 

if length(i2)>0 女 12(t)==1，d=d(i2(Ct)+l:end)j;i enqd 
Gli=fotf(d,Length(dqd)-1:-1:0mn, Length(n)-1:-13:0) 


9.2.2 ”分数 阶 模块 的 互联 定义 


前 面 介绍 过 整数 阶 系统 模型 的 串联 、 并 联 和 反馈 连接 。 类 似 于 这 些 连接 方法 ， 
可 以 在 efotf 目录 下 编写 plus .m, mtimes.m 和 feedback.m 文 件 ， 分别 表示 模 
块 的 串联 、 并 联 和 反馈 连接 。 这 些 函 数 使 用 了 面向 对 象 编程 的 重 载 技术 。 这 些 函 
数 的 内 容 分 别 为 
四 加 法 函数 plus () 可 以 实现 分 数 阶 模 块 的 并 联 
function G=plus(Gl,G2) 
a=kron(Gt.a,G2.a);，， b=[kron(Gt.a,G2.b)，KronGG1.p,G2.3)]; 
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是 


na= 人 和; nb= 昌 ; 
for i=1:1ength(Gt.al) ， 

na= [na Gl1.na(i)+G2.na]l ; nb=[nb，Gt.naCi)+G2.nbj; 
enQ 
for 1I=1:1Length(G1.b)，nb=[nb Gt.nb(i)+G2.na];i enda 
G=unidque (fotf(a;na,b,nby) ) ; 


@C) 乘法 函数 mtimes() 可 以 实现 模块 的 串联 


function G=nmntimes(GL1 ,G2 ) 

G2=fotf(G2) ，a=kron(Gt.a,G2.a)， 

b=Kkron(G1.b,G2.b);， na=[] ;nb=[]; 

for i=t:length(G1.na) ，nha= [na,G1.na(i)+G2.na] ; end 
for i=1:JIength(G1.nb)，nb=[nb,G1.nb(i)+G2.nb]; end 
G=unique (fotf(a,na,b,nb) ) ; 


@) 反馈 函数 feedback() 可 以 实现 模块 的 反馈 连接 


function G=feedback(F ,H) 
HE=fotf(H) ;， b=kron(F.b,H.a); 
a= [kron(F.b,H.b)，Kkron(F.a,H.a)]; na= 门 ; nb=[]; 
for i=1:1ength(GF.b) ， 

nb=[nb FE.nb(i)+H.nb]j;i na=[na,F.nb(i)+H.nb]; 
end 
for fi=1:JIength(F.a)，na=[na 上 .na(i)+H.na]l;i end 
G=unique (fotf(a,na,b,nb) ) ; 


外 化 简 函 数 unique(): 因为 通过 前 面 的 连接 函数 可 能 出 现 可 以 对 消 的 零 极 
扣 , 或 可 能 出 现 同 类 项 , 所 以 可 以 定义 出 下 面 的 函数 ,对 得 出 的 分 数 阶 传递 函数 对 
象 进行 化 简 
function G=tnidue(G) 
[a,n]=polyuniq(G.a,G.na)j G.a=a;i G.na=n; 
[a,n]=polyuniq(G.b,G.nb); G.b=a;i G.nb=n; 
function [a,an]=polyuniq(ay,an) 
[an ,iij=sort(an, descend:); a=a(ii); ax=diff(an); key=l; 
for ii=1:1ength(ax) 
if ax(i)==0， 
a(key)=a(key)+a(key+l); a(key+l)=[; an(key+1)= 口 ; 
else，Key=key+1T; end 
ena 


人 目 减 示 数 unminus (): 定义 了 自 减 函数 就 可 以 计算 -G 
function G=uminus(G1) 
G=fotf(G1.a,G1.na,-Gl1.b,Gt.nb) ; 


G) 减法 函数 : 定义 了 减法 函数 就 可 以 计算 G; - G。， 
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function G=minus(G1 ,G2) 
G=G1+(-G2) ; 


O) 道 函数 inv(): 可 以 计算 11G 


_function G=inv(G1i) 
G=fotf(G1.b,G1.nb,G1.a,G1.na) ， 


例 9-4 假设 单位 负 反 馈 系 统 的 分 数 阶 子 模型 为 


0.8s!L2 十 2 
3 一 Crfs) = 


350.8 





C(s) 


试 求 出 闭环 系统 的 传递 也 数 模型 。 
求解 可 以 先 单独 输入 系统 的 对 象 模型 和 控制 器 模型 ， 然 后 用 下 面 的 命令 直接 得 出 闭 
环 系 统 的 分 数 阶 传递 柬 数 模 型 
>> G=fotf([1.1,0.8 1.9 0.4] ,[1.8 1.3 0.5 0] ,[0.8 2] ,[1.2 0])， 
Gc=fotf([3j ,[0.8j,[1.2 1.5] ,[0.72 0.33]); Ga=feedback(G*Gc ,1) 
这 样 得 出 的 闭环 模型 为 
0.96s 十 1.251 3 十 2.450 人 十 35033 
3.3s2.6 十 2.4s2.1 十 0.96s1.92 十 1.251.53 十 5.781.3 十 1.280.8 十 2.480.72 十 350.33 


可 见 ， 通 过 上 面 几 个 语 旬 就 可 以 得 出 系统 的 闭环 模型 ， 所 以 这 样 定义 的 通 数 使 用 
起 来 还 是 很 方便 的 ， 它 可 以 化 简 整 个 分 教 阶 系统 的 分 析 与 设计 过 程 。 


Ca(5) 


9.2.3 分数 阶 系统 的 频 域 分 析 


对 分 数 阶 传递 函数 来 说 ,如果 用 jw 直接 取代 传递 函数 中 的 s， 则 可 以 将 分 数 
阶 传递 函数 闭环 成 和 w 相关 的 G(jw) 函数 ， 该 函数 可 以 同样 分 别 写成 实 部 和 虚 部 
的 表示 形式 或 幅 值 相 位 的 表示 形式 ,这 样 可 以 简单 地 得 出 分 数 阶 系统 的 频 域 响 应 
数据 .根据 这 样 得 出 的 频 域 响应 数据 , 可 以 同样 绘制 出 系统 的 Bode 图 、 Nyquist 
图 和 Nichols 图 。 可 以 在 efotf 目录 下 的 重 载 函数 bode.m 文件 绘制 出 系统 的 
Bode 图 ,该 函数 的 内 容 为 
function H=bode(G ,w) 
a=6.23a; eta=G.naj b=G.b;i gamma=G.nb ; 
if nargin==1，w=logspace(-4,4) ;end 
for 1i=dT:1ength(w) 
P=b*((sSqrt(-1)*w(i)) .>Eamma.，) ; 
Q=a*+((sqrt(-1)*w(i)).>eta.:);， H1C)=P/Q: 
end 
Hl=frd(Hl,w); it nargout==0，bodqe(H1) ;else，H=H1，ena 


是 
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该 函数 的 调用 格式 为 瑟 =bode(G,w)， 其 中 G 为 分 数 阶 传递 函数 对 象 ，w 
为 用 户 选 定 的 频率 向 量 ， 该 变量 可 以 省 略 ， 采 用 默认 值 。 和 整数 阶 系统 的 bodqe () 
明 数 类 似 , 若 不 返回 互 变量 , 则 会 日 动 绘制 出 系统 的 Bode 图 。 类似 地 , 在 该 目录 
中 还 可 以 编写 nyquist.m 文件 和 nichols.m 文件 。 
function nyquist(G，,w) 
if nargin==1，w=1LIogsPace(-4,4); end;i H=bode(G,w)i nyquist(H) ; 


function nichols(G ,VW) 
if nargin==1，Ww=1ogspace(-4,4); end; H=bode(G,w); nichols(H) 


例 9-5 试 绘制 出 例 9-4 中 给 出 的 开 环 模型 Bode 图 和 Nichols 图 。 
求解 可 以 由 下 面 语句 分 别 绘制 出 校正 前 与 校正 后 的 开 环 系统 Bode 图 和 Nichols 图 ， 
如 图 9-3 (aj、(b) 所 示 。 可 见 ， 使 用 分 数 阶 传递 函数 对 象 后 ， 系 统 分 析 几 平和 整数 阶 系 
统一 样 容 易 。 
>> G=fotf([1.1,0.8 1.9 0.4] ,[1.8 1.3 0.5 0],[0.8 2],[1.2 0])， 
Gc=fotf([3], [0.8]，[1.2 1.5] ,50.72 0.33]); H=fotf(1.0.1,0) 
Hl=bode(G) ; H2=bode(G*xGc);i bode(H1,H2,::，) 
figure; nhichols(BHl,H2,::); grid 


Bode Diagram 
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Freq Yy 1radysec) (pen-Loop Phase (deg) 
(a) Bode 图 


(b) Nichols 图 
9-3 分 数 阶 系统 的 频 域 分 析 


9.2.4 分 数 阶 系统 的 时 域 分 析 


和 频 域 响应 分 析 相 比 ， 分 数 阶 系统 的 时 域 分 析 要 复杂 一 些 。 考虑 一 类 简单 的 
分 数 阶 微分 方程 吕 


012 十 0228 人 十 :十 on 2 有 二 an2g 人 一 w( 直 (9-2-2) 


其 中 以 区 为 某 已 知 函数 。 假 设 输出 信 叶 y(b 及 其 各 阶 导数 的 初 值 均 为 0， 则 可 以 





9.2 线性 分 数 阶 系统 的 时 域 与 频 域 分 析 


本 


由 Laplace 变换 写 出 系统 的 传递 函数 模型 


Gfs) - 人 (9-2-3) 
CS71L 十 Q2372 十 … 十 CQ 1S1n-1 十 QnS7n 
再 考虑 Griinwald-Letnikov 分 数 阶 微 积 分 定义 ， 可 以 写 出 上 述 微分 方程 的 离 
人 散 形式 为 


[tt 一 aVR [一 7 有 
未 之 人 (一 7P) = 志 | 十 2 oo 人 0- 状 
(9-2-4) 
其 中 wy” 可 以 由 式 (9-1-4) 递 推 求 出 。 代 入 式 (9-2-2)， 则 可 以 写 出 分 数 阶 微分 方 
程 的 数值 解 为 








V 伯 


防 QG)/P 
一 二 10- -2 元 开 。 12 也 天 (9-2-5) 


现在 考虑 式 (9-2-1) 中 给 出 的 一 般 形 式 。 如 果 先 对 等 号 右 侧 的 函数 v(t) 求 分 
数 阶 导 数 ， 则 显然 可 以 将 原 方 程 变换 成 右 侧 为 立 伯 的 形式 ,这 样 套 用 上 述 的 公式 
驶 可 以 求 出 一 般 微 分 方程 的 数值 解 。 在 实际 编程 运算 中 ,， 先 求 导 可 能 导致 计算 误 
送 ， 故 可 以 考虑 先 求 在 &( 坟 激励 下 的 引 电 ,再 对 得 出 的 旨 按 照 等 号 右 侧 的 方式 
求 导 。 对 线性 系统 来 说 这 个 方法 是 完全 等 效 的 。 基 于 这 个 算法 ,可 以 编写 出 一 个 
重 载 函数 1sim() 来 实现 任意 输入 的 分 数 阶 系统 数值 解法 。 

function y=Jlsim(G,ua,t) 
a=G.ai eta=e.na; b=6.b; gamma=G.nb; nA=1length(a)] ; h=t(2)- 七 (1) ; 
D=sum(a./ [hetaj); W=D; nT=length(t); vec=[eta gamma] ; 
D1=b(:) .Ah .gamma(:); yt1=zeros(nT,1); W=ones(nT,1ength(vec)) ; 
for j=2:nT，W(j,:)=W(j-l1,:).*k(1-(vec+1)/(j-t))，end 
for 1=2:DT 
A= [yt(i-1:-1:1)]2*W(2:1,1:nA) ; 
yl1(i)=(uli)-sun(A.*ra./[h.>eta]))VD; 
end 
for i=2:nT，y(Gi)=(WC1:I,DA+l:end)*D1)2*[yl(i:-t:1)]，enq 


该 函数 的 调用 格式 为 Vy=lsim(G,u,t ， 其 中 时 间 向 量 和 输入 点 向 量 分 别 
由 寺 和 飞 给 出 。 注 意 ， 当 计算 点 需要 很 多 时 ,这 样 的 求解 方法 可 能 比较 慢 。 

基于 lsim() 函数 ,可 以 编写 一 个 重 载 的 step() 函数 来 绘制 分 数 阶 系统 的 
除 跃 啊 应 曲线 


function y=step(G,t) 
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u=ones(size(t)); y=lsim(G,u,t); if nargout==0，Plot(tt,y)i end 


该 函数 的 调用 格式 为 y=step(G ,六 ， 其 中 G 为 分 数 阶 传递 函数 模型 , 蕊 为 时 间 
向 量 ， 系 统 的 阶 跃 响应 数据 由 向 量 y 返回 。 若 调用 函数 时 不 返回 任何 变量 ， 则 将 
自动 绘制 阶 跃 响应 曲线 。 
例 9-6 试 绘制 出 分 教 阶 系统 Ga) = -65 一 06TT TD 的 阶 路 响应 曲线 。 
求解 选择 不 同 的 步 长 ,由 下 面 语 句 可 以 立即 绘制 出 系统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 9-4 所 
示 。 可 见 ， 如 果 不 是 将 步 长 选 得 太 大 ， 如 本 例 中 的 0.1，step() 函数 还 是 可 以 精确 地 求 
出 系统 的 时 域 响应 的 。 值 得 指出 的 是 ， 在 仿真 结束 后 应 该 选择 另外 一 个 不 同 的 步 长 来 
检验 仿真 结果 是 否 正 确 。 
>> G=fotf([1 0.75 0.9] ,[0.8 0.4 0] ,5,0) ; 

tt=0:0.001:10; t2=0:0.01:10; t3=0:0.1:5) 

yl1=step(G,t1); y2=step(G,t2); y3=step(G,t3) ; 

plot(tl,yt,t2,y2,:--:,t3,yY3，: )) 


一 :一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一- 





0 ] 之 3 全 5 6 了 9 It0 


图 9-4 分 数 阶 系统 的 阶 跃 啊 应 曲线 


9.2.5 一 类 分 数 阶 线性 系统 时 域 响应 解析 解 方法 


类 似 于 整数 阶 函 数 的 部 分 分 式 展 开 法 ， 求 解 一 类 线性 系统 时 域 啊 应 解析 解 可 
以 通过 引入 Mittag-Le 重 er 函数 来 获得 。Mittag-Lefaer 函数 是 指数 函数 ez 的 拓 
广 。 带 有 两 个 参数 的 Mittag-Le 弓 er 函数 的 定义 为 





Eu,akzj 二 2 FE 二 万 (oO > 0) (9-2-6) 
显然 ,指数 函数 ez 是 Mittag-Le 旨 er 函数 的 一 个 特例 
人 (一 放 TIETTJ 二 2 一 
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证 和 


由 Mittag-Le 鱼 er 函数 的 定义 还 可 以 导出 其 他 的 特例 ， 如 


品 1(z) = cosh(Vz)， 针 3(z) 三 2 一 as(z) 一 Sinb(V 2 (9-2-7) 





V/Z 
哆 /21(Vz) 一 ee (9-2-8) 
这 样 , 由 ?7 项 构成 的 分 数 阶 微分 方程 的 解 可 以 表示 为 
1 < (-bU7 一 
y( 坟 一 Q < 二 7 网 罗 2 (7 Ao， 上 ， 四 Kn 32) 


2 Ci (6 -gu im+ps+ 呈 (6 -GO)-1 

旬 总 (9-2-9) 

， Cr 

4 一 日 

(mm) ，_ (- Cn 一 1 人 

1 一 有 1， 如 rn 十 》， [On 1 一 呈 7)K; Cn 
3=0 
式 中 色 ,e(z) 为 式 (9-2-6) 中 定义 的 两 参数 Mittag-Lefher 函数 , 且 
d7 一 (7 十 兄 ) 7 
人 tm 一 -一 一 鲜 人 上 一 -一 一 ~ -一 一 9 
3(7) 一 工 @e(Z) 2 _ TO 下 可 (9-2_10) 


J=0 


其 中 心 = 0.12……。 用 MATLAB 语言 可 以 立即 编写 出 求 取 Mittag-Lefaer 函数 
的 7? 阶 导 函 数 的 函数 mL_fun.m 
function f=ml_fun(a,b,x,na,eps0) 
it Rargin<5，eps0O=eps;i end 
if nargin<4，Dn=0; end，f=0; fa=1; j=O0; 
While norm(ta,1)>=eps0 
fa=gamma(j+nD+1l)V/gammna(j+l)/Vgamma(a*rj+ayrn+b)#X. ~j; 
T=ft+{tai j=j+l; 
end 
该 函数 的 调用 格式 为 f=ml_ fun(a,8,wneo)， 其 中 上 为 可 以 接受 的 误差 
限 .。 得 出 的 矿 向 量 即 为 所 需 的 &3(y), 其 中 % 为 自 变量 向 量 。 函 数 后 两 个 变量 的 
默认 值 为 九 一 U c0 一 epPS。 
例 9-7 分 别 绘制 出 玖 1 (9) 和 @2) ，(y) 曲线 。 
求解 由 前 面 的 叙述 已 知 ， 前 者 的 解析 解 为 eg， 而 后 者 没有 解析 解 。 下 面 的 语句 可 以 
绘制 出 这 两 个 邓 数 的 曲线 ， 如 图 9-5 (a)、(b) 所 示 ， 其 中 解析 解 的 函数 曲线 和 计算 出 来 
的 结果 是 完全 重 会 的 。 
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人 .5 


- 。 1 
(a) 红 (z) 曲线 (pb) & 和 8 ，(m) 曲线 


图 9-5 Mittag-Lefaer 导 函 数 曲 线 


1.5 了 


>> X=0:0.001:2; yt=ml_fun(1,1,Xx,5); Plot(xX,y1L,X,exp(X) ， -一 )) 
figure; y2=m]l_funksqrt(2) ,1.3:,xX,2); P1lot(Xx,y2) 
一 般 系统 的 时 域 响应 解析 解 表 达 式 (9-2-9) 有 时 过 于 复杂 ,所 以 这 里 只 考虑 


人 一 vv  - WA [6|] 
特殊 模型 G(e) = 二 翅 二 5T 的 阶 跃 响应 解 
] .二 (一 1)8Gkt 二 (ET1)P2 3 
区) = oo > 阿 (可 (9-2-11) 


玉 一 侨 


其 中 0 一 Qo/aa2， C1 一 al/ao2。 仿照 前 面 的 mL_fun() 级 数 可 以 编写 出 下 面 的 阶 跃 
曙 应 数值 求解 函数 
function y=ml_step(a0,al,a2,bl,b2,t,eps0) 
Vy=0;i K=0; ya=t;i a0=a0/a2; aiti=al/a2; 
if Dargin==6，eps0O=epsj end 
while max(kabs(ya))>=eps0 
ya=(-1) AgammaCkt+t1)*a0>~Kkt.”((K+t1)*xb2) . 光 .，. 
ml_fun(b2-bl,b2+b1l*rxk+l,-al#t.”(b2-b1) ,k,eps0) ; 
y=y+yaj 区 =KX+1T ; 
end 
y=y/a2 ; 


该 函数 的 调用 格式 为 V=ml1_step (ao ,al,aa,01 ,Ga ,t,eo) 。 

例 9-8 重新 考虑 例 9-6 中 给 出 的 系统 ， 试 用 Mittag-Lefaer 函数 的 形式 求解 该 系统 的 
阶 跃 响 应 曲线 ， 并 比较 前 面 得 出 的 结果 。 

求解 显然 ,ao = 0.9,al =0.75,as = 1 0 = 0.4,9 = 0.8， 这 样 由 下 面 的 语句 可 以 得 
出 原 系 统 阶 路 响应 的 数值 解 ， 和 前 面 由 step() 函数 得 出 的 曲线 和 图 9-4 给 出 的 完全 
一 致 , 无 法 区 分 。 二 者 之 间 的 误差 如 图 9-6 所 示 ， 可 见 两 种 方法 得 出 的 都 是 很 精确 的 。 





9.4 分 数 阶 微分 环节 的 滤波 器 近似 


间 


>> t=0:0.001:5; y=ml_step(0.9,0.75,1,0.4,0.8,t) ; 
G=fotf([1 0.75 0.9] ,[0.8 0.4 0] ,5,0); yl=step(G,t) ; 
plot('t,5*y 沁 ;yL1，，--”)，figurej plot( 幻 ,5*ky-y1) 


x10 一 3 
] .如 三 -一 -一 一 一 一 一 一 一- 

















0 1 
图 9-6 两 种 方法 得 出 的 阶 路 响应 曲线 之 间 的 误差 曲线 


从 前 面 实际 例子 的 仿真 可 见 , 由 基于 Griinwald-Letnikov 定义 的 分 数 阶 微分 
计算 得 出 的 阶 跃 响应 计算 量 比 Mittag-Le 鱼 er 函数 的 算法 计算 量 明 显 小 ,适用 面 
三 很 多 , 所 以 在 后 面 的 研究 中 侧重 于 该 方法 的 使 用 。 


9.3 “分数 阶 微 分 环节 的 滤波 器 近似 


前 面 给 出 了 各 种 分 数 阶 微分 的 定义 并 着 重 研 究 了 Grimnwald-Letnikov 徽 分 
算法 ， 然 而 ,这 些 定义 能 够 使 用 的 前 提 是 ,函数 (的 的 表达 式 是 已 知 的 ，/b 未 
知 , 则 这 些 定义 无 法 使 用 。 在 控制 系统 研究 中 , 系统 内 部 信和 号 的 解析 表达 式 通 党 
是 不 知道 的 , 所 以 需要 某 种 方法 直接 由 信和 号 的 采样 点 来 近似 信和 号 的 分 数 阶 微 积分 。 
这 里 将 介绍 的 基于 滤波 器 的 计算 方法 是 解决 这 一 问题 的 有 效 方法 。 


9.3.1 _Oustaloup 递 推 滤波 器 


文献 5 总 结 了 对 分 数 阶 微分 器 的 各 种 连续 的 滤波 器 逼近 ,离散 滤波 器 逼近 
也 有 相应 的 研究 相 , 在 众多 滤波 器 中 ， Oustaloup 递 推 滤波 器 回 的 性 能 是 很 出 众 
的 。 由 于 纯 微 分 器 的 频 域 特 性 是 斜 线 , 所 以 不 存在 任何 滤波 器 能 在 全 频段 对 微分 
器 有 很 好 的 近似 ， 只 能 在 某 个 感 兴趣 频段 内 实现 微分 器 的 逼近 。 假设 需要 逼近 的 
频段 为 (wb,wh)， 可 以 将 相应 的 滤波 器 写成 


5 十 ck 


S 十 CO 





cr(s)=K 本 (9-3-1) 


天 一 一 人 
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其 中 ,， 零 极点 和 增益 可 以 由 式 (9-3-2) 计算 出 来 


Ce ,下 = 罗 (9-3-2) 


3 


5 二 二 dr 一) K 十 十 寺 (1+Y) 
一 Lo 一 FT 一 
ck 二 wh 
CUb 


根据 上 述 的 算法 可 以 直接 编写 出 MATLAB 函数 oustafod() 来 构造 连续 整 
数 阶 滤波 器 。 这 时 当 信 和 号 y(b) 通过 此 滤波 器 后 ， 滤 波 器 的 输出 可 以 近似 地 看 成 
90V 人 的 信和 号 的 近似 。 

function G=oustafod(r ,N,wb,why) 

mu=wh/wb; Kk=-N:N; V_kp=(mnu).”((k+N+0.5-0.5*T)/(2*N+1))*wb; 

WwW_Kk= (mu) .~((K+N+0.5+0.5*r)/(2*N+1) )*wWb ; 

K=wh Ti G=tf(4zZPK(C-w_kp，，-wW_K，,K) ) ; 
该 函数 的 调用 格式 为 Gr=oustafod(7y,N,wb,wn) ， 其 中 ,7 为 微分 的 阶 次 ; 变 
量 2N +1 为 滤波 器 的 阶 次 ; (we,wn) 为 感 兴趣 的 频段 ; 返回 的 Gr 即 为 设计 出 的 
例 9-9 假设 wb = 0.01,wn = 100rad/sec, 试 设计 出 连续 滤波 器 , 对 t) = er-tsin(3t 十 
1) 信号 计算 0.5 阶 微分 。 
求解 选择 感 兴趣 的 频段 为 (0.01, 100)， 并 选择 阶 次 N = 2,3， 则 可 以 通过 下 面 的 语句 
直接 设计 出 滤波 器 

>> Gl=oustafod(0.5,2,0.01,100) ，G2=oustafod(0.5,3,0.01,100) 

boqe (Gt ,G2) 

这 样 设计 的 两 个 滤波 器 分 别 为 
10s 十 298.5s4 十 1218s3 + 768.5s2 十 74.97s 十 1 


CI1(5) 一 -PETRO 
15) 一 下 7407901769809 十 T2805 十 298.5s 十 10 


105 "十 509.4s6 十 5487s5 十 1.499x104s4 二 1.079x104s3 上 2045s2 二 98.345 二 1 
5 /十 98.34s6 十 2045s5 十 1.079x 104s4 十 1.499x104s3 十 5487s2 十 509.45 十 10 


上 面 的 语句 还 可 以 直接 绘制 出 该 滤波 器 的 Bode 图 ,如 图 9-7 (a) 所 示 ， 在 该 图 中 还 生 
印 了 直线 ,表示 (jw)y 的 理论 值 。 由 下 面 的 语句 还 可 以 绘制 出 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 
数 阶 微分 曲线 ， 同 时 也 可 绘制 出 由 Griinwald-Letnikov 定义 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 曲 
线 ， 如 图 9-7 (b) 所 示 。 可 见 ,， 由 滤波 器 计算 出 来 的 分 数 阶 微分 结果 还 是 很 精确 的 。 
>> t=0:0.001:Pi;i y=exp(-t) .*Sin(3+kt+1); yO=glfdiff(y,t,0.5); 
yl=lsim(G1i,y,t); y2=1sim(G2,y,t); plot(t,y0,t,y1，-- ,ty2，: 7) 
当然 ,用 该 罩 法 还 可 以 在 更 大 的 频率 范围 内 拟 合 分 数 阶 微分 函数 ， 这 时 需要 适当 
增 大 拟 合 的 阶 次。 下 面 给 出 在 (10-“, 10?) 频段 内 的 拟 合 效果 如 图 9-8 所 示 。 可 见 ， 对 
这 样 大 的 频率 范围 ， 不 再 适合 N = 2 的 近似 ， 而 应 该 采用 更 大 的 入 值 , 如 N 4。 


(ro (5) 一 
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Beode Diagram 

30 
3 一 
号 10 
中 o 
由 .10 
径 

_20 ] 

-30 一 二 

103 107 1071 10? 10: 10 1 ， ， 

Frequeney (Tadjsec) D 有 .5 1 1 .5 之 2.5 3 
(a) 不 同 采 样 周 期 的 结果 比较 (b) 分 数 阶 导数 曲线 


图 9-7 顶 数 的 分 数 阶 寻 数 


>> G=oustatfod(0.5,2,1e-4,1e4); Git=oustafod(0.5,3,1e-4,te4) ; 
G2=oustafod(0.5,4,1le-4,1e4); G3=oustafod(0.5,5,1e-4,1te4) 
bode(G，,:-:，G1，:--:，G2，: 72，G3，-.，)，) 
Bode Diagram 
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图 9-8 不 同 阶 次 下 的 泪 波 器 近似 效果 
例 9-10 试用 滤波 器 近似 的 方法 求 出 分 数 阶 传递 函数 模型 的 整数 阶 近似 模型 。 


_os063 _ 4 
求解 可 以 考虑 将 传递 函数 中 的 分 数 阶 微分 表达 式 均 由 Oustaloup 滤波 器 替换 ， 这 
样 就 可 以 用 整数 阶 传递 函 数 逼 近 原 始 的 分 数 阶 传递 函数 了 。 假 设 感 兴趣 的 频段 为 
(10 一 ,104)， 高 阶 项 如 s3.501 可 以 由 s3s0.501 近似 ， 这 样 就 可 以 通过 下 面 的 语句 台 近 原 
分 数 阶 微 分 方程 模型 了 。 
>> N=4; wl=le-3; WwW2=1le4; gl1=oustafod(0.501,NW,wl,w2); sS=tf(:s))， 
g2=oustafod(0.42,N,wl,w2); g3=oustafod(0.798,N,wl,w2) ; 
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g4=oustafod(0.3t,N,wl,w2); g5=oustafod(0.63,N,wWL,w21) ; 
G1=(-2*g5-4)/(2*S~3*rEg1l+3.8*+*S~2kgE2+2.6+kS+rg3+2.5+SykE4+1.5) ; 
可 见 ， 这 样 得 出 的 整数 阶 近似 的 阶 次 是 相当 高 的 ， 达 到 48 阶 。 下 面 的 语句 可 以 
绘制 出 原 系 统 和 近似 系统 的 Bode 图 和 阶 跃 响 应 曲线 ， 分 别 如 图 9-9 (aj、(b) 所 示 。 在 
Bode 图 的 相 频 特性 中 二 者 似乎 有 很 大 差异 ， 事 实 上 ， 二 者 相差 360"， 所 以 可 以 认为 二 
者 是 完全 一 致 的 。 由 图 中 的 响应 曲线 可 见 ， 这 样 得 出 的 整数 阶 近似 是 相当 精确 的 。 
>> b=[-2 -4]; nb=[0.63 0]; a=[2 3.8 2.6 2.5 1.5] ; 
na=[3.501 2.42 1.798 1.31 0] ; G=fotf(a,na,b,nb)， 
w=Jogspace(-4,4,500); H=bode(G,w);i bode(G1,H,{fle-4,tie4l+) ; 
flgurei t=0:0.004:30; y=step(G,t); step(G1,30); line(t,y) 
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图 9-9 滤波 器 近似 与 原 系统 的 时 域 、 频 域 比较 


9.3.2 ”改进 的 Oustaloup 滤波 器 


从 前 面 介绍 的 Oustaloup 滤波 器 拟 合 效果 可 见 ， 在 频段 [wp,wn] 的 两 个 端点 
附近 的 拟 合 效果 不 理想 , 所 以 这 里 将 提出 一 个 改进 的 滤波 器 方案 [9 在 拟 合 的 频 
段 内 ， 分 数 阶 微分 算 子 sa 可 以 由 分 数 阶 传递 函数 来 近似 

开 (s) = 2 (9-3-3) 


1 + 7 一 
dm 


全 2 2 
0<e<ls- 和 5>0d4>08K= (站 ( 吉 ) o 





an 
在 频段 wb < w < wr， 由 Taylor 医 级 数 可 以 表示 为 


天 (5s) 三 ( 蕊 ) ( 十 QD(s) 十 cm 十 … (9-3-4) 





9.3 分 数 阶 微分 环节 的 滤波 器 近似 


站 




















一 ds- 十 qq 、 
其 中 2DL(5) 一 2 二 8 可 以 导出 
(dco)"b 王 
人 已 市 
人 主人 ea 
1 二 ap( 引 十 一 (十 1 
将 Taylor 级 数 截 断 到 其 第 一 项 ， 则 
加 (YY 
1 十 
位 一， (awp)s ;wb (9 3 6 ) 
(+ap(9) TI+ 过 加 
wh 
这 时 ， 分 数 阶 微分 算 子 可 以 近似 成 
+ 一 
au ds2 十 jobs Eu 
( 宝 ) (元 一 as2 Donas 二 1 3 (9 
和 


可 以 证 明 , 陈 (9-3-7) 中 给 出 的 多 项 式 在 感 兴趣 频段 (wu,wn) 内 是 稳定 的 名 。 
这 样 , 却 (9-3-7) 中 的 非 有 理 部 分 可 以 近似 成 

















、， 
_ 1 1 人 工 +5/uwk 
Ko 二 (3 
这 样 ， 由 前 面 介 绍 的 递 推 方法 , 可 以 写 出 分 数 阶 微分 算 子 的 改进 滤波 器 
wo _ (dun Gs” 十 Bons 一 5 十 cf 
8 (元 一 oa0)s2 十 popns 十 元 下 S 十 cn (人 39) 
其 中 , 实数 极点 和 零点 可 以 写成 
[ 3 bn 控 答 
ww 一 ( 守 ) ，ux 二 6 (9-3-10) 


出 于 实际 拟 合 效果 考虑 , 一 般 可 以 取 岂 = 10, & = 9。 基 于 上 述 算法 ,可 以 编写 出 
MATLAB 国 数 new_fod() 来 设计 滤波 器 


function G=new_fod(r,N,wb,wh,b,d) 
if nargin==4，b=10; d=9; end 


时 
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本 


mu=wh/wb; k=-N:N; w_kp=(mu) .”((k+N+0.5-0.5*T)/(C2*NT+T) 7) 水 wb ; 
WwW_k=(mu) .~((k+N+0.5+0.5*Tr)/(2*N+1))*wb; K=(dxkwh/b) zz; 
G=ZzPK(-wW_Kkp:，,-wW_K:,K)*tf([d,bywh,0]， [dr*(1-Tr) ,bywh,drT]) ; 


该 函数 的 调用 格式 为 Gr=new_ fod(7y，N wb,wh,b,d) 。 


例 9-11 考虑 分 数 阶 模型 C(s) = 1 
波 器 和 改进 的 滤波 器 逼近 该 模型 ， 并 比较 逼近 效果 。 
求解 由 前 面 的 介绍 可 知 ， 分 数 阶 线性 系统 的 精确 Bode 图 可 以 由 重 载 的 bode() 函数 
直接 绘制 。 由 下 面 语 句 也 可 以 容易 地 绘制 出 两 种 不 同 滤 波 器 下 整个 系统 的 近似 Bode 
图 ， 对 0.2 阶 微分 的 近似 比较 如 图 9-10 (a) 所 示 ， 而 对 整个 系统 的 近似 比较 如 图 9-10 
(b) 所 示 。 可 见 ， 对 纯 微 分 的 近似 在 整个 感 兴趣 频段 的 拟 合 效果 ， 尤 其 是 在 边界 处 ， 远 
远 优 于 传统 的 Oustalop 滤波 器 ， 而 对 整个 系统 的 拟 合 效果 优势 更 明显 ， 接 近 原 系统 的 
频 域 响应 曲线 ， 而 传统 的 Oustaloup 滤波 器 效果 有 较 大 的 偏差 。 
>> b=[lL1 1]j;，a=[10,185,288,1]，nb=[1 0]; na=[3.2,2.5,0.7,0] ; 
w=1ogsPace(-4,4,200); G0=fotfka,na,b,nb); H=bode(G0O,w) ， 
S=ZPK(2S); N=4; wl=le-3; W2=1e3; b=10; d=9; 
g1=oustafod(0.2,N,Vwl,w2); g2=oustafod(0.5,N,wl,w2); at=gl; 
E3=oustaftod(0.7,N,wl,w2) ; 
G1=(s+1)/1OF*S ”3*+*gEl+185*kS ”2*rgE2+288*rE3+1) ; 
glL=new_fod(0.2,N,wl,w2,b,dq); E2=new_fod(0.5,N,wl,w2,b,d); 
g3=new_fod(0.7,N,wl,w2,b,d); bode(gl1，，-: ,al，-~，); 
G2=(s+1)/ 10*s ”~3*+g1+185*kS >”2+kEgE2+288*E3+1) ; 
figure;i bode(H，:- ,GT1，-- 2 ，G2， :2) 


试用 Oustaloup 滤 
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(a) s0.2 微分 环节 的 比较 (b) 整个 系统 的 Bode 图 比较 
9-10 两 种 滤波 器 的 Bode 图 比较 


9.3 分 数 阶 微分 环节 的 滤波 器 近似 


9.3.3 ”基于 Simulink 框图 的 分 数 阶 非 线性 系统 仿真 方法 


由 前 面 的 讨论 可 见 ， 改 进 的 Oustaloup 滤波 器 可 以 很 好 地 拟 合 分 数 阶 微分 
算 子 ， 所 以 可 以 考虑 封装 一 个 Simulink 模块 来 表示 分 数 阶 微分 算 子 ， 这 样 在 
Simulink 环境 中 就 可 以 搭建 出 任意 的 非 线 性 分 数 阶 系统 模型 了 。 为 了 避免 在 仿真 
时 出 现代 数 环 ， 可 以 在 这 样 定 义 的 微分 算 子 后 面 串 联 一 个 带宽 为 wn 的 低 通 滤波 
器 , 这 样 构造 的 Simulink 模块 如 图 9-11 (a) 所 示 。 由 Simulink 的 封装 功能 ,可 
以 构造 出 一 个 分 数 阶 微分 算 子 模块 ， 如 图 9-11 (b) 所 示 。 双 击 该 模块 ， 则 可 以 弹 
出 如 图 9-11 (c) 所 示 的 参数 设置 对 话 杠 来 定义 改进 的 Oustaloup 滤波 器 。 

wb=ww(1) ; wh=ww(2); G=new_fod(gam,n,wb,wh,10,9) ; 

num=G.num{1 上 +; den=G.den{1}; T=1/wh; str=?FractionalN\n， ，; 

if isnumeric(gam) 

if gam>0，str=[str，:Der SsS”~， num2str(gam) ] ; 
else，Sstr=[str，)Int  s”{ num2str(gam) )})] ; end 
else，Sstr=[str，'Der sgam']; end 


人 19 人 TO 的 99CPCTS 赤 1 攻 = 虹 
蝇 Function BlocK Paraaeters: ] 


Subsystem [maskj] 








Dum(s) 1 








Inl den(s) T.s+1 Outl 


Transfer Fcn Transfer Fcn1l 





Parameters 


Derivative order gamma 
(a) 分 数 阶 滤波 器 


Frequency range [wb.wh] 旋 人 

[0.001.1000 | 

0 = ia 
(c) 分 数 阶 微分 模块 参数 对 话 框 
图 9-11 分数 阶 微分 算 子 封装 模块 构建 

在 Simulink 仿真 过 程 中 , 这 样 建立 的 仿真 模型 可 能 接近 于 刚性 微分 方程 , 所 
以 应 该 将 算法 设置 成 odel5s 或 ode23tb， 以 确保 仿真 的 精度 和 效率 。 
例 9-12 试 求 解 分 数 阶 非 线性 微分 方程 。 


392029( 是 ， 
3 十 02205y( 十 0.92027y( 二 | 29 vt)| 守 了 2 人 (区 一 5sin(10t) 


(b) 封装 模块 (文件 名 : c9mfode.mdD]) 


求解 目前 一 般 的 分 数 阶 非 线性 微分 方程 没有 通用 的 求解 方法 。 对 原 微 分 方程 稍 加 处 
理 ， 则 可 以 推导 出 y( 世 的 显 式 表达 式 


号 汲 


3 了 滞 
tl) 一 一 |5 J 间 运 贡 人 7 一 一 
yt) 了 sin(107t) 3 十 0.220.8y(b 十 0.930.2y (四 29 yb 人 | 
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人 可 以 建立 起 如 图 9-12 (a) 所 示 的 Simulink 模型 。 可 见 ， 每 个 分 数 
分 算 子 可 以 由 前 面 建立 的 模块 表示 出 来 。 对 该 系统 进行 仿真 ， 则 可 以 得 出 如 图 
9-12 本 所 示 的 仿真 结果 。 如 何 对 得 出 结果 的 正确 性 加 以 检验 呢 ? 一 方面 可 以 考虑 用 
前 面 介绍 的 检验 方法 ， 选 择 微分 方程 求解 的 控制 参数 ， 另 一 方面 可 以 改进 Oustaloup 
滤波 器 的 参数 wb,wh, N。 对 本 系统 来 说 ， 选择 不 同 参 数 得 出 的 结果 是 完全 一 致 的 ， 所 
以 可 以 认为 这 样 得 出 的 结果 是 正确 的 。 
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(a) Simulink 仿真 模型 信件 和 c9mfod2.mdj]) (by 仿真 结果 
图 9-12 分 数 阶 非 线性 微分 方程 的 仿真 模型 与 仿真 结果 


9.4 分数 阶 系统 的 模型 降 阶 研究 


前 面 介 绍 了 用 改进 Oustaloup 滤波 器 近似 分 数 阶 微分 算 子 的 形式 去 逼近 线 
性 模型 的 方法 ,但 通过 例子 已 经 显示 , 这 样 的 拟 合 将 导致 非常 高 阶 的 整数 阶 模型 。 
因为 模型 阶 次 过 高 , 可 能 使 得 系统 的 控制 器 设计 变 得 异常 困难 。 所 以 , 用 低 阶 整数 
阶 模型 去 逼近 原 模型 是 有 必要 的 。 这 和 以 前 介绍 的 模型 降 阶 研究 是 密切 相关 的 。 
假设 降 阶 模型 可 以 表示 为 
态 5 十 十 态 s5 十 太 H 


Crmrtl= TO 
15 十 十 am 18 十 Cnm 
可 以 引入 一 个 目标 函数 来 最 小 化 误差 信号 e( 妇 的 Ha- 范 数 
J = min 1GG) -G， mr(s) (9-4_2) 
吕 2 


其 中 9 为 需要 优化 的 模型 参数 , 即 9 = [3 ..,9aa ,am7l。 为 方便 求解 
此 目标 郴 数 ， 降 阶 模型 Crvm,r(s) 中 的 时 间 延 迟 项 可 以 用 Padk 近似 来 逼近 ,得 出 
Crmm(s)。 由 模型 的 次 最 优 降 阶 算法 80 ,可 以 将 目标 函数 改进 为 


.一 min | (s) 一 Ginm(s 6 (9-4-3) 


e 一 (9-4-1 ) 
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直接 采用 前 面 介 绍 的 opt_app() 函数 即 可 得 出 分 数 阶 模型 的 最 优 降 阶 模型 。 


例 9-13 重新 考虑 例 9-10 中 给 出 的 分 数 阶 传递 函数 模型 ， 试 选择 合适 的 阶 次 ， 求 出 该 
模型 的 降 阶 模型 。 
求解 考虑 原始 的 分 数 阶 传递 函数 ， 若 选择 拟 合 阶 次 W = 4， 且 频段 为 (10-3,103)， 可 
以 用 和 下面 的 语句 直 接 得 出 有 理 近似 模型 
>> N=4; WwWl=1le-3; WwW2=1e3; S=tf(2s)); gl=new_fod(0.501,N,wt,w2,9,10) ; 
g2=new_fod(0.42,N,wl,w2,9,10); g3=new_fod(0.798,N,wl,w2,9,10) ; 
g4=new_fod(0.31,N,wl,w2,9,10); gE5=new_fod(0.63,N,wt,w2,9,10) ; 
G=(-2+g5-4) /2*xS ”3+kgl+3.8*S ~2+g2+2.6#+kSy+E3+2.5*rSkE4+1.5) ; 
这 桩 得 出 的 模型 是 高 达 58 阶 的 有 理 模 型 


-3.3625(s 十 902.8)(s + 856.4)(s + 681.8)(s + 640.7)(s 十 588.8)(s 十 1304) 
(s 十 1552)(s 十 1804)j(s + 293.6)(s + 184.5)(s + 146.9)(s + 138) 
(s 十 126.9)(s + 65.71)(s 二 39.75)(s 十 31.65)(s 十 29.74)(s 十 27.33) 
(5 十 15.66)(s + 8.564)(s 十 6.818)(s 十 6.407)(s 十 5.888)(s 十 4.197) 
(s+ 1.845)(s 十 1.469)(s 十 1.38)(s 十 1.269)(s + 1.196)(s 十 4455 
(s + 0.3975)(s + 0.3165)(s + 0.3085)(s + 0.2974)(s 十 0.2733) 
(s + 0.08564)(s + 0.07179j(s + 0.06818)(s + 0.06407j(s + 0.05888) 
(s 二 0.01845)(s 十 0.01593)(s + 0.01469)(s + 0.0138)(s 十 0.01269) 
(s 十 0.003975j(s + 0.00347)(s + 0.003165)(s + 0.002974)(s 十 0.002733) 
(s+0.0008867)(s 十 0.0006974)(s+0.0005567)(s 上 0.0004667){s 十 0.0003444) 


(s + 0.003494)j(s 十 0.003163)(s + 0.002978)(s + 0.002732)(s 十 0.003974) 
(s 十 0.0008869)j(s + 0.0007)(s + 0.0005567)(s 十 0.0004664)j(s 十 0.0003445 
(s 十 0.01271)(s 十 0.01379j(s + 0.01471)(s + 0.01622)(s 十 0.01845) 

(s 二 0.06001)(s + 0.06373)(s 十 0.06836)(s + 0.07528)(s 十 0.08623】 

(s 十 0.3196)(s 十 0.3494)(s 二 0.4489j(s + 1.622)(s + 1.641)(s 十 2.811) 
(s 十 5.92)(s 十 6.274)(s + 7.528)](s + 8.513)(s 十 14.51)(s 十 27.33) 

(s + 29.65)(s + 34.94)(s + 39.73j(s 十 67.98)(s 十 126.9)(s + 138) 

(s 十 162.2)(s 十 184.5)(s 十 315.9)(s + 588.8)(s + 640.6)(s 十 752.8) 
ks + 856.4)(s 二 900j(s + 1304j(s + 1552)(s 二 2432)(s 十 4455) 

(s” 十 0.5861s 二 0.08621)(s2 十 2.592s 二 1.694) 

(s 十 0.2218s 上 + 0.2263)(s2 + 2.5925 十 3.436) 


Cl(s) 三 





利用 改进 的 Dustaloup 滤波 器 算法 ， 选 择 不 同 的 阶 次 组 合 可 以 得 出 不 同 的 滤波 器 模 
型 ， 拟 合 误差 的 ?12 范 数 ， 在 表 9-1 中 列 出 。 从 表 中 可 见 ，Goayvs(s) 拟 合 的 降 阶 模型 是 
效果 最 好 的 。 注 意 ， 在 这 段 代 码 中 有 时 opt_app() 函数 可 能 需要 多 次 调用 来 得 出 收 笋 
的 结果 。 系 统 的 阶 跃 响应 曲线 和 Bode 图 比较 分 别 如 图 9-13 (aj、(b) 所 示 。 
>> GTrl=opt_apP(G,2,3,0); norm(G-Gri) ， 
GT2=oPt_apPp(G,2,4,0) ; norm(G-Gr2) 
Gr3=opt_app(G,2,5,0); GTr3=opt_app(G,2,5,0,Gr3) ; norm(G-Gr3) 
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Gr4=opt_app(G,2,6,0); Gr4=opt_app(G,2,6,0,Gr4) ; 
Gr4=opt_app4G,2,6,0,Gr4) ; norm(G-Gr4) 
step(G,，:- ,GTr1,，:--”,Gr2,，，::，Gr3，-.,Gr4，--T) ,30) ; 
figurei bode(G，-:,Grl,，:--，，Gr2,， :2:,Gr3，:-. ,GTr4，--T) 


表 9-1 不 同 阶 次 组 合 下 的 降 阶 模型 与 比较 










降 阶 模型 






0.03147s2 -- 0.8141s - 0.07206 
s3 十 0.3168s2 + 0.2582s 十 0.02703 
一 0.0119s2 -- 23.21s -2.035 
s4 十 28.78s3 + 9.242s2 十 7.365s 十 0.7634 
一 4.932s2 -- 0.8602s -- 0.00386 
55 十 5.741s4 十 2.794s3 十 1.596s2 十 0.3134s 十 0.001448 
-2.327X104s2 -- 4059s -- 18.21 
s6 十 47198s5 十 2.709X104s4 十 1.318x104s3 十 7534s2 十 1479s 十 6.831 






0.2308 










0.1342 







Step Response Bode Piag 


Magnifude (dB) 
由 1 


和 Implitude 
1 1 
1 2 1 上 


base tdepgj 
1 





0 107 10? 10? 104 
Erequcncy 【rad/ycc) 


(a) 阶 妈 响 应 (b) Bode 图 
图 9-13 各 个 降 阶 模型 的 比较 


Tirmne (sec) 


9.5 分数 阶 系统 的 计算 机 辅助 设计 


由 前 面 介 绍 的 分 数 阶 系统 分 析 可 见 ， 其 分 析 方 法 和 传统 整数 阶 分 析 是 有 区 别 
的 .在 控制 器 设计 领域 也 是 如 此 ,例如 ， 整数 阶 系统 研究 中 常用 的 PID 控制 器 可 
以 更 一 般 地 用 其 分 数 阶 版 本 PIAD2 控制 器 来 表示 人 


必 ; 
Ce(s) 一 天。 十 本 十 下 5 (9-5-1) 


由 图 9-14 中 给 出 的 描述 可 见 ， 横 、 纵 轴 分 别 描述 积分 器 阶 次 入 和 微分 器 阶 次 
， 这样 传 统 的 整数 阶 PIL PD 和 PID 控制 器 只 相当 平面 上 几 个 特定 的 点 。 由 于 引 





9.5 分 数 阶 系统 的 计算 机 辅助 设计 


有 


入 了 两 个 附加 的 可 调 参 数 入 和 /控制 器 参 

| 数 的 调整 将 更 灵活 。 在 某 些 控制 问题 中 , 最 

PD 控制 器 “  PID 控制 器 好 的 分 数 阶 PID 控制 器 的 性 能 将 远 远 好 于 
最 好 的 整数 阶 PID 控制 器 [1U。 

如 果 从 回路 成 型 角度 考虑 ,可 见 Bode 

图 的 斜率 不 再 限制 为 20 dB /decade 的 整数 

倍 ， 这样 ， 回 路 传递 函数 可 以 根据 需要 更 自 

图 9-14 分 数 阶 PID 控制 器 示意 图 “由 地 选择 , 例如 在 截止 频率 附近 可 以 设置 得 





更 平 些 来 增加 系统 的 鲁 棒 性 等 。 
网 网 1 _ 
例 9-14 考虑 受 控 对 象 模 型 9 一 6 二 225i15 二 2729513332509T1。 试 先 用 带 
有 延迟 的 一 阶 模 型 G(s) 一 了 各 近 ， 然 后 根据 该 模型 设计 整数 阶 PID 控制 器 。 


求解 由 下 面 的 语句 可 以 立即 得 出 一 阶 近似 模型 
>> N=4; wl=le-3; W2=1e3; S=tf(:s7): 
gjT=new_fodk40.6,N,wl,w2,9,10) ; gE2=new_fod(0.5,N,wl,w2,9,10) ; 
g3=new_fod(0.3,N,wl,w2,9,10) g4=new_fod(0.9,N,wt,w2,9,10) ， 
G=1/(S ~2*rg1+2 ,2#Sy#E2+2.9#kSkg3+3.32*+g4+1) ; Gr=opt_app(G,0,1，,1) 
0.1702 9 、 、 
这 时 得 出 的 模型 为 Gl(s) = De 其 实 由 这 样 的 模型 ， 可 以 通过 各 种 不 
同 的 算法 来 设计 整数 阶 PID 控制 器 112.131， 例 如 常用 Wang-Juang-Chan 算法 [1d] 


(0.7303 + 0.53077VD(T+057) 0.5 工 人 
Hp = 一 一 一 一 一 一 -一 人 =T+057 厂 一 2 
105 


玫 ( 人 十 也) [95-2) 


根据 降 阶 模型 参数 可 以 容易 地 设计 出 整数 阶 PID 控制 器 
>> 人 =0.17027/0.1702; T=1/0.1702; L=0.612， 
Ti=TI+0.5*L; Kp=(0.7303+0.5307*T/L)*Ti/(Kr(T+EL) ) ， 
Tda=(40.5*#L#T)/(T+0.5*L); Gc=KPx(1+1/Ti/s+Tdxs) ， 


1 61482 上 5 
控制 器 为 Ge(s) = 4.7960 ( 十 霜 63 +03076s -23 十 5559 十 0.8979 在 
如 


该 控制 器 作用 下 ， 可 以 由 下 面 语 自 绘制 出 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 ， 如 图 9-15 所 示 。 
可 见 ， 这 样 得 出 的 控制 效果 是 理想 的 。 另 外 ， 值 得 指出 的 是 ， 这 里 的 阶 跃 响应 曲线 分 
别 为 Griinwald-Letnikov 算法 直接 计算 的 方法 和 高 阶 整 数 阶 近 似 直 接 计算 的 方法 得 出 
的 ， 从 结果 看 ， 两 种 方法 得 出 的 结果 基本 一 致 。 
>> Gcf=fotf(t,l,[t.614 5.55 0.8979] , [2,1,0]); 
a=[1 2.2 2.9 3.32 1] ;an=[2.6,1.5,1.3 0.9 0] ; 
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晤 和 


G0=fotf(a,an,1,0); GG=feedback(Gcf*xG0 ,1);， t=0:0.005:15; 
step(feedqback(G*Gc,1) ,t); hold on，step(feedqbacK(GO*Gcf ,1) ,七 ) ; 


Step 有 espaTSC 








Immplitude 














1 
必 和 10 15 
Tifyne 1sec) 


图 9-15 分 数 阶 受 控 对 象 的 整数 阶 PID 控制 阶 跃 响应 曲线 


9.6 “习题 与 思考 题 


1 给 定 信号 /=e isin(t 二 /3) 十 刀 十 3t 十 2， 试 利用 定义 计算 出 该 函数 的 0.2 阶 
微分 信号 及 0.7 阶 积分 信号 ， 并 将 结果 信号 用 曲线 表示 出 来 。 


2 对 下 面 给 出 的 函数 ， 试 用 三 维 表面 图 的 形式 表示 其 微分 函数 与 阶 次、 时 间 之 间 的 
关系 ， 并 比较 当 阶 次 为 1 时 结果 是 否 与 整数 阶 微分 一 致 。 

(一 JJ)-2) 

性 一 3) 企 一 肖 


3 本 章 给 出 了 多 种 分 数 阶 微分 的 定义 ,但 只 给 出 了 其 中 的 Griinwald-Letnikov 定义 
的 MATLAB 实现 ， 斌 利用 数值 积分 的 方法 由 其 他 定义 计算 某 给 定 函 数 的 各 阶 导 
数 ， 并 与 Griinwald-Letnikov 定义 进行 比较 。 


4 假设 分 数 阶 线性 微分 方程 为 0.822y(6 + 0.592089(0 十 9 日 = 1 其 初始 条 件 为 
V(0) = WwW(0) = (0) = 0。 试 求 出 该 方程 的 数值 解 。 如 果 将 分 数 阶 次 2.2 近似 成 
2, 0.9 近 似 成 1, 则 可 以 得 出 整数 阶 近 似 模 型 。 试 比较 分 数 阶 系统 和 整数 阶 系统 的 
相似 性 。 


5 假设 已 知 典 型 反馈 系统 结构 ， 求 闭环 分 数 阶 模型 ， 其 中 第 一 个 系统 为 整数 阶 模型 ， 
记 用 分 数 阶 的 方法 构造 闭环 模型 ， 并 和 整数 阶 得 出 的 模型 进行 比较 。 


中 /==Vtsntvl-et， 四 Yy( 人 = 


211.875 十 317.64 169.6s 十 400 1 
Cs) 三 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
由 Cs) GT52008T030GTDT cts) S(s 十 二 ) :人 0.01s 十 1 
S0 4 十 5 


DBco) =- 下 ET08TT Ge() 一 3+25s-05 十 14s08， 再 (9) 一 1 
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6 本 章 介绍 了 类 的 构造 和 重 载 ， 并 建立 起 分 数 阶 传递 函数 对 象 类 ,定义 了 各 个 算 符 
和 诸如 step() 这 样 的 函数 ， 试 仿照 控制 系统 工具 箱 中 的 函数 扩展 分 数 阶 传递 函数 
类 的 重 载 函 数 。 
分 数 阶 系统 稳定 性 的 判定 是 一 个 较 复 杂 的 问题 。 对 一 个 简单 的 分 数 阶 模型 G(s) = 
_ 2 ， 试 对 不 同 的 w 值 进行 试 凑 ， 观察 是 否 存在 使 系统 阶 跃 响 应 稳定 的 a 值 。 


sa 一 1 
考虑 下 面 给 出 的 分 数 阶 模型 


站 G(s) ? DG(s) 5s 十“ 
后 一 一 RPR \ 忆 己 一 - 本 rr 
中 s2.3 十 1.3s0.9 十 1.25 5 十 3.15s2.6 十 2.89s1.9 十 2.5s1.4 十 1.2 


试 得 出 近似 的 低 阶 整数 阶 模型 ， 并 比较 得 出 的 近似 模型 和 原 分 数 阶 模型 在 频 域 响 
应 和 时 域 响 点 方面 的 性 质 。 


一 了 


1 





] 








9 考虑 分 数 阶 受 控 对 象 模型 CTI9T3T9332009TT， 一 个 整数 阶 
1.614s- 十 5.55s 十 0.89 、 
PID 模型 可 以 表示 为 Go(s) = 一 一 ， 试 得 出 闭环 的 分 数 阶 模 


型 ， 并 观察 该 闭环 系统 的 阶 跃 响应 曲线 。 
10 试 求解 下 面 Mittag-Lefher 函数 ， 绘 制 出 相应 的 曲线 并 验证 式 (9-2-7)。 
用 Ga 边区 (起 罗 玫 o(2)， 国 和 2(z) 
利用 本 章 给 出 的 Mittag-Lefer 函数 代码 ,用 数值 方法 验证 下 面 几 个 等 式 。 
由 名.a(T) 二 名) =26op(z)， 四 @a(T) 一 如 -7) 三 27E He(Z2) 


. ] . d 
9) Ca .DZ) 一 开 ( 动 十 Ga aa(Z)， ( 6a 5(Z) 一 CCEa BTHICZj 十 a7 Eap+1(Z) 


式 (9-2-11) 中 给 出 了 二 阶 特殊 系统 的 Mittag-Lefaer 函数 求解 式 子 ， 斌 仿照 此 构 

造 三 阶 条 统 的 解 治 '4 并 编写 出 求解 此 类 问题 的 MATLAB 程序 。 对 受 控 对 象 模 型 
S 十 电 .， ， 

C(5) 一 36OTTROSTI 求解 其 阶 响 应 ， 并 和 基于 Griinwald-Letnikov 

算法 得 出 的 结果 相 比 较 。 

考虑 分 数 阶 线性 微分 方程 9z 人 十 二 gezf0+z 昌 =10<a<1 其 

中 入 =0.5,a =0.25。 试 用 数值 方法 求解 该 微分 方程 。 

14 对 分 数 阶 微分 算 子 s"…,， 使 用 Oustaloup 滤波 器 和 改进 的 滤波 器 对 其 近似 ， 试 找 出 

能 够 较 好 地 还 近 效 果 分 数 阶 微分 的 N 阶 次 。 

从 前 面 给 出 的 演示 可 见 ， 改 进 的 滤波 器 效果 明显 优 于 Oustaloup 泪 波 器 ， 试 通过 

仿真 实验 给 出 其 参数 咏 d 的 选择 方法 。 

16 试 构造 出 Simnulink 仿真 框图 ,求解 下 面 的 分 数 阶 非 线性 微分 方程 。 


， - < . 
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二 


5s0.0 十 2 


17 考虑 分 数 阶 受 控 对 象 模型 C(s) = 596T78009TI5UTTD 试 设计 


一 个 整数 阶 PID 控制 器 ,观察 控制 效 末 。 
18 试 为 分 数 阶 受 控 对 象 CG = 


0 设计 一 个 4f-- 控制 器 ， 使 得 该 控制 器 在 参数 


< (0.2,5) 和 be(0.2,1.5) 的 变化 下 仍然 能 有 较 好 的 控制 效果 。 
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一 肯 数 名 达 5| 一 一 一 


本 书 涉 及 大 量 的 MATLAB 遂 数 与 作者 编写 的 MATLAB 程序 ,为 方便 查阅 
与 参考 , 这 里 给 出 重要 的 MATLAB 轴 数 调用 语句 的 索引 ， 其 中 黑体 字 页 和 码 表示 





芳 数 定义 和 调用 格式 页 。 
bvpinit 191 192 193 197 
.5 络 
abs 40 41 93 99 142 248 265 319 c2d 48 97 140 141 188 319 
384 395 c4mdde3.mdl 205 
acker 95 c4mloopa.mdl 208 
addvar 344 c4mmimo.mdl 203 
alc 297 c4mmstep.mdl 215 
all 248 339 c4mnet.mdl 207 
any 402 c4mrnd.mdl 209 


apolloeq 168 169 170 

are 129 132 401 402 

armax 306 307 

arx 295 296 297 301 302 

aSslgnin 245 257 273 278 380 
augtf 399 400 403 405 407 418 419 


augw 399 
axlIs 23 437 

- 
balreal 118 119 120 188 
bar 189 210 
bass_pP 95 


bintprog 262 

bnb20 260 261 415 

bode 96 97 266 394 403 404 443 
444 450 452 454 457 

bodemag 394 395 

branch 399 400 403 

break 106 

bv_rlc 197 

bvp4c 192 193 197 


c5fun3 242 
c5pmcomp2.mdl 270 271 
c5mfunl 261 
comimpode 235 236 
cpminmax 278 
c5minmaxl 278 279 
c5miopt 260 261 
c5mmax.mdl 278 279 
commdly1.md| 269 
c5mopid 243 
c5moptlL.mdl 272 
comopta,md| 257 
cpoptcon2 257 
c5cptfun 245 
c5optfun2 257 
ceomcompc.mdl 292 293 
cemidl.mdl 305 
comid3.md| 315 
comnonl.mdl 292 
comstrl 311 312 315 
crfunun 380 381 





也 数 名 索引 


间 


c7fuzpid.fis 354 
cfrfzpd.fls 351 
crmfls.fls 347 
czmfzpd.mdl 351 
czrmgal 373 374 
crmga3 374 375 
czrmga4 377 
crmnnmpc.mdl 367 
czmnnmrc.mdl 370 
crmopta.md| 369 
crmpsol 379 
czmpso4 379 
canon 114 
char 155 156 440 
chol 104 105 117 
class 440 
cmpc 326 
colject 59 139 
comet3 164 200 
comp-map 106 
compan 70 71 
cond 111 
contour 23 238 
contour3 241 
conv 265 309 310 317 320 324 394 395 
cos 37 43 222 223 229 
ctrb 91 95 113 
ctrbf 116 117 130 

纱 
d2c 48 141 301 302 
dare 133 
dcgain 265 
dde23 184 
dec2mat 412~414 416 
decic 179 182 
decouple 427 
decouple_pp 429 430 
det 74 75 
diag 67 71 138 188 196 205 253 
diagm 608 


dffF 22 23~26 31 49 50 89 118 138 154 
169 177 195 237 
diff_ric 195 196 
diopha_eq 308 309~311 317 319 
disp 46 2605 440 
display 440 
dlinmod 268 
dlinrmod2 270 
dilqr 133 
dilyap 126 
double 52 81 121 128 225 226 414 415 417 
dsolve 了 54 155~ 157 
dynamic_-ric 197 
本 
e_riccatil_solve 234 
erlICCcati_solve2 234 235 
eig 85 86 87 93 96 107 109 248 402 
error 25 78 127 212 214 
eval 225 226 409 
evalflis 347 354 
exp 26 40 222 223 228 229 231 
expm 134 135 137 143 144 175 195 
eye 60 78 81 101 141 206 248 290 401 402 


414 
ezplot 222~-224 237 239 240 373 
多 
factorlal 52 


feasp 412 413 416 

feedback 56 57 一 59 93 243 244 394 403~405 
426 442 459 

feval 160 

figure 36 164 

find 52 99 138 249 259 262 319 409 

find_hinf 402 

fitmagfrd 395 

人 plr 113 195 

f 作 pud 113 

floor 115 165 

fmincon 254 255~ 人 257 272 373 


fminimax 277 


fminsearch 238~240 265 272 375 402 
fminsearchbnd 247 248 
fminunc 238 241~243 245 257 279 


函数 名 索引 


下 


hinf_ineq 248 
hinflml 418 419 
hinfopt 403 405 418 


for 11 12 36~38 42 46 50 52 68 72 78 97 hist 189 210 

99 103 106 115 138 142 160 165 188 hold 23 38 97 165 222~224 279 361 

228 245 265 278 279 289 291 297 299 -用 

300 341 342 373 384 409 423 427 437 iddata 296 307 

445 Idinput 300 301 
fotf 440 441 443 444 448 452 454 459 if else 11 25 37 52 56 72 78 99 115 127 
fourier 40 41 142 160 186 213 233 234 248 260 261 
frd 395 443 265 289 384 440 441 443 447 448 453 





fseries 37 38 39 

fsolve 227 228 229 233~235 
fun2 250 

funm 136 138 139 

fuz_pid 353 354 

fuzzy 344 349 354 


乡 intersect 338 339 
ga 372 inv 57 80 81 82 95 99 103 106 109 110 
gamma 447 113 116 117 121 124 127 128 132 135 
gaopt 372 374 375 377 381 138 141 173 195 197 248 401 402 416 
gaoptimset 373 417 427 443 
gaussmf 341 inv-pendulum 173 
gbellmf 341 Invhilb 69 81 
gcd 51 ipslv -mex 259 260 263 
getlmis 412 413 416 iSa 440 


getqft 422 424 425 
gevp 412 
glfdiff 437 439 
gpc-1a 331 
gram 130 
grnd 97 444 
grpbnds 421 423 
.3 
h2jlqg 403 
han_td 212 
hankel 08 69 72 82 95 113 
heaviside 41 
hilb 69 76 81 
hinf 403 


ifourier 40 

ilaplace 29 30 35 46 51 53 54 
ilc_jsim 384 385 386 

Imag 99 109 110 

inagersh 99 100 

Int 20 27 37 41~44 89 144 


isfinite 78 243 
Ismember 339 
liztrans 45 46 54 290 
帮 
Jacobian 90 242 256 
jordan 108 109 135 138 195 
-X 
kron 88 124 125 127 441 442 
1 
lambertw 228 231 232 
laplace 29 30 31 35 53 
latex 23 26 38 42 


Ilength 52 72 78 103 106 138 142 160 169 
176 177 197 261 265 291 308 339 384 





466 函数 名 索引 


和 


395 406 437 445 my_e_riccati 234 
limit 20 21 49~52 my_e_riccati2 234 235 
jine 189 222 238 my_riccat1 232 233 
linmod 268 269 -人 
linmod2 268 270 new_fod 453 454 457 459 
linprog 250 251 252 377 newff 358 359~362 
linspace 191 193 197 newfis 344 
Imiterm 411 412 413 416 nichols 960 444 
Imivar 411 412 416 nlbound 190 191 
logm 141 nntool 362 363 
logspace 96 100 395 424 443 452 454 nonlin 272 
Ilookfor 14 norm 77 78~81 83 84 101 121 123 125~129 
|pshape 422 424 132 136 188 190 225 226 233 243 248 
Ilqr 132 133 270 413 427 457 
lsim 300~302 307 445 null 121 122 
lu 102 103 104 106 numden 51 
Iuenberger 115 116 117 nyquist 96 97 444 
lyap 123 126 127 128 人 
lyap2lmi 409 obsv 113 130 

.月 ocd 271~ 274 

maple 43 odel5i 179 182 
mat2dec 413 odel5s 174 177 181 183 236 
max 177 332 384 395 ode45 161 163~165 167 169 173 175 176 
mean 188 178 182 186 190 196 
meshgrid 23 238 241 249 262 347 odeset 102 169 173~175 177 178 182 183 
mfedit 342 ones 606 71 72 259 261 332 386 445 
min 169 177 open_system 198 
mincx 412 413 414 opt-app 205 266 267 457 459 
minreal 243 opt-fun 265 
minus 442 optcon2 255 
ml_fun 447 448 optfun_2 273 
ml|l_step 448 optfunl1 255 
mod 25 optimset 227 228 229 235 238 241 251 252 
modred 120 255 256 375 
mpccon 324 325 orth 101 
mpcsim 324 325 oustafod 450 451 454 
mpctool 327 2 
mtimes 442 pade 265 
multi_step 214 Paradiff 25 


mv2fr 100 pfshape 422 424 





pinv 83 84 122 

place 95 96 206 

plot 13 36 38 39 99 164 165 167 169 170 
173~175 177~179 181~184 186 192 
193 196 197 200 202 203 210 228 231 
232 236 279 291~293 307 324~326 
341 342 357 360 362 364 385 386 439 
446~448 

plot3 163 164 

plotbnds 423 

plotnydq 99 

pilotperf 360 

plotstep 323 324 

plottmpl 423 

pjotyy 22 

plus 441 

pole 93 

Poly 77 78 79 95 319 

poly1 78 80 113 

poly2sym 80 

poly2tfd 323 324 326 

polyval 79 96 

polyvalm 79 80 

potbnds 422 

pp_str 319 320 

pretty 58 

prod 49 50 52 409 

PSso_Trelea_vectorized 378 379 

pzmap 93 148 


2 
quadprog 253 
quiver 23 

5 
rand 70 165 233 234 
rangdn 188 
rank 76 84 91 106 110 115 122 
readfis 351 


real 99 109 110 248 
rem 289 299 300 
reshape 124 125 127 195 197 232~235 304 


邓 数 名 索引 


314 347 395 

residue 52 

riCccati_.Solve 233 

riots 276 277 

rk.4 160 170 175 

rlocus 230 

rls_ident1 304 

roots 85 319 

rossler 163 

round 260 261 300 

.2 

sc2d 188 

sdpvar 414 415 417 

sectbnds 422 423 

semilogy 361 

set 33 227 238 414 415 417 

setdiff 338 339 

setlmis 411 412 413 416 

shading 36 249 

sigma 405 

sigmf 342 

Sign 212 

sim 202 203 205 245 257 273 278 279 292 
360 362 364 380 

simple 23~27 30 41~44 46 51 56 118 135 
137 144 195 

simset 202 

simsilzes 210 212 214 304 314 331 353 

sin 37 40 134 222 223 229 

sinml 136 

sisobnds 421 423 

size 60 70 71 78 81 99 103 115 127 136 
141 195 226 234 248 347 384 401 406 
409 

solve 5]1 52 224 225~227 229 237 

solvesdp 414 415 417 

sort 38 39 52 215 259 262 

sp_plot 276 277 

sqrt 20 36 41 137 188 189 265 317 443 

ss fr3J 74 92 100 113 114 119 130 141~、143 





函数 名 索引 


和 


269 270 385 393 400 401 403 406 407 
413 419 427 430 

ss-augment 142 143 

ss2smat 406 407 419 

ss2SS 112 117 

st_Contr 317 

st_reg 314 

stalrs 289 292 293 299 300 324 326 

std_tf 429 

stem 323 

step 244 266 269 394 403~405 426 445 
446 452 457 459 

strrep 441 

subplot 99 203 289 326 386 

subs 22 23 37~39 19 138 139 175 195 237 

sum 99 142 278 445 

surf 23 36 249 347 437 

svd 1ll 188 

swWitch-case 11 212~214 304 314 331 353 

switch_sys 186 

sym 31 52 56 71 72 75 76 78 81 82 85 
103 106 108 109 121 122 128 137 139 
195 290 

sym2poly 80 

syms 10 20~27 29~31 35 38 40~46 49~ 54 
58 99 71 78 82 89 90 118 122 135 137 
139 143 144 154 156 157 1756 195 223 
aa25~227 229 237 240 242 256 290 

sys_g 276 

sys_h 276 

sys_init 276 

sySs_ | 276 

< 

tansig 357 

tf 32 33 35 47 48 57 92 93 97 100 230 
243 265~267 296 297 300~302 319 
386 393~ 395 404 405 423 424 427 
450 451 453 457 459 

tfd2step 323 324 326 

tfdata 33 96 


trace 78 
train 360 361 362 
trim 268 
try-catch 11 127 402 
tzero 148 
人 纪 
uminus 442 
union 338 339 
unidque 338 441 442 
Unpck 406 419 
up_envolop 395 
ureal 393 394 395 426 
Usample 393 394 426 
功 
vander 09 72 78 79 
vpa 223 
办 
while 11 106 115 136 188 190 448 
writefis 347 


和 
xlm 300 

纹 
ylim 240 299 300 

妇 


zeros 600 72 73 78 92 103 135~ 人 137 140~142 
188 206 253 277 291 308 311 317 319 
332 354 384 386 402 409 430 

zlim 241 

zpk 34 48 120 130 266 267 270 395 403 
405 418 419 450 453 454 

ztrans 45 46 51 54 290 





一 专业 术语 索 5| 一 一 一 一 一 


0-1 规划 258 262 263 414 
.2G 

AIC 准则 285 297~299 

Aikaike 准则 见 AlIC 准 刚 
. 朋 


白 噪 声 63 131 186~188 209 287 294 
306 310~312 
伴随 和 矩阵 66 70 71 100 106 107 109 
变异 370~374 
标 称 值 333 393 
标准 传递 函数 391 428 429 
标准 型 
Jordan ~ 网 Jordan 标准 型 
可 观测 ~ 见 可 观测 标准 型 
可 控 ~ 见 可 控 标 准 型 
Luenberger ~ 见 Luenberger 标准 型 
并 联 连 接 55 56 256 441 
BP 多 有 尽 向 传播 
不 定 积 分 25 26 
部 分 分 式 展开 19 49~55 446 
不 确定 
~ 传递 国 数 393 
~ 状态 方程 393 
不 确定 性 399 
不 稳定 系统 173 - 


采样 周期 47 141 210~212 

傅 数 方程 19 21 

参数 轧 程 导数 24 25 

Caputo 定义 438 

Cauchy 积分 公式 436 

Cayley-Hamiiton 定理 79 80 

初始 条 件 154 155 179 181 182 382 

零 初 始 条 件 438 

初 值 102 153 157~159 161 164 180 
189 191 229 233 236 240 360 
370 373 378 380 


传递 函数 1 8 19 31~36 49 53~55 
58 59 65 72 91 92 130 155 199 
203 301 323 327 396 397 
矩阵 见 传递 函数 矩阵 98 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 传递 站 数 
离散 ~ 见 离散 传递 加 数 
传递 下 数 和 矩阵 34 35 59 92 296 
426~428 
串联 连接 31 55 58 72 154 441 442 
455 
传输 函数 357~359 362 364 
切 


单 边 极限 20 21 
单位 矩阵 66 67 79 92 103 412 
倒立 摆 172 173 
导数 21~25 
参数 方程 ~ 见 参数 方程 极限 
多 元 疯 数 ~ 见 多 元 巩 数 导数 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 和 导数 
隐 贡 数 ~ 见 隐 函 数 极限 
递 推 12 25 102 187 188 243 265 285 
286 288 289 291 293 302~305 
313 314 320 382 436 445 453 
和 迭代 学 习 控 制 15 337 381~387 
定 积 分 3 25 26 
定量 反馈 理论 15 391 420~.426 
Diophantine 方程 285 308 309 
311~313 318 319 
动态 解 耦 428 429 
对 角 拢 阵 67 68 85 107 111 188 
对 角 占 优 98~100 
多 变量 系统 6 
多 采样 速率 211 
多 重 积 分 19 25 26 39 
多 元 闻 数 导数 23 24 
多 元 函数 极限 21 





专业 术语 索引 


和 和 


ElISPACK 3 4 6 9 65 85 
二 次 型 方程 又 见 Riccati 方程 66 128 
二 次 型 规划 15 221 249 253~255 
二 次 型 阐 数 89 117 
.多 
反馈 连接 56 58 93 98 348 382 441~443 
范 数 65 76~79 81 83~85 122 124 125 225 
233 

系统 ~ 129 131 132 391 396~.400 417 
友 向 传播 358 364 
方 框图 模型 55~59 

万 框图 化 简 55~59 
非 线性 规划 15 221 249 254~256 419 
非 线 性 环节 268 

饱和 非 线性 380 
非 显 小 相位 316 388 420 
分 数 阶 传递 浮 数 15 435 440~444 446 452 
分 数 阶 导 数 435~.439 

Caputo 定义 见 Caputo 定义 

Cauchy 积分 公式 见 Cauchy 积分 公式 


Grunwald-Letnikov 定义 见 Grinwald- 
Letnikov 定 尺 

Riemann-Liouville 定义 见 Riemann- 
Liouville 定义 


分 数 阶 积分 435~.440 449 458 
分 数 阶 微分 方程 444~456 
分 核定 界 法 221 260 415 
Fokker-Planck 方程 210 
Fourier 级 数 14 19 37~39 
符号 运算 5 20 71 121 
符号 运算 工具 箱 5 9 20 31 58 65 71 89 90 
107 221 224 228 
乡 
cGA 见 遗传 算法 
改进 Oustaloup 滤波 器 452~454 456 
刚性 微分 方程 15 153 167 174~177 180 455 
根 轨 迹 2 5 221 222 230 
跟踪 误差 243 271 352 383 385 386 399 
Gershgorin 带 98~100 
Gershgorin 定理 65 87 88 


工具 箱 
符号 运算 ~ 见 符号 运算 工具 箱 
控制 系统 ~ 匈 控制 系统 工具 箱 
LMI ~ 见 LMI 工具 箱 
OCD 程序 见 OCD 程序 
Riots 程序 见 Riots 程序 
系统 闪 识 工具 箱 295 297 300 
最 优化 ~ 见 最 优化 工具 箱 
工作 点 263 268 322 
Grunwald-Letnikov 定义 436~.439 445 449 
450 459 
Gram 郑 阵 118 
观测 器 6 91 318 319 401 
广义 积分 19 26 
广义 逆 矩阵 82~84 
广义 特征 值 86 87 128 135 232 408 411 412 
广义 系统 180~183 
广 尺 预 测控 制 330~333 
广义 最 小 方差 自 校正 317 
滚动 时 域 323 
.ZE 
Tt{- 范 数 248 401 
1。 控制 器 397 399 400 403 418 
ft~ 控制 器 存在 条 件 401 403 
1t- 最 优 控制 器 397 403 
7t2 汇 数 
?ta 控制 缮 397 403 
Hamilten 类 阵 131 194 248 
行列 式 65 74 75 77 101 105 
Hankel 窍 阵 68 69 71 72 82 95 414 
Heaviside 基数 40 41 54 
Hilbert 和 矩阵 69 75 76 80 81 
互 质 51 308 
化 零 和 矩阵 121 
混合 整数 规划 15 221 258~263 
. 困 
IAE 准则 281 
INA 又 见 递 Nyquist 阵列 
ISE 准则 243~246 264 265 281 
ITAE 准则 221 243~.247 271~273 278 380 
381 428 





帮 


Jacobi 矩阵 90 162 193 242 256 
Jacobi 算法 85 
迹 75 101 419 
基础 解 系 122 
极点 配置 65 91 94~96 206 285 308 
318~ 320 391 428~430 
积分 19 20 25~28 39 42 43 89 141 143 
144 159 201 243 383 
不 定 ~ 见 不定 积分 
定 ~ 匈 定 积 分 
多 重 ~ 见 多 重 积分 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 积分 
广义 ~ 见 广义 积分 
无 穷 见 无 穷 积 分 
积分 变换 1 7 19 27 36 44 
Fourier 变换 见 Fourier 变换 
Laplace 变换 见 Laplace 变换 
积分 器 199~202 205 207 273 278 351 428 
集合 论 337~339 
极限 19~21 52 
单 边 ~ 匈 单 边 极限 
多 元 限 数 ~ 见 多 元 隐 数 极限 
解 模糊 344 346 一 348 
解 耘 15 98~100 147 391 426~.430 
状态 反馈 ~ 426~430 
Jordan 变换 66 100 107~110 114 134 135 
jordan 标准 型 66 114 135 
Jordan 类 阵 136~138 
矩阵 方程 14 66 88 120~133 232 
离散 tyapunov ~ 见 Lyapunov 分 解 
Lyapunov ~ 风 Lyapunov 分 解 
Stein ~ 见 Stein 分 解 
9Sylvester ~ 见 Sylvester 分 解 
定 什 分 解 
Cholesky ~ 见 Cholesky 分 解 
LU~ 匈 LU 分 解 
和 奇异 值 ~ 见 奇异 值 分 解 
三 角 ~ 见 LU 分 解 
存 阵 分 析 
范 数 见 范 数 


专业 术语 索引 


和 


行列 式 见 行 列 式 
迹 见 迹 
逊 乱 阵 网 议和 类 阵 
千 异 值 见 奇异 值 
特征 多 项 式 见 特征 多 项 式 
特征 向 对 见 特征 向 旱 
特征 值 见 特征 值 
条 件数 见 条 件数 
秩 见 秩 
卸 阵 微分 方程 172~174 
窍 阵 指 数 134~137 139 
卷 积 28 40 45 
均 简 实现 118~120 
均匀 分 布 70 71 96 378 
-Mt 
开关 结构 11 
Kaiman 滤波 正 6 
可 观测 性 65 66 91 116 117 
~ 阶梯 分 解 117 
~ Gram 德 阵 129 
可 观测 标准 型 112~114 116 148 
可 控 性 65 66 91 95 114 116 117 
~ 阶 分 解 116 117 
~ 指数 115 
~ Gram 类 阵 129 
可 控 标 准 型 112~114 148 
可 控 Gram 存 阵 119 
控 抽 只 降 阶 405 
控制 系统 工具 箱 118 120 141 
Kronecker 乘积 88 124 126 
扩张 状态 观测 病 219 
Lambert 天 数 228 232 
Laplace 变换 1 14 19 27~32 35 40 53 92 
231 243 244 264 439 440 445 
Laplace 算 子 435 
Laplace 反 变 换 28 29 31 35 53 
Levenberg-Marquardt 算法 359 361 362 
Leverrier-Faddeev 递 推 算法 78 
离散 传递 加 数 44 46~.48 285~288 290 293 
295 296 299 301 302 315 





专业 术语 索引 


二 


离散 化 48 97 98 139~141 186~189 319 
未 属 度 函 数 340~346 349 350 
粒子 群 优 化 2 15 337 370 378 379 420 
Trelea 算法 见 Trelea 算法 
连续 化 48 139~141 293 301 
零 阶 保持 器 46 48 140 270 292 
零 和 矩阵 66 67 
灵敏 度 398 399 
补 灵 敏 度 399 
混合 灵敏 度 问 题 398 399 404 
灵敏 度 问 题 398 
LINPACK 3 4 6 9 65 
留 数 19 49~52 
LMI 多 线性 扼 阵 不 等 式 
LMI 工具 箱 407~.414 417~.419 
鲁 棒 控 制 工具 箱 2 393 399 401~407 411 
414 418 426 
鲁 棒 性 312 459 
由 棒 稳 定性 399 
品质 ~ 见 品质 鲁 棒 性 
滤波 器 315 435 449~455 457 
改进 Oustaloup ~ 见 改进 Oustaloup 
Kalman ~ 见 Kalman 滤波 器 
GOustaloup ~ 见 Oustaloup 滤波 器 
前 置 ~ 见 前 置 滤波 器 
LU 分 解 66 74 75 102~104 106 
Luenberger 标准 型 66 114~116 146 
Luenberger 观测 器 6 
Lyapunov 不 等 式 408 415 416 
Lyapunov 定理 117 118 
Lyapunov 万 程 8 14 66 120 123~129 243 
205 409 
Lyapunov 阴 数 118 125 
Lyapunov 稳定 性 1 66 165 408 
.用 
满 秩 矩 阵 75 76 84 85 105 108 115 
需 零 矩阵 137 144 
Minimax 问题 15 221 277 279 
Mittag-Leffler 贡 数 446~449 
模糊 逻辑 15 337~355 391 
模糊 推理 349 


模糊 推理 337 344~,349 354~356 
模糊 PID 控制 器 351~355 
模型 降 阶 
次 地 优 降 阶 算法 264~267 
模型 转换 
连续 离散 模型 转换 293 
Moore-Penrose 广义 逆 又 见 广义 道 
-人 
逆 算 阵 65 80~84 98 137 
广义 ~ 见 广 义 逆 拓 阵 
逆 Nyquist 阵列 87 98~100 
厅 
OCD 程序 221 271~274 380 
Oustaloup 滤波 器 15 435 449~452 454 455 
457 
-2 扩 
PadE 近似 134 204 269 456 
时 间 延 迟 近 似 265 269 
PID 控制 器 243~245 247 256 257 264 272 
273 
模糊 ~ 见 模糊 PID 控制 器 
频 域 响应 5 293 301 
品质 鲁 棒 性 279 
PSO 多 粒子 群 优 化 
- 艰 
奇 点 28 49 50 
奇异 丐 阵 81~84 86 101 106 107 111 112 
126 145 178 180~183 400 427 
奇异 值 3 404 405 
~ 分解 66 75 77 100 110~112 188 
前 馈 神 经 网 络 357~360 364 
前 置 滤波 器 420 422 
切换 微分 方程 153 174 185 186 
全 局 最 优 221 236 239 240 250 262 337 370 
371 373 378 379 


5 
入 工 智 能 337 
Riccati 方程 1 2 8 14 120 128 129 132 133 
222 230 401 


代数 ~ 232~235 401 410 
微分 ~ 153 193~197 242 





Riemann-Liouville 定义 437 438 
Rioets 程序 221 274~.277 
RLC 电路 31 72 154 
.FA 
S- 函 数 210~215 303 314 317 331 353 354 
三 角 分 解 又 见 LU 分 解 
Schur 变换 128 232 
Schur 补 性 质 410 412 
Schur 分 解 126 
神经 网 络 15 337 355~370 
神经 网 络 工具 箱 378 
神经 网 络 控制 360 365~370 
时 变 系统 153 198 202 203 285 288~290 
420 
时 间 延 迟 11 33 35 47 54 141 183 199 
203~205 264~266 269 302 314 456 

试 揉 结构 11 
双 精 度 9 10 77 107 110 111 
双 线 性 变换 44 46 48 
Stein 方程 120 125 126 128 
是 机 数 

均匀 分 布 ~ 见 均匀 分 布 

伪 ~ 见 伪 随机 数 

正 态 分 布 ~ 见 正 态 分 布 
随机 微分 方程 186~189 208~210 
SVD 分 解 又 见 奇异 值 分 解 

.人 

特 解 122 155 
特殊 和 矩 阵 14 65~72 

伴随 矩阵 见 伴随 矩阵 

单位 阵 见 单位 矩阵 

对 角 和 矩阵 见 对 角 矩 阵 

Hamilton 抵 阵 见 Hamiton 矩阵 

Hankel 算 阵 内 Hankel 矩阵 

Hilbert 和 矩阵 见 Hilbert 矩阵 

Jordan 矩阵 见 Jordan 矩阵 

零下 阵 见 零 矩 阵 

随机 数 矩 阵 见 随机 数 

Vandermonde 矩阵 见 Vandermonde 矩阵 
特征 多 项 式 32 70 77~79 85 106 112 
特征 根 2 52 93 94 230 231 


专业 术语 索引 


有 


特征 向 量 3 65 84~87 107 109 135 137 
特征 值 3 4 65 75 77 78 84~88 9%8 101 
107~110 114 131 137 194 248 401 
广义 ~ 见 广 义 特 征 值 
梯度 23 241 242 255 256 
提前 qd 步 预测 309 310 
条 件数 75 111 
Trelea 算法 378 
图 解法 221~224 229 236 237 250 
Tustin. 变 换 48 
六 
Vandermonde 类 阵 69~72 78 79 
7 
网 络 控制 153 183 205~207 
微分 又 见 导数 
微分 代数 方程 15 153 162 174 180~183 
微分 方程 
分 数 阶 ~ 见 分 数 阶 微分 方程 
光 性 ~ 多 刚性 微分 方程 
篆 机 ~ 网 随机 微分 方程 
微分 代数 方程 见 微分 代数 方程 
延迟 ~ 见 延迟 微分 方程 
隐 式 ~ 见 隐 式微 分 方程 
微分 ~ 跟踪 器 211 一 213 
伪 逆 又 见 广义 逆 
伪 随 机 二 进 制 序列 (PRBS) 299~302 
伪 随 机 数 70 71 188 209 371 
稳定 性 12 8 19 65 91 93 94 98 117 118 
123 164 165 230 318 398 403 
Lyapunov ~ 多 Lyapunov 稳定 性 
误差 反 向 传播 358 
物理 可 实现 系统 32 
无 穷 积 分 26 281 
无 约束 最 优化 15 221 227 236~248 257 258 
279 323 326 372 375 376 379 
… 和 测 控制 324 325 
.4 
系统 辨识 129 285 293 297 299~303 305 
308 313 314 
系统 和 矩 阵 195 406 407 418 
线性 规划 15 221 249~.253 377 407 410 415 





专业 术语 索引 


是 


线性 化 15 263 267~270 

线性 矩阵 不 等 式 又 见 LMI 

相 空 间 9 163 164 200 201 216 

相 平 面 165 167 186 

相似 变换 65 85 100 101 112 115 116 118 
194 

小 增益 定理 396 397 

循环 结构 11 12 36 42 96 228 289 291 297 
360 

7A 

延迟 微分 方程 153 174 183~185 199 
204~207 230~232 

遗传 算法 2 15 240 337 370~381 420 

一 阶 保持 器 48 

遗 原因 子 303 

隐隐 数 19~21 24 222 223 

隐 负 数 导数 24 

隐 式 微分 方程 15 153 174 177~180 182 222 
235 

有 色 噪 声 285 287 305~307 

和 

Z 变换 19 44~48 50 54 286~288 290 

Z 反 变换 44~48 54 290 

增 矿 受 控 对 象 396~398 

增 矿 状态 方程 399 

正定 函数 66 117 118 

正定 矩阵 66 86 105 106 117 123 124 408 
412 416 

正 净 变换 111 

正 交 矩阵 65 100 101 111 188 

正 态 分 布 70 71 188 209 

整数 规划 15 221 258~263 415 

整数 线性 规划 258~.260 

秩 65 75 76 84 91 101 110 111 122 

种 群 370~.375 380 

周期 遂 数 39 

转移 结构 11 371 

状态 反馈 15 65 91 94~96 132 133 194 206 
243 391 400 415~.417 426~.430 

状态 方程 8 55 66 72~74 91 94 96 112 134 
140 171 172 181 186 210 211 268 269 


274 288 318 382 
状态 方程 实现 
均衡 实现 见 均衡 实现 
可 观测 标准 型 实现 见 可 观测 标准 型 
可 控 标 准 型 实现 见 可 控 标 准 型 
最 小 实现 匈 最 小 实现 
状态 空间 9 65 72~74 91~96 130 200 242 
426 
状态 增 广 141 143 397 
状态 转移 短 阵 135 139 
自 适 应 预报 308 317 
自 校 正 控制 8 15 285 308~317 391 
最 小 方差 ~ 见 最 小 方 姜 
三 义 最 小 方差 ~ 见 广义 最 小 方差 
极点 配置 ~ 见 极点 配置 
最 小 二 乘 122 129 285 293~297 302 303 
306 314 
最 小 方差 285 308 310~317 
~ 自 校 正 310 313~316 
广义 一 自 校 正 见 广义 最 小 方差 自 校正 
最 小 飞 现 56 66 130 131 
最 优化 1 2 7 15 131 236~279 322 323 
325 326 337 370~381 408 410~415 
418~420 
0-1 规划 匈 0-1 规划 
二 次 型 规划 见 二 次 型 规划 
非 线性 规划 见 非 线性 规划 
兹 合 整数 规划 见 混合 整数 规划 
Minimax 问题 见 Minimax 问题 
无 约束 ~ 见 无 约束 最 优化 
红 性 规划 见 线性 规划 
整数 规划 见 整数 规划 
最 优 降 阶 见 最 优 降 阶 
最 优 控 制 271~274 
最 优化 工具 箱 238 241 250 253 254 259 260 
263 371 378 
最 优 降 阶 15 263~267 405 435 457 


